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R&urn& On prt%ente deux modsles de plaque mince Clastique avec inclusions fines de pi&o- 
Clectriques et circuits Clectroniques pkriodiquement distribds. C’est un premier exem- 
ple de matCriau composite adaptatif, msme si 1’Clectronique envisagCe reste rudimen- 
taire. Des circuits plus 6labor6s seront envisages .par ailleurs. 0 AcadCmie des 
SciencesfElsevier, Paris 
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Models of thin plates with piezoelectric inclusions and 
electronic circuits 

Abstract. This paper presents two models of thin elastic plates with periodically distributed 
piezoelectric inclusions and electronic circuits. This is a first example of a smart 
composite material, although the con.sidered eleci!ronic is rather rudimentary. 
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A bridged English Version 

This work is motivated by the design of smart materials. In [ 1, 21, we consider modelling of thin 
elastic plates with small piezoelectric inclusions and electronic circuits. The inclusions are strictly 
included in the elastic matrix, which is considered as electrically insulated. Different kinds of boundary 
conditions are considered for the electrostatic equation on the upper faces of the inclusions, correspond- 
ing to different kinds of control: electric potential imposed, electric current imposed, local or non-local 
electric circuits. All the possible cases when the thickness (E of the plate and the characteristic 
dimension E of the inclusions tend together to zero are considered: U/E + 0, E/U --+ 0, a = c. 
Reference [l] is for models with a small number of inclusions., reference [2] for models with a great 
number of inclusions, requiring homogenization. 

The aim of this note is to announce and introduce this wlork by presenting two of the models 
obtained in reference [2], for U/E + 0. The first one corresponds to local circuits: the upper and lower 
faces of each inclusion are connected through an electrical circuit; this leads to mixed boundary 
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conditions for the electrostatic equation. In the second model, the upper faces of the inclusions are 
in addition connected to their direct neighbours. We present the first model in detail. We just 
mention the form of the second model: a complete development would exceed the framework of a 
note to the Comptes Rendus. 

For the first model, the equations governing the field of displacements ub and the electrical potential 
@ are given by equations (1) and (2). The main assumptions on the data are equations (3), (4) and 
(7). By resealing the plate from a2” = o x ] - a, a[ to 0 = o x ] - 1, l[, one obtains the weak 
formulation [equations (5) and (6)]. Derivation of the effective model consists then of three steps. 
The first one is to characterize the limit M( I&‘, qb): lemma 1 and 2. The second is to compute the 
transverse components with respect to the components in the directions of the plate: lemma 3. The 
last step consists in eliminating the local variables: lemma 4. Finally, we are led to the limit model: 
equations (11) and (12). It has the classical form of the plate model, although some additional terms 
occur, corresponding to the electrical field and the electrical circuits. 

For the second model, the boundary condition for the electrostatic equation on the upper faces is 
replaced by equation (13). In this situation, elimination of the transverse component Li of the electrical 
field is no longer possible, because of the Laplace operator induced on this term by equation (13). 
This leads to a non-classical type of model: equation (14). This corresponds to a model of transfinite 
networks’ type, described for example in reference [3], but with a different point of view. Note that 
one can choose a priori the form of the operator on Lp by choosing the way of connecting the upper 
faces of the inclusions. We get here a complete family of transfinite networks. 

Complete models and proofs are given in reference [2]. We use essentially two-scale convergence [4, 
51 for homogenization, coupled with the classical methods of plate theory. 

1. Introduction 

Ce travail est motive par la conception de materiaux adaptatifs, c’est-a-dire ayant la propriete de se 
controler par eux-memes. Dans [l, 21, on modtlise des structures composees de plaques Clastiques fines 
avec inclusions de piezoelectriques, et de circuits Clectrique;s simples. Les modeles sont statiques, mais 
s’etendent au dynamique via la transfotmee de Laplace. Chaque inclusion est isolee dans la matrice tlas- 
tique. Le champ Clectrique dans la matrice n’interagit pas avec le champ Clectrique dans les inclusions. 
Differents types de conditions aux limites sont envisages pour l’equation de la piezoelectricite, sur les 
faces superieures des inclusions. Elles correspondent a differents types de controle : potentiel Clectrique 
impose, courant Clectrique impose, circuits Clectriques locaux ou non. Dans [l] ont CtC present&s les mo- 
dbles a petit nombre d’inclusions. Dans [2], on presente ceux a grand nombre d’inclusions, necessitant 
homogbneisation. On y considbre tous les cas possibles lorsque l’epaisseur a de la plaque et la dimen- 
sion caracteristique E des inclusions tendent ensemble vers zero : a/& + 0, E/a + 0, a = E. 

L’objet de cette note est d’introduire et d’annoncer ce travail de modelisation en presentant deux des 
modeles obtenus pour al& + 0. Le premier correspond aux circuits electriques locaux : les faces 
superieure et inferieure de chaque inclusion sont relites par un circuit Clectrique, ce qui conduit a 
l’ecriture de conditions aux limites mixtes pour l’equation electrostatique. Dans le second modele, 
les faces superieures des inclusions sont, en outre, reliees entre elles par d’autres circuits Clectri- 
ques. On presente le premier modele plus en detail. Pour le second, on se contente de mentionner la 
forme du modele final : vu la relative complexite des nol:ations, une presentation plus developpee 
excederait le cadre d’une note aux Comptes rendus. Le premier modele a la forme d’un modele 
classique de plaque, meme si des coefficients supplementaires apparaissent, lies au champs et aux 
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circuits klectriques. Le plus intkressant est le second modkle : un opkateur de Laplace apparait sur la 
composante transverse du champ Clectrique. C’est un modkle du type des rkseaux transfinis d&its par 
exemple dans [3], mais d’une toute autre fagon. Soulignons que l’on peut choisir a priori l’opbrateur 
portant sur la composante transverse du champ en choisissant la faGon de connecter les faces 
supbrieures. On obtient en fait une famille compll?te de r&eaux transfinis. 

Pour les dbmonstrations, et certains d&ails techniques mineurs du point de vue de la modklisation, on 
renvoie ?I [2]. On y utilise essentiellement la convergence g deux khelles [4, 51 coupl6e aux mCthodes 
classiques de thkorie des plaques [6]. Les modkles prkentks ici sont des versions simplifikes de [2] 
(thkorkme 2.2 (i) et (ii)). Sur les problbmes mClant plaques et homogCnCisation, il convient de titer [7] 
qui utilise la m&ode de 1’Cnergie de Tartar. 

2. ModGle avec circuits klectriques locaux 

2.1. Gkome’trie 

La plaque est reprksende par 52” = o x ] - a, u[ oil w  est un domaine borne de 5X2. En utilisant 
les changements d’khelle et de variables introduits dans [6], on se ram&ne au domaine fixe 
Sz = w  x ] - 1, 1 [. Le domaine o est partage en sj et ws construits con-me suit : soit Y un domaine 
rectangle de R2 et Y, c c Y, YI f 0 ; wi est l’union de toutes les translations &Y-pkriodiques de &Y1 

qui sont strictement inclues dans ~II ; ~5 = w  \ WY . Soit b = ( a, e ). On note la matrice Clastique 
Szi = w$ x ] - a, a[, l’ensemble des inclusions @’ = co4 x ] - a, a[. On note I-” la front&e 
latkrale de W, et r” ’ = w  x {-a, u}. Les front&es des inclusions sont cnf = wi x {-a}, 
&f = 0; x {-a}, I$, = awi x ] - a, a[. Lorsqu’on fait rtSf&ence B 0, les notations sont les 
mkmes, mais l’exposant a est supprim& 

2.2. Equations microscopiques 

On adopte la convention d’Einstein de sommation des indices rkpCt&. On utilise l’alphabet latin pour 
les indices variant de I ?I 3, l’alphabet grec pour les indices de 1 ti 2. On dCsigne par ub = ‘( uf, z& u!) 
le champ des dkplacements Clastiques, par vb le potentiel Itlectrique. Les Cquations rkgissant la 
plaque sont : 

div gb = 0 et div Db = 0 dans SZa, ub = 0 sur r”, cb . n = 0 sur r” ‘, 

Db. n = 0 sur &., qb = qk sur F”t, (Db. n) = -&’ G( qb - &) + hb sur fl”E (1) 

Oil 

n; = R$.,skl( ub) + d& &vb, D; = -d;ij~~( ub) + c’&P~, sii( v) = ( &vj + ajvi)/2 (2) 

Dans l’expression (l), < . > dksigne la valeur moyenne sur la face supkrieure de chaque inclusion, la 
source de courant hb et le potentiel Clectrique impok qk sont constants sur chaque inclusion. Cela 
exprime que ces faces sont recouvertes d’un film conducteur, ce qui est le cas dans les applications 
envisagkes. Les autres notations sont : ( R$,)ijl;l = 1...3~ (d$)qk = 1...3 et (c$>i = 1.~ les tenscurs 
d’Clasticit&, de piCzoClectricitC et de permitivitk, G/u l’admittance des circuits, G > 0 fix& Le fait 
que le champ Clectrique n’agisse pas sur la matrice Clastique se traduit par : 
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En regroupant les trois tenseurs precedents dans le tenseur se” Cgal a: 

ucp)tdcx,p,y,6 = 1.2 (2R t&3L,p,y= 1,2 K&3L+ I,2 (d;,,L,p,y= 1.2 K$dap= 1,2 

(2~“,3~),,,~= 1,2 (4%3,3),,= 1,2 (2R”,333),= 1.2 (2&3),,= 1,2 (2&3),= 1,2 

(R;3yS)y,cs = 1,2 ( 2 G3,3 );1= 1,2 G333 Cd;33 jr = 1,2 433 

W&da,,,,= 1,2 (-WY,),,,,= 1.2 (:-d&L= 1.2 (e&J = 1,2 (ex3L = 1,2 

\ (-d&&a= 1.2 (-2d;7,3)3,i= 1,2 -d&3 (c$)y = 1.2 G3 I 

en supposant les symetries 

R;,, = R& = R& c; = q$, d$ = d:,J, Vi, j, k, 1 = 1...3, 

et en effectuant le changement d’echelle 0” + Q, on aboutit a la formulation faible : 

(4) 

s 
‘My V) * M”( Ub) dx +J 

n s a2 a; 
G&( d3qb) d3t,v dx =; 

s 
hb $w h, 

sd”l (5) 
W=(V,Y/)E W”,Ub~ (H1(Q))3xH’(O~),ub=Osurr,ylb=yl~sur~~~ 

oul’onanoteUb=(~b,~b),A(~)=+ 
f 

1 

~dx3,WE{(v,~)E (H1(Q))3xH’(SZ~);v=Osur 

T, v/ = 0 sur G& I+V est constant sur chaquk composante connexe de c$?}, 

MY V = ‘( (s,p( v 1 L,p = I, 2, a-‘( sad v > I,, = I, 2, am2 d v 1, ( ~JP 1, = I, 2* a-’ hw > (6) 

2.3. Hypothbses 
Outre celles deja mentiontrees, notamment (3) et (4) on suppose que 

i 

(hb)b>o converge a deux Cchelles vers h E L”( cc) ) dans L2( o x Y, ), 

(dJb>O converge 2 deux Cchelles vers qrn E H’( CL) ) dans L2( w  x Y, ), 

@ converge a deux Cchelles vers .@ independant de x3 dans ( L2( Q x Y) )loo 
(7) 

On fait aussi I’hypothese de coercivite des tenseurs ( w,,,) et (c$), qui implique celle de @. Enfin, 
on suppose les tenseurs @ et %? dans Lm pour donner un sens aux equations. 

2.4. Mod&le effectif 

Les hypotheses precedentes assurent l’existence et l’unicite de Ub pour b > 0 fix& et l’estimation a 
priori 

IIMa(Ub)ll(~2(a))7X~2(.;)3~~C v’b>O (8) 

Celle-ci implique l’existence d’une sous-suite de (M”( Ub ) ) convergeant 3 deux Cchelles dans 
(L2(Q X Y>17 X (L2(a X YI))~ vers une limiteM :=((K,p)ap= 1,2, (&)i= 1,,.3, (Li)i_ 1~). Le 
premier point, qui est aussi mathematiquement le plus delicat, est de caracteriser M. Posons 
&p( v > = ( $mvfi + $y, l/2, y = ‘( yl, y2 ) E Y, et 

vKL={v= yv,-x 3 a 1~3, V2 - ~3 d2~3, v3) ; VI, V2 E H’(W), ~3 E H2( w), v = 0 sur r}, 

v:,={v’= ys; --x 3 a g$, i; - x3 Q;, 0) ; ii, i$ E L2( w  ; H:, ( Y) ), v: E L2( o ; H2, ( Y) )}. 
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LEMME 1. - Ii existe u E V,, tel que ( ub) converge faiblement vet-s u dans (H’(Q) )3. I1 existe 
u1 E ViL tel que KaP = saa( II ) + S& u1 ), (Y, j3 = 1, 2. De pZus L, = & = 0. 

Notons a present Ml l’ensemble des elements de ( L2( 52 x Y) )7 x ( L2( 52 x Y, ) )3 de la forme 
((s,8(v)+S,~(v’))~B=1,2r(Ki3)i=1,,.3,O2,L3)avec~~ V,,etv’E VikPa.runchoixappropriC 
de fonctions test, des arguments de densite et un lemme technique developpes dans [2], on montre : 

LEMME 2. - La limite M d&inie pre’ckdemment est l’unique solution dans MI de 

s 
?ik%Mdxdy+2G 

s 
&(L3)i3dydy=: 

s 
hL,dxdy V&E tMl (9) 

RXY n x Y, R x Y, 

En particulier, toutes les suites convergent et il n’est plus necessaire d’extraire de sous-suite. 
L’etape suivante est 1’Climination des composantes ( Ki3, L3), soit de Z7A4 ou 17 est la projection 

de ( L2( Sz x Y))7 x ( L2( D x Y, ))3 sur le sous-espace des elements de la forme 
(O,, ( Ki3)i = 1,,.3, O,, L, ). Suivant la demarche classique de theorie des plaques, on les calcule en 
fonction de M” = M - Z7M. Soit x = id - A. On distingue, comme classiquement en theorie des 
plaques, A( MO ) qui regroupe les termes en; et 7, et X( Alo) qui regroupe les termes en v3 et v$ 
qui se decouplent du fait de l’independance de g par rapport a x3. Notons enfin 17, la projection de 
(L2(52xY))7x(L2(SZxY1))3sur(Og,Lj),et 

T~=-(lmn)-‘na,T A =-(17~Z7+2G17,)-‘IZ~,Si?=(17@17+2GZ7,)-1f(0,,h) (10) 

LEMME 3.-~(ZZM)=T~~(M")+~,~(17A4)=TN~(Mo). 
On elimine ensuite la variable locale ‘( ( r7; - x1! a,e~: ), = r 2, 0) par les arguments classiques de 

l’homogeneisation lineaire : 

LEMME 4. - I1 existe wZL~= 1.2 E w:,cm8~ b$3h$= I,2 E w2,(Y))4? 

u% E ( Hk ( Y) )2, tels que ‘( ui, ui ) = u$ saP( u) + u% h, ai = us3 8$u3. 
Faute de place, on n’explicite pas ces operateurs. Les formules, faciles a obtenir, sont donnees dans 

[2] formules (32) et (34). 
Nous sommes a present a mCme de donner le modele de plaque effectif. 

THBOR~ME 1. - u = ‘( U, - x3 a,u3, i2 - x3 d2~3, u3 ) E V,, est Z’unique solution de 

Remarque 1. - La complexid des formules (10) et (12) justifie le formalisme utilise systema- 
tiquement dans [ 1, 21, et occasionellement dans cette note, a base de notations et de produits tensoriels, 
d’operations algebriques simples comme les prqjections. 11 permet de mener a bien des calculs 
complexes. Des formules complbtement explicitees occuperaient beaucoup de place. I1 se p&e aussi 
bien a l’utilisation d’un logiciel de calcul formel pour l’explicitation complete de ces formules. On ren- 
voie a [2] section 2.4.2 pour une illustration de ce propos : les formules donnant les coefficients effectifs 
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ont Cd complbtement developpees, sur un exemple simple, a l’aide du logiciel de calcul formel Matbe- 
matika. Ce formalisme se pr&te bien aussi a la modelisation d’empilements de plaques, comme montre 
dans [l] section 3.4, ce qui semble important en vue d’obtenir des structures contr6lables. 

3. Mod&le avec circuits Clectriques non locaux 

Par rapport au modele precedent, les faces superieures des inclusions piezoelectriques sont en plus 
reliees a chacune des faces voisines par d’autres circuits Clectriques, d’admittance G,las2. En prenant 
pour simplifier 9: identique sur toutes les inclusions, cela se traduit a partir de la loi de Kirchhoff 
en remplacant l’expression donnee pour < Db . IZ > dans (1) par : 

(13) 

pour chaque inclusion iI4, oti T! r(M), T: r(M), 2 = 1, 2 designent les quatre voisins de M s’ils exis- 
tent. Les inclusions au bord de la plaque ne sont pas reliees ii l’exterieur. La condition (13) correspond 
clairement a une formule de Laplacien discret (ici avec conditions aux limites de Neumann) dans les 
deux directions x,, x2 de la plaque. Deux cellules &ant distantes de E avec le scaling G,/ue2 choisi pour 
l’admittance, ce terme va tout naturellement conduire, lors du passage a la limite, a un terme supple- 
mentaire dans l’equation effective, sous la forme d’un Laplacien dans ces deux directions, portant sur 
la composante transverse du champ Clectrique. Plus prt5cisCment, la composante Li = &( L, ) ne pou- 
vant plus s’eliminer, comme dans le lemme 3 du modele precedent, on aboutit a : 

(14) 

V( v, L, ) E V,, x H’( w  ). Le tenseur ( 5%>ap,) est celur d&i en (12). LQ dkjhition des tenseurs 
( 8!sapti), ( dsjaB), ( es3ap), (&) est simihire (voir [2], formule (36)). 

Remarque 2. - I1 est interessant de noter que l’on peut choisir la forme de l’operateur portant sur Li 
en choisissant convenablement le type de circuits et le type de connexions entre les faces superieu- 
res des inclusions, et les conditions limites associees, en fixant les connexions Cventuelles avec 
l’exterieur de la plaque. 
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