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Résumé. On présente deux modeles de plaque mince élastique avec inclusions fines de piézo-
électriques et circuits électroniques périodiquement distribués. C’est un premier exem-
ple de matérian composite adaptatif, méme si I’électronique envisagée reste rudimen-
taire, Des circuits plus élaborés seront envisagés par ailleurs. © Académie des
Sciences/Elsevier, Paris
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Models of thin plates with piezoelectric inclusions and
electronic circuits

Abstract.  This paper presents two models of thin elastic plates with periodically distributed
piezoelectric inclusions and electronic circuits. This is a first example of a smart

composite material, although the considered electronic is rather rudimentary.
© Académie des Sciences/Elsevier, Paris
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Abridged English Version

This work is motivated by the design of smart materials. In [1, 2], we consider modelling of thin
elastic plates with small piezoelectric inclusions and electronic circuits. The inclusions are strictly
included in the elastic matrix, which is considered as electrically insulated. Different kinds of boundary
conditions are considered for the electrostatic equation on the upper faces of the inclusions, correspond-
ing to different kinds of control: electric potential imposed, electric current imposed, local or non-local
electric circuits. All the possible cases when the thickness a of the plate and the characteristic
dimension ¢ of the inclusions tend together to zero are considered: afe — 0, e/la > 0, a=-¢s.
Reference [1] is for models with a small number of inclusions, reference [2] for models with a great
number of inclusions, requiring homogenization.

The aim of this note is to announce and introduce this work by presenting two of the models
obtained in reference [2], for a/e — 0. The first one corresponds to local circuits: the upper and lower
faces of each inclusion are connected through an electrical circuit; this leads to mixed boundary
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conditions for the electrostatic equation. In the second model, the upper faces of the inclusions are
in addition connected to their direct neighbours. We present the first model in detail. We just
mention the form of the second model: a complete development would exceed the framework of a
note to the Comptes Rendus.

For the first model, the equations governing the field of displacements u° and the electrical potential
@’ are given by equations (1) and (2). The main assumptions on the data are equations (3), (4) and
(7). By rescaling the plate from Q°=w x | —a,a[ to 2=wx ] — 1, 1[, one obtains the weak
formulation [equations (5) and (6)]. Derivation of the effzctive model consists then of three steps.
The first one is to characterize the limit M( u®, ¢®): lemma 1 and 2. The second is to compute the
transverse components with respect to the components in the directions of the plate: lemma 3. The
last step consists in eliminating the local variables: lemma 4. Finally, we are led to the limit model:
equations (11) and (12). It has the classical form of the plate model, although some additional terms
occur, corresponding to the electrical field and the electrical circuits.

For the second model, the boundary condition for the electrostatic equation on the upper faces is
replaced by equation (13). In this situation, elimination of the transverse component Lj of the electrical
field is no longer possible, because of the Laplace operator induced on this term by equation (13).
This leads to a non-classical type of model: equation (14). This corresponds to a model of transfinite
networks’ type, described for example in reference [3], but with a different point of view. Note that
one can choose a priori the form of the operator on L) by choosing the way of connecting the upper
faces of the inclusions. We get here a complete family of transfinite networks.

Complete models and proofs are given in reference [2]. We use essentially two-scale convergence [4,
5] for homogenization, coupled with the classical methods of plate theory.

1. Introduction

Ce travail est motivé par la conception de matériaux adaptatifs, c¢’est-a-dire ayant la propriété de se
controler par eux-mémes. Dans [1, 2], on modélise des structures composées de plaques élastiques fines
avec inclusions de piézoélectriques, et de circuits électriques simples. Les modeles sont statiques, mais
s’étendent au dynamique via la transformée de Laplace. Chaque inclusion est isolée dans la matrice élas-
tique. Le champ électrique dans la matrice n’interagit pas avec le champ électrique dans les inclusions.
Différents types de conditions aux limites sont envisagés pour 1’équation de la piézoélectricité, sur les
faces supérieures des inclusions. Elles correspondent a différents types de contrle : potentiel électrique
imposé, courant électrique imposé, circuits électriques locaux ou non. Dans [1] ont été présentés les mo-
deles a petit nombre d’inclusions. Dans [2], on présente ceux & grand nombre d’inclusions, nécessitant
homogénéisation. On y considére tous les cas possibles lorsque I’épaisseur a de la plaque et la dimen-
sion caractéristique ¢ des inclusions tendent ensemble vers zéro : a/e — 0,¢e/la — 0, a=¢.

L’objet de cette note est d’introduire et d’annoncer ce travail de modélisation en présentant deux des
modeles obtenus pour a/e — 0. Le premier correspond aux circuits électriques locaux : les faces
supérieure et inférieure de chaque inclusion sont reliées par un circuit électrique, ce qui conduit 2
I’écriture de conditions aux limites mixtes pour 1’équation électrostatique. Dans le second modéle,
les faces supérieures des inclusions sont, en outre, reliées entre elles par d’autres circuits électri-
ques. On présente le premier modéle plus en détail. Pour le second, on se contente de mentionner la
forme du modéle final : vu la relative complexité des notations, une présentation plus développée
excéderait le cadre d’une note aux Comptes rendus. Le premier modele a la forme d’un modgle
classique de plaque, méme si des coefficients supplémentaires apparaissent, liés au champs et aux
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circuits €lectriques. Le plus intéressant est le second modele : un opérateur de Laplace apparait sur la
composante transverse du champ électrique. C’est un modele du type des réseaux transfinis décrits par
exemple dans [3], mais d’une toute autre fagon. Soulignons que 1’on peut choisir a priori I’opérateur
portant sur la composante transverse du champ en choisissant la fagon de connecter les faces
supérieures. On obtient en fait une famille complete de réseaux transfinis.

Pour les démonstrations, et certains détails techniques mineurs du point de vue de la modélisation, on
renvoie a [2]. On y utilise essentiellement la convergence a deux échelles [4, 5] couplée aux méthodes
classiques de théorie des plaques [6]. Les modeles présentés ici sont des versions simplifiées de [2]
(théoréme 2.2 (i) et (ii)). Sur les problémes mélant plaques et homogénéisation, il convient de citer [7]
qui utilise la méthode de I’énergie de Tartar.

2. Modele avec circuits électriques locaux

2.1. Géometrie

La plaque est représentée par 2° = w X | — a, a[ oll w est un domaine borné de R%. En utilisant
les changements d’échelle et de variables introduits dans [6], on se rameéne au domaine fixe
Q=wx ] -1,1[.Le domaine w est partagé en w} et w4 construits comme suit : soit ¥ un domaine
rectangle de R et ¥, c c Y, ¥} = 0 ; wf est I'union de toutes les translations eY-périodiques de &Y;

qui sont strictement inclues dans w ; w5 =w\w$. Soit b = (a, £). On note la matrice élastique
Qb =wsx ] —a,a[, ensemble des inclusions Q2= wéx ] —a,a[. On note I'* la frontiére
latérale de Q° et I'**=wx{~a,a}. Les frontires des inclusions sont I'jf=w$x {—a},
Iyl =owix{-a}, I'’.=08wix]—aa[. Lorsqu’on fait référence a ©, les notations sont les
mémes, mais I’exposant a est supprimé.

2.2. Equations microscopiques

On adopte la convention d’Einstein de sommation des indices répétés. On utilise 1’alphabet latin pour
les indices variant de 1 & 3, I’alphabet grec pour les indices de 1 & 2. On désigne par u® = "(u?, ub, ul)
le champ des déplacements élastiques, par ¢” le potentiel lectrique. Les équations régissant la

plaque sont :

{diva”=06tdiVD" =0dans Q% u’ =0sur I ¢® - n=0sur '3,
(1)

DP n=0sur I, o’ =0l sur I8 (D% n)=-a"'G(¢®—¢°) + Ko sur I't0

nce

U?j = Rijusu( u’) + dy; ', Di=- kiSii( ub) + chidi®, si(v) = (9; + 0v,)/2 (2)

Dans I’expression (1), < - > désigne la valeur moyenne sur la face supérieure de chaque inclusion, la
source de courant A” et le potentiel électrique imposé ¢?, sont constants sur chaque inclusion. Cela
exprime que ces faces sont recouvertes d’un film conducteur, ce qui est le cas dans les applications
envisagées. Les autres notations sont: (Rfy ) -1.3 (djdgp-1.3 €t (cj)y - 3 les tenseurs
d’élasticité, de piézoélectricité et de permitivité, G/a 1’admittance des circuits, G > 0 fixé. Le fait
que le champ électrique n’agisse pas sur la matrice élastique se traduit par :

e=c;=0 dans €f (3
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En regroupant les trois tenseurs précédents dans le tenseur 28° égal a:

(RZﬂyé)a,ﬁ,y,ﬁzl,Z (2szﬂy3)a,ﬂ,y=1,2 (Ritﬁ33)a,ﬂ=],2 (d;aﬂ)a,ﬁ,y:I,Z (dgaﬁ)aﬂzl,z
(ZfoByé)a,y,d:I,Z (4Rea3;13)a,y:1,2 (2R51333)(x=],2 (2d;a3)a,y=1,2 (2d§a3)a=],2

(Rg3y§ )y,b" =12 (2 R§3y3 )y =1,2 R§333 (d;33 )y =12 d§33
(_dfxy5)a,‘/,(5=1,2 (—dexy3)a,7'=],2 (=ds3)a - 1.2 (Cfxy)a,-,=1,2 (Coa)a=1,2
(_dgyé)y,zi: 2 (-2 d%y3)3,‘,‘: 2 —diy (ng)y: 1.2 33

en supposant les symétries
& _— & — £ __ aE e _ £ s —
i =R =Rjwp Ci=¢Chp dip=dy Vi jkl=1.3, 4)

et en effectuant le changement d’échelle 2% — €2, on aboutit a la formulation faible :

f’M“(V).Q“M”(U”)dx+—22f G.//{(83(pb)63wdx=—lj K 9y dx,
Q a” Jaj; aJon (5)

YV=(v,p)e WU e (H(R2))xH'(Q%),ub=0sur T, ¢® = ¢’ sur I';

1
ot 'on a noté U® = (u®, ¢°), M (w) =§1f wdxy, Wi(v,w)e (H(R)) xH(Q5);v=0sur
I, w =0 sur Iy, v est constant sur chaql_lé composante connexe de I7,%},

MY(V) = t((saﬂ(v ) )a,ﬁ =1,2 aﬁl(scd(v))a =1,2 a’? s313(v), (¥ )a=1,2 a dy ) (6)
2.3. Hypothéses
Outre celles déja mentionnées, notamment (3) et (4), on suppose que
(h?), 5 o converge a deux échelles vers h € L*(w) dans L*(w X Y),
(¢%), » o converge a deux échelles vers ¢,, € H'(w) dans L*(w X ¥;), ¢)
R° converge 2 deux échelles vers & indépendant de x; dans (L2(Q x ¥) )!%°

On fait aussi I’hypothese de coercivité des tenseurs ( %y, ) et (¢f;), qui implique celle de A*. Enfin,
on suppose les tenseurs X° et & dans L™ pour donner un sens aux équations.

2.4. Modele effectif
Les hypotheses précédentes assurent Iexistence et I’unicité de U® pour b > 0 fixé, et ’estimation a
priori
||1"10(Ub)]|(L2(.Q))7xLZ(Qg)3 <C ¥vVb>0 (8)
Celle-ci implique I’existence d’une sous-suite de (M®(U?)) convergeant a deux échelles dans

(LA(RxY)) x (LX(2 x Y,))* vers une limite M := ((Kaplap=1,2 (Kiz)i = 1.3, (L); - 1.3)- Le
premier point, qui est aussi mathématiquement le plus délicat, est de caractériser M. Posons

Saﬂ(")=(ayg"ﬂ+ay,,va)/Qay= (y.y) e Y, et
VKLZ{V_—_ t(\;l —X3 BIV3, ;Z—X3 82\/3,\13) ;-‘;1,;2€ Hl(a)),v3€ HZ(w),v=03urF},

Vie={"= (3l = x38,v3, v} =13 9,3, 0) s v, vl € LA w ; HL (Y)),vi e LA w; HL (Y))},
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LEMME 1. — Il existe u € Vy; tel que (u®) converge faiblement vers u dans (H'(£2) ). Il existe
u' € Vi, tel que Kop=sop(u) + Smﬁ(u1 Y., B=1,2. De plus L, =L, =0.

Notons 2 présent M I’ensemble des éléments de (L*(2 % ¥))” x (L*(2x Y;))’ de la forme
((sap(v) + Sa,g(v1 Nap=12 (Kz)i-1.30,L3) avecv e Vi et v! € V},. Par un choix approprié
de fonctions test, des arguments de densité et un lemme technique développés dans [2], on montre :

LEMME 2. — La limite M définie précédemment est I'unique solution dans M de

f ’MQdedersz
2xY

Qxy,

ﬂ(L3)i3dxdy::j hi,dxdy VMe M 9)
2xY,
En particulier, toutes les suites convergent et il n’est plus nécessaire d’extraire de sous-suite.

L’étape suivante est 1’élimination des composantes ( K, Ly ), soit de IIM ol I1 est la projection
de (LA(Q2xY)) x(LY(Q2xY;))® sur le sous-espace des éléments de la forme
(04, (Kz); - 1.3 0, Ly). Suivant la démarche classique de théorie des plaques, on les calcule en
fonction de M® =M — IIM. Soit & = id — . On distingue, comme classiquement en théorie des
plaques, 4 (M°) qui regroupe les termes env et v}, et & (M) qui regroupe les termes en v* et 3,
qui se découplent du fait de Iindépendance de 9 par rapport a x,. Notons enfin /7, la projection de
(LA(R2xY)) x (LX(QxY,))? sur (04, Ly), et

Ty=—(IRI) "R, Ty =— (IR +2GI) ' IR, A = (IR +2GII,) "(0, k) (10)

LEMME 3. — MM (IIM) =T 4 M(M°) + S, N (IIM) =T » /' (M°).

On élimine ensuite la variable locale ‘( (i, — x; ayuuﬁ Ja =12 0) par les arguments classiques de
I’homogénéisation linéaire :

LeMME 4. — Il existe (U3 )ap-12€ (Hy(1))%  (ufs)ap=12€ (HL(Y)),
uly € (HL(Y))? tels que '(ul, ) = u%j Sap(U) + Uy b, 5 = ulfs 0%gus.

Faute de place, on n’explicite pas ces opérateurs. Les formules, faciles a obtenir, sont données dans
[2] formules (32) et (34).

Nous sommes & présent 3 méme de donner le modele de plaque effectif.

THEOREME 1. — u = (i1, — x5 d,us, ﬁz — X3 Oglts, Uz ) € Vi est 'unique solution de

f (Sap(;)gf}taﬁya Sy&(a) + azzxﬂvrquﬁya a?&”a) dx = jf Saﬁ(;) df;taﬂ hdx Ve Vi, (A1)
w w

ou
(@ﬁ’mé =§1 f Y( Oap 3o+ 85y 40 3) Rtapin Dy pe + 05,y Wi ) dy,
$ Al = L( O, + Sap( Ui ) ) Rinsr S uin) dy, (12)
Q.{;{y&pf = L( Oap, 1 T Sap( uly)) 'Q.Ilaﬁl,u( O pr T Siu( u%))dy
Remarque 1. — La complexité des formules (10) et (12) justifie le formalisme utilisé systéma-

tiquement dans [1, 2], et occasionellement dans cette note, a base de notations et de produits tensoriels,
d’opérations algébriques simples comme les projections. I1 permet de mener a bien des calculs
complexes. Des formules complétement explicitées occuperaient beaucoup de place. 11 se préte aussi
bien & I’utilisation d’un logiciel de calcul formel pour I’explicitation compléte de ces formules. On ren-
voie a 2] section 2.4.2 pour une illustration de ce propos : les formules donnant les coefficients effectifs
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ont été complétement développées, sur un exemple simple, a I’aide du logiciel de calcul formel Mathe-
matika. Ce formalisme se préte bien aussi a la modélisation d’empilements de plaques, comme montré
dans [1] section 3.4, ce qui semble important en vue d’obtenir des structures contrOlables.

3. Modgele avec circuits électriques non locaux

Par rapport au modele précédent, les faces supérieures des inclusions piézoélectriques sont en plus
reliées a chacune des faces voisines par d’autres circuits électriques, d’admittance G,/ae”. En prenant
pour simplifier ¢”, identique sur toutes les inclusions, cela se traduit A partir de la loi de Kirchhoff
en remplagant 1’expression donnée pour < D? - n > dans (1) par:

: G

<D'”>:;a_812‘(¢?’,(1\4)—2¢24+Wbril(M))—‘g‘(024+hb (13)
pour chaque inclusion M, ot T ;( M), T\ (M), 1 =1, 2 désignent les quatre voisins de M s’ils exis-
tent. Les inclusions au bord de la plaque ne sont pas reliées & I’extérieur. La condition (13) correspond
clairement a une formule de Laplacien discret (ici avec conditions aux limites de Neumann) dans les
deux directions x;, x, de la plaque. Deux cellules étant distantes de € avec le scaling G,/ag* choisi pour
I’admittance, ce terme va tout naturellement conduire, lors du passage a la limite, & un terme supplé-
mentaire dans 1’équation effective, sous la forme d’un Laplacien dans ces deux directions, portant sur
la composante transverse du champ électrique. Plus précisément, la composante L} = M (L) ne pou-
vant plus s’éliminer, comme dans le lemme 3 du modele précédent, on aboutit a :

THEOREME 2. — (u, L) = ("(it; — X3 9, Uz, iy — X3 9, Uy, U3), L) € Vg X H'(w) est l'unique
solution de

f Csan(7). £) '@uI;{aﬁyé d.I;lSaﬂ 5.5(1) &
S Vv),
W 4 3 e'l}l:;y(; C‘/I;{33 +2 [yl‘ G Lg
} i (14)
+f [025v3 R4 apys 02tz + 2| Y1| Gy 8,15 9,L3] df = f Lk ds

VY(v,L3) € Vi x H' (). Le tenseur (.@f‘/aﬂwg) est celui défini en (12). La définition des tenseurs
(Qﬁ,aﬂy&), (df;ua/;), (ef;(hﬂ), (clys3) est similaire (voir [2], formule (36)).

Remarque 2. — 1l est intéressant de noter que I’on peut choisir la forme de I’opérateur portant sur LY
en choisissant convenablement le type de circuits et le type de connexions entre les faces supérieu-
res des inclusions, et les conditions limites associées, en fixant les connexions éventuelles avec
I’extérieur de la plaque.

Références bibliographiques

[1] Canon E., Lenczner M., Models of elastic plates with piezoelectric inclusions, part I: Models without homogenization, Math.
Comput. Model. 26 (N5) (1997) 79-106.

[2] Canon E., Lenczner M., Models of elastic plates with piezoelectric inclusions, part II: Models with homogenization (soumis).

[3] Zemanian A.H., Transfinite graphs and electrical networks, Trans. Am. Math. Soc. 334 (1992) 1-36.

[4] Allaire G., Homogenization and two scale-convergence, SIAM J, Math. Anal. 23 (N26) (1992) 1482-1518.

[5] Nguentseng G., A general convergence result for a functional related to the theory of homogenization, SIAM J. Math. Anal.
20 (N3) (1989) 608-623.

[6] Ciarlet P.-G., Plates and junctions in elastic multi-structures, séric RMA, numéro 14, Masson, Paris, 1990.

[7] Caillerie D., Thin elastic and periodic plates, Math. Method App. Sci. 6 (1984) 159-191.

798



