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Calculabité-Complexité

Problémes demandant peu de ressource (temps)
Classe P (polynomiaux)

Problémes demandant beaucoup de ressources

Classe EXP et au dessus (exponentiels et plus)

o = = E A
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Calculabité-Complexité

Problémes demandant peu de ressource (temps)
Classe P (polynomiaux)

Problémes intermédiaires
Classe NP-complets

Problémes demandant beaucoup de ressources

Classe EXP et au dessus (exponentiels et plus)

o = = E A
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Exemple de probleme NP-Complet : SAT

SAT

Donnée : Une formule de la logique propositionnelle avec k variables.
Sortie : Vrai, si la formule est satisfiable, faux sinon.

(AAB)VC)A=(BV A)A(BV-C)

La table de vérité contient-elle au moins une ligne avec un 17 (elle a 2%
lignes).

SAT est NP-complet (Théoréme de Cook, 1971).

Reste NP-complet, méme si la formule est sur forme normale conjonctive et
toute les clauses ont au plus trois littéraux.
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Exercice
o Combien de ligne posséde une table de vérité d'une formule a n
variables ?

@ On suppose que I'on dispose d'un ordinateur qui tester 10'° lignes
d'une table de vérité (beaucoup plus rapide que n'importe quel
ordinateur actuel) par seconde.

@ On suppose que I'on considére une formule avec 20 variables, combien
de temps lui faut-il (a la louche)? (on pourra prendre comme
approximation que 20 ~ 103)

Méme question avec 40 variables?

Méme question avec 60 variables?

Méme question avec 80 variables?

Méme question avec 100 variables?

Méme question avec 100 variables mais sur le plus gros calculateur du
monde (environ 10'7 opérations par seconde, en comptant un cycle de
processeur par ligne de la table).
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Exemple : Chemin Hamiltonien

Chemin Hamiltonien

Donnée : un graphe orienté G = (V, E)

Sortie : Vrai s'il existe un chemin qui passe une et une seule fois par
chaque sommet, faux sinon.
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Exemple : Voyageur de commerce

Voyageur de Commerce

Donnée : un graphe orienté G = (V. E)
Sortie : un chemin de taille minimale qui passe par tous les sommets au

moins une fois ?

De trés nombreuses variantes utilisées en logistique.

BRUTE-FORCE
SOLUTION:

o(n!)

DYNAMIC
PROGRAMMING
ALGORITHMS:

O (n2")

SELNG ON EBAY:

0(1)

STILL WORKING
ON YOUR ROUTE?
AN

™~
SHUT THE
HEW VR

source https://xkcd.com/399/
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Exemple : Sac a dos

Sac a dos
Données : un réel K et une suite de réels positifs x1, ...,z de valeurs

d'objets et une suite y1,...,y, de poids d'objets.
Sortie : Un sous-ensemble des x; de valeur maximale mais dont le poids

total est inférieur a K.

De trés nombreuses variantes d'optimisation des stocks.

MY HOBBY:
EMBEPDING NP-(OMPLETE PROBLEMS IN RESTAURANT ORDERS

WED LIKE EXACTLY §15 05
WORTH OF APPETIZERS,PLEASE.
| EXACTLY? U ..

HERE, THESE FAPERS ON THE. KNAPSACK

<« APPETIZERS

HYED FRUIT 215 /
PROBLEM MIGHT HELP YOU OUT.

FRENCH FRIES 275 \ LISTEN, 1 HAVE SiX OTHER

SDE S 235 TABLES TO GET T0—

SOMETHING ON TRAVELING SALESIAN?

\
LTy

HoT WINGS 3.55
MOZZARELA STIKS 420
SAMPLER PLATE 580

—— SANDMICHES ~—
RARREMIE L g5

source https://xkcd.com/287/
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Exemple : Mariages stables

On se donne deux ensembles A et B, supposés disjoints, ayant chacun n
éléments. On se donne aussi, pour chaque élément de A et B, une fonction
de préférence, qui classe tous les éléments de I'autre ensemble. On cherche
alors a associer de facon bijective les éléments de A avec ceux de B, pour
qu'il n'existe pas € A et b € B tels que a préfére b a I'élément qui lui est
associé, et b préfére a a I'élément qui lui est associé (définition
wikipedia).

aparcoursup

Entrez dans U'enseignement superieur
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Problémes NP-complet

@ Ordonnancement de taches, allocation de ressources,
@ Emplois du temps,

@ Optimisation dans les réseaux,

@ Finance,

@ Sécurité informatiques,

@ etc.

[l existe difféerentes approches : approximations, méta-heuristiques,
utilisation de solvers.
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Comment faire?

Résoudre un probléme NP-complet par force brute (ou proche) demandera
rapidement trop de ressources.

@ Pour les problémes de décision, utilisation de SAT-solvers.

@ Pour les problémes d'optimisation, utilisation de solvers en nombres
entiers, d'approximation ou d'heuristiques, de méta-heuristiques.
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Codage SAT

Codage SAT

Résoudre un probléme par codage SAT, c'est trouver une fonction
calculable en temps polynomiale qui, & chaque entrée u du probléme
d’entrée, associe une formule SAT en CNF ¢ qui est satisfiable si et
seulement si u est une instance positive du probléme.

De plus, on chercher a ce qu'une instanciation de la formule (qui rende son
interprétation vraie) donne une solution au probléme.

" codage formule
entrée u CNFy

compliqué

: décodage instanciation
solution de ¢
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Plan

© Introduction

© Exemple de codages : les dames et sudoku
© Format CNF

@ Expérimentations

© 2-SAT

@ Conclusion
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Probléme de complétion des dames

Comment placer n — k dames sur un échiquier de taille n x n sans

qu’aucune ne soit en prise d'une autre (au plus une par ligne, colonne et
diagonales), sachant que k dames sont déja placés.

Le probléme est pas NP-complet.

image https://automaths.blog/2018/11/09/1le-probleme-des-reines/
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Exercice

autre.

Placer 4 dames sur |'échiquier pour qu'aucune ne soit en prise avec une

o
i
"a"
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Exercice

autre.

Placer 4 dames sur |'échiquier pour qu'aucune ne soit en prise avec une

“nmm
e E e
e

LD - PCH - Cours 2
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Le dames : exemple

Placer 6 autres dames de telle sorte qu'elle ne puissent pas se prendre (une
seule par ligne, colonne, diagonale).

image tirée de Complexity of n -Queens Completion, de |.A. Gent, Ch. Jefferson et P.
Nightingale, Journal of Artificial Intelligence Research, 59 (2017), pages 815 — 848.
Pierre-Cyrille Héam
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exemple

Le dames :

Placer 6 autres dames de telle sorte qu'elle ne puissent pas se prendre (une

seule par ligne, colonne, diagonale).

[l n'y a que deux possibilités.

image tirée de Complexity of n -Queens Completion, de |.A. Gent, Ch. Jefferson et P.

Nightingale, Journal of Artificial Intelligence Research, 59 (2017), pages 815 — 848.

LD - PCH - Cours 2

Pierre-Cyrille Héam



Codage sur un échiquier 3x3

1,111,213
21122]23
3113233

Etape 1, choisir les variables : Positions des dames
@ 9 variables X; ; pour coder la position de la premiére dame
@ 9 variables Y; ; pour coder la position de la deuxiéme dame.
@ 9 variables Z; ; pour coder la position de la troisieme dame.

X1,3 =1 si et seulement si la premiére dame est en position 1,3

Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2

pheam [at] femto-st.fr 17 /56



Codage sur un échiquier 3x3

1,111,213
21122]23
3113233

Etape 1, choisir les variables : Positions des dames
@ 9 variables X; ; pour coder la position de la premiére dame
@ 9 variables Y; ; pour coder la position de la deuxiéme dame.
@ 9 variables Z; ; pour coder la position de la troisiéme dame

X1,3 =1 si et seulement si la premiére dame est en position 1,3
27 variables, la table de vérité a 227 (un peu plus de cent millions de lignes)
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Codage sur un échiquier 3x3

1111213
21122123
31(32|33
Etape 2, les contraintes :

o = = E A
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Codage sur un échiquier 3x3

1111213
21122123
31(32|33
Etape 2, les contraintes :

la premiére dame est sur une au moins case : X1V X12V...V X33

o = = E A
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Codage sur un échiquier 3x3

1,111,213
2112223
31132133

Etape 2, les contraintes :
la premiére dame est sur une au moins case : X711V X12V ...V X33

la premiére dame est sur une case au plus :
~(Xij A Xy g) pour (i, 7) # (¢, 5). (36 cas)
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Codage sur un échiquier 3x3

1,111,213
2112223
31132133

Etape 2, les contraintes :
la premiére dame est sur une au moins case : X711V X12V ...V X33
la premiére dame est sur une case au plus :

—~(Xij N Xy jr) pour (i,5) # (i',5"). (36 cas)
Ce qui donne pour la premiére dame est sur exactement une case :

ox = Xl,l \V XLQ V...V X3,3 A\ /\ _‘(Xi,j A Xilyj/)
(54) <"
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
la premiére dame est sur exactement une case :

QOX:X171\/X1,2\/...\/X3’3/\

A

~(Xij A Xirjr)
(4,9)<(#,5")
la deuxiéme dame est sur exactement une case

g0y=Y1,1\/Y1’2\/...VYv373/\

A

(4,9)<(#,3")
la deuxiéme dame est sur exactement une case :

QOZ:ZLl\/Zl,g\/...VZ&g/\

A

~(Zij N )

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
la premiére dame est sur exactement une case :

@X:Xl’l\/Xl,g\/...\/Xg,g/\

A

~(Xij A Xirjr)
(4,9)<(#,5")
la deuxiéme dame est sur exactement une case

g0y=Y1,1\/Y172\/...VYv373/\

A

~(Yij AYijr)
(4,9)<(#,5")
la deuxiéme dame est sur exactement une case :

SOZ:ZLI\/ZL2\/-~-VZ3,3/\

A

~(Zij N )

Une instanciation qui satisfait ¢ x A ¢y A @z posséde exactement un X ;
vrai, exactement un 1 ; vrai et exactement un Z; ; vrai.
o = = = Ha



Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

La premiére et la seconde dame ne peuvent pas &tre toute les deux sur la
case (1, 1) : —|(X171 VAN Yl,l)

o = = E A
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
La premiére et la seconde dame ne peuvent pas étre toute les deux sur la

case (1, 1) : —|(X1,1 VAN Yl,l)
La premiére et la seconde dame ne peuvent pas &tre sur une méme case :

pxy = N\ ~(Xij AYi)
(4,3)

Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2 pheam [at] femto-st.fr 20 /56



Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

La premiére et la seconde dame ne peuvent pas &tre toute les deux sur la
case (1, 1) : —|(X171 VAN Yl,l)

La premiére et la seconde dame ne peuvent pas étre sur une méme case

pxy = N\ ~(Xij AYi)
(4,9)
La premiére et la troisiéme dame ne peuvent pas &tre sur une méme case
oxz =\ ~(Xij A Zij)
(4,4)

La deuxiéme et la troisieme dame ne peuvent pas étre sur une méme case :

ovz= N\ ~(Yij A Zij)
(4.5)

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

Un instanciation qui satisfait
px Npy Nz Npxy Npxz Ney,z
posséde exactement un X ; vrai,

°
@ exactement un ) ; vrai et
@ exactement un Z; ; vrai;

°

de plus couples de ces trois indices sont deux a deux distincts.

Le reines sont toutes sur I'échiquier sur des cases différentes.
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

Un instanciation qui satisfait

px Ney Nz Noxy Nex,z Ney,z

posséde exactement un X ; vrai,

°
@ exactement un ) ; vrai et

@ exactement un Z; ; vrai;

@ de plus couples de ces trois indices sont deux & deux distincts.

Le reines sont toutes sur I'échiquier sur des cases différentes.
Il reste a coder qu'elles ne sont pas en prises mutuelles (et les conditions
initiales).
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
Les autres contraintes (hors conditions initiales) sont

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme ligne.
@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme colonne.

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme diagonale.

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
Les autres contraintes (hors conditions initiales) sont

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme ligne.
Pligne

N\ ~(Xig AYig) A=(Xij A Zi) N=(Yig A Zi o)
i7"

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme colonne.

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme diagonale.

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

Les autres contraintes (hors conditions initiales) sont

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme ligne.
Pligne

P47

Pcolonne

N\ ~(Xig AYig) A=(Xij A Zi) N=(Yig A Zi o)

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme colonne.
Gy

I\ ~(Xij AYirg) A=(Xig A Ziv j) AN=(Yig A Zis )

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme diagonale.

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)
Les autres contraintes (hors conditions initiales) sont

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme ligne.
Pligne =

N\ ~(Xig AYig) A=(Xij A Zi) N=(Yig A Zi o)
i7"

e Deux dames ne peuvent pas &tre sur une méme colonne.
Pcolonne

/\ (X ANYi ) AN(Xig A Zir j) N=(Yig A Zi )
jii!

A

li=jl=li'=5"|

~(Xij A Y j) N =(Xig A Zijr) N=(Yij A Zipjr)
] F = = QA

@ Deux dames ne peuvent pas étre sur une méme diagonale.
Pdiag =



Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

Un instanciation qui satisfait

px Ny Npz A XY A Yx,z A Yy, z A Pligne N ©colonne /N Pdiag

posséde exactement un X ; vrai,
exactement un Y ; vrai et
exactement un Z; ; vrai ,

de plus couples de ces trois indices sont deux a deux distincts,

deux variables a vrai ne sont ni sur la méme ligne, ni sur la méme
colonne, ni sur la méme diagonale.

Le reines sont toutes sur I'échiquier satisfont les contraintes.
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Codage sur un échiquier 3x3 (les contraintes)

Un instanciation qui satisfait

px Ny Npz A XY A Yx,z A Yy, z A Pligne N ©colonne /N Pdiag

posséde exactement un X ; vrai,
exactement un Y ; vrai et
exactement un Z; ; vrai ,

de plus couples de ces trois indices sont deux a deux distincts,

deux variables a vrai ne sont ni sur la méme ligne, ni sur la méme
colonne, ni sur la méme diagonale.

Le reines sont toutes sur I'échiquier satisfont les contraintes.
Il reste & coder les conditions initiales
X31 impose qu'une dame (la premiére) soit dans la case (3,1).
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Généralisation

Xkt la k-ieme dame est sur la case (i, j).

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Généralisation
Xkt la k-ieme dame est sur la case (i, j).

k i,J

o= AVXijr et 2= AN A

@ Chaque dame apparait une et une seule fois :

(X A Xir jr )
ki (@) 20)

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Généralisation
Xkt la k-ieme dame est sur la case (i, j).

@ Chaque dame apparait une et une seule fois :
k i

Sol = /\ \/ Xi’j’k et 802 = /\ /\ /\ _‘(Xivjvk /\ Xi',j/’k)
k4,5 (i,5")#(0,3)
@ Pas deux dames sur la méme case :

kK i)

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2
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Généralisation

Xijk o la k-ieme dame est sur la case (i, j).

@ Chaque dame apparait une et une seule fois :

o= A\VXijr et 2= AN A
k i
@ Pas deux dames sur la méme case :

(X A Xir jr )
ki (@) 20)

3 = /\ /\ ~( Xk AN Xijr)

kK i)

@ Pas deux dames sur la méme ligne, ni méme colonne

k#k 4,5,5'

YL = /\ /\ ~(Xiju N Xijw) et po= /\ /\ (X j kA X k)

kK 4,5,1/

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Généralisation

Xijk o la k-ieme dame est sur la case (i, j).

@ Chaque dame apparait une et une seule fois :

o= A\VXijr et 2= AN A
k i
@ Pas deux dames sur la méme case :

(X A Xir jr )
ki (@) 20)

3 = /\ /\ ~( Xk AN Xijr)

kK i)

@ Pas deux dames sur la méme ligne, ni méme colonne
k#kK i,5,5'

@ Pas deux dames en diagonale :

kK 4,5,1/

YL = /\ /\ ~(Xiju N Xijw) et po= /\ /\ (X j kA X k)

<PD=/\ /\

(X ke A Xt jr )
k#K [i—i|=]j—7'|
] F = = QA



Sudoku

2[5 3] 41
4 18 En testant toutes les possibilités par
5 °13 s colonne (5 cases vides), on obtient
38 9] 7 (51)? ~ 10'® possibilités. Plusieurs
5 [4 dizaines d'années de calcul.
2 7139
9| '8 4
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Sudoku

2[5 3] 41
4 18 En testant toutes les possibilités par
5 °13 s colonne (5 cases vides), on obtient
308l |9 5 (51)? ~ 10'® possibilités. Plusieurs
5 4 || dizaines d'années de calcul.
2 7139
9| '8 4

On va coder avec une formule SAT :

X jk est vraie si la case (i, j) contient k. ]

3

Il'y a n° variables (dans le cas classique n = 9).
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Codage SAT du Sudoku.

La case (i,7) a au moins une valeur :
9

La case (4,7) a au plus une valeur :

/\2:1 /\2,:1’,615,61,c (X; 6 = =X jw) ce qui s'écrit aussi
9 9
Ni=t No—t e (0 Xijin V = Xijw)

On le fait pour toutes les cases :

9 A9 9 9 A9
Nizi Nj=1 </\k:1 Xi kA A=t A= oz (X V o i,j,k’))

[m] [l = =

Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2
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Codage SAT du Sudoku, Contrainte sur les colonnes

Le nombre 1 apparait dans la premiére colonne
9

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Codage SAT du Sudoku, Contrainte sur les colonnes

Le nombre 1 apparait dans la premiére colonne
9
Vie1 Xiaa

Chaque nombre apparait dans la chaque colonne
9 A9 9
j:l/\k:l Vie1 Xijk

Par un argument de cardinalité, cela suffit a garantir la contrainte sur les
colonnes.
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Codage SAT du Sudoku, Contrainte sur les colonnes

Le nombre 1 apparait dans la premiére colonne
9
Vie1 Xiaa

Chaque nombre apparait dans la chaque colonne
9 A9 9
j:l/\k:l Vie1 Xijk

Par un argument de cardinalité, cela suffit a garantir la contrainte sur les
colonnes.

On fait de méme pour les lignes et les carrés.
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Codage SAT du Sudoku, conditions initiales

X115 N X123ANXq57...

La formule obtenue a une solution si et seulement si la grille de Sudoku en
a une.

Une instanciation des X ; 1, qui rend la formule vraie donne une solution de
la grille de sudoku.
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Plan

© Introduction

© Exemple de codages : les dames et sudoku
© Format CNF

@ Expérimentations

© 2-SAT

@ Conclusion
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Codage SAT

Codage SAT

Résoudre un probléme par codage SAT, c'est trouver une fonction
calculable en temps polynomiale qui, & chaque entrée u du probléme
d’entrée, associe une formule SAT en CNF ¢ qui est satisfiable si et
seulement si u est une instance positive du probléme.

De plus, on chercher a ce qu'une instanciation de la formule (qui rende son
interprétation vraie) donne une solution au probléme.

" codage formule
entrée u CNFy

compliqué

: décodage instanciation
solution de ¢
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CNF

Rappel : Une formule est sous forme normale conjonctive (CNF) si elle est
une conjonction de clauses. Une clause est une disjonction de littéraux. Un

littéral est soit une variable propositionnelle, soit la négation d'une variable
propositionnelle.

(xl V3V —\:132) ANxg N (-0 —ay)
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CNF

Rappel : Une formule est sous forme normale conjonctive (CNF) si elle est
une conjonction de clauses. Une clause est une disjonction de littéraux. Un
littéral est soit une variable propositionnelle, soit la négation d'une variable
propositionnelle.

(xl V x5 \/—\:132) Nxg N\

Toute formule propositionnelle est équivalente a une formule en forme CNF
(il existe des techniques et des algorithmes — voir cours P.A. Masson).
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CNF

Rappel : Une formule est sous forme normale conjonctive (CNF) si elle est
une conjonction de clauses. Une clause est une disjonction de littéraux. Un
littéral est soit une variable propositionnelle, soit la négation d'une variable
propositionnelle.

(xl V x5 \/—\:132) Nxg N\

Toute formule propositionnelle est équivalente a une formule en forme CNF
(il existe des techniques et des algorithmes — voir cours P.A. Masson).

Mais en général on arrive a coder directement en CNF.
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Exemples

A= B~-AVB

(BVA) = C~ (~BVCO)A(=AVC)
A= (BAC)~ (~AV-BVC)

Avec un peu d'habitude, on écrit facilement les clauses directement.

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Format de fichier .cnf

Les SAT-solvers lisent des fichiers .cnf qui codent la formule.

Exemple pour (1 V 23V =) Axy A (—ao V —1y)

p cnf 4 3
1 3 -2 0
4 0

-2 -4 0

Le p et le cnf sont dans tous les fichiers.
Le 4 est le nombre de variables, le 3 le nombre de clauses.
Les variables sont des entiers strictement positifs.

Chaque clause est sur une ligne, terminée par un 0.

Le - devant un littéral signifie la négation.
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Exercice

Donner le fichier format cnf pour la formule

1 A (x2Voxs3) A (mz1 Vg Vas) A(zs Vg Vxs)

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Exercice

Donner le fichier format cnf pour la formule

1 A (x2Voxs3) A (mz1 Vg Vas) A(zs Vg Vxs)

p cnf 5 4
1 0
2 -3 0

1 4 5 0
5 -4 3 0

[m] [l = =
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2
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Format de fichier .cnf
Les SAT-solvers lisent des fichiers .cnf qui codent la formule.

fichier exemple.cnf

p cnf 4 3
1 3 -2 0
4 0

-2 -4 0

cryptominisat5 --verb=0 --maxsol=3 exemple.cnf

cryptominisat5 --verb=0

exemple. cnf s SATISFIABLE
v-1-2-340

s SATISFIABLE it

v-1-2-340 R
s SATISFIABLE
vi1-2340

Certains solvers (comme cryptominisat) ont aussi des API pour certains
langages comme Python ou C++.
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format CNF : numeéroter les variables

Pour les solvers, les variables doivent étre numérotées.
X jk : la k-ieme dame est sur la case (i, j).

def X(i,j,k,n):
return i+(j-1)*n+(k-1)*n*n

def InvX(r,n):
i=r%n
if i ==

i+=n

r=(r-i)//n
j=1+r’n
k=1+(r-j+1)//n
return (i,j,k)
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format CNF : numeéroter les variables

Pour les solvers, les variables doivent &tre numérotées.

X jk : la k-ieme dame est sur la case (i, j).

def X(i,j,k,n):
return i+(j-1)*n+(k-1)*n*n

def InvX(r,n):
i=r%n
if i ==

i+=n

r=(r-i)//n
j=1+r%n
k=1+(r-j+1)//n
return (i,j,k)

X(4,4,2,8) =4+ (1 —1) %8+ (2 — 1) %64 =4+ 24 4 64 = 92

Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2
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format CNF : numeéroter les variables

Pour les solvers, les variables doivent étre numérotées.
X jk : la k-ieme dame est sur la case (i, j).

def X(i,j,k,n):
return i+(j-1)*n+(k-1)*n*n

def InvX(r,n):

i=r%n

if i == 0 :
i+=n

r=(r-i)//n

j=1+r%n

k=1+(r-j+1)//n

return (i,j,k)

X(4,4,2,8) =4+ (1 —1) %8+ (2 — 1) %64 =4+ 24 4 64 = 92

InvX(92,8) :i=92%8 =4, j =1+ ((92—4)/8)%8 =1+ 11%8 = 1
k=14+(11-4+1)/8=1+1=2

Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2 pheam [at] femto-st.fr 36 /56
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Les dames

Placer 10 dames sur I'échiquier, (0.3 secondes).

o = = = T 9ac

Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Les dames

Placer 10 dames sur I'échiquier, sachant qu'il y en a une en (1,2) (0.3
secondes).
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Les dames

Placer 10 dames sur I'échiquier, sachant qu'il y en a une en (1,2) et en
(2,4) (3.4 secondes).

Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Les dames

Placer 10 dames sur I'échiquier, sachant qu'il y en a une en (1,2), en (2,4)
et en (5,3) (7 minutes) : pas de solution.

Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Cas pratique 2

Chemin autoevitant

Donnée : Un entier n et une liste / de points du quadrillage n x n et un
entier k < n?

Question : est-il possible de faire un chemin sur le quadrillage qui évite les
points de ¢, de longueur k, sans passer deux fois par le méme point.
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Cas pratique

Chemin autoevitant

Donnée : Un entier n et une liste ¢ de points du quadrillage n x n et un
entier k < n?

Question : est-il possible de faire un chemin sur le quadrillage qui évite les
points de ¢, de longueur k, sans passer deux fois par le méme point.

e Environ 120 lignes de Python, n? + 4n? variables (pour n = 8, 768
variables).

e Cryptominisat?!
@ Trouve une solution pour n = 8 en 20 secondes.

@ Montre qu'il n'y a pas de solution pour n = 7 en 2 minutes.

1. https://wuw.msoos.org/cryptominisat5/
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Cas pratique

@ Solution trouvée pour n = 9 avec un sommet libre en 23s.

Solution trouvée pour n = 10 avec un sommet libre en 2 minutes.

o
@ Programme arrété aprés 10h pour n = 9.
o

Solution trouvée pour n = 10 avec en 20 minutes.

S

LS D (R S N O S G

|| | |

D Y S DU O S SO G
|
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I I

NP D (N O S U S G

I
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I
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| | | I

SNND D D NS U VR S G G
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Cas pratique

@ Solution trouvée pour n = 10 avec un sommet libre en 4 minutes.

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2
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Formules 2-CNF

Définition

Une formule est sous forme 2-CNF si

o Elle est sous forme CNF,

@ Chaque clause est de longueur au plus 2.

(33'1 V 1‘3) A (—|x2 V —\xl) AN (.1'2 V —wg) N2y

o = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Formules 2-CNF

Définition
Une formule est sous forme 2-CNF si
o Elle est sous forme CNF,

@ Chaque clause est de longueur au plus 2.

(ZL‘l V 173) A (—|;L’2 V —\.%‘1) A (.ZCQ V —\xg) N1y

2-SAT

Donnée : Une formule sous forme 2-CNF
Sortie : Vrai si la formule est satisfiable, Faux sinon.
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Transformations en implications

1 A (1 V 2x) A (2o V) A (2 V —ag) A (mxp Axs) A (25 V 22)

L'idée de I'approche est la suivante :

@ On supprime les clauses unaires (avec la bonne affectation des
variables) et on propage pour n'avoir que des 2-clauses.
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Transformations en implications

1 A (1 V 2x) A (2o V) A (2 V —ag) A (mxp Axs) A (25 V 22)

L'idée de I'approche est la suivante :

@ On supprime les clauses unaires (avec la bonne affectation des
variables) et on propage pour n'avoir que des 2-clauses.
x1=1et (xaVay)A(zsA-1y) Axs A (x5 V x2)
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Transformations en implications

1 A (1 V 2x) A (2o V) A (2 V —ag) A (mxp Axs) A (25 V 22)

L'idée de I'approche est la suivante :

@ On supprime les clauses unaires (avec la bonne affectation des
variables) et on propage pour n'avoir que des 2-clauses.
x1=1et (xaVay)A(zsA-1y) Axs A (x5 V x2)
ri=1letzxs=1cet (.21?2 \/.I‘|) A (373 V —|.I‘|)
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Transformations en implications

1 A (1 V 2x) A (2o V) A (2 V —ag) A (mxp Axs) A (25 V 22)

L'idée de I'approche est la suivante :

@ On supprime les clauses unaires (avec la bonne affectation des
variables) et on propage pour n'avoir que des 2-clauses.
x1=1et (xaVay)A(zsA-1y) Axs A (x5 V x2)
ri=1letzxs=1cet (xg \/.I‘|) A (.773 V —|.1'|)

@ Les clauses 2-clauses sont transformées en implications avec
aVp=(a=p)A (8= a).
ri=1letxzs=1¢et

(mxo = 14) A (g = mo) A (mxy = =) A (1) = x3)
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Graphes d'implications
Le graphe d'implication pour une formule (avec que des implications entre
littéraux) est construit comme suit :

@ Les sommets sont tous les littéraux possibles,

@ On met une aréte (fleche) d'un littéral ¢ vers un littéral /5, chaque
fois qu'il y a une implication ¢ = /5.
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Graphes d'implications
Le graphe d'implication pour une formule (avec que des implications entre
littéraux) est construit comme suit :

@ Les sommets sont tous les littéraux possibles,

@ On met une aréte (fleche) d'un littéral ¢ vers un littéral /5, chaque
fois qu'il y a une implication ¢ = /5.

(—\$QZ>11/\(—|11:>$2 —|l3=>—|11) (11=>.13)

@ La formule est satisfiable si et seulement s'il n'y a pas de boucle
contenant un littéral et sa négation.
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Exemple 1

(l‘l \Y —|.CL'2) AN (l’Q V .1‘3) A (—|:B3 V —|:1,‘,,1) A (.’Ifq V —|$5) A (—|{L‘5 V ml)
T xTo T3 T4 xIs
xy )

—|I‘3

—|{L‘5

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Exemple 1

(l‘l \Y —|.CL'2) AN (1'2 V .1‘3) A (—|:B3 V _‘./1,‘,1) A (417,1 V —|335) A (—|{L'5 V xl)

Tl ¢—— T2 3 x4 s
L] — > XY

_|Z'3

—|{L‘5

(.’L‘l \Y —|33'2) ~ (—wl = —\xg) AN (:L'Q = a:l)

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Exemple 1

(Z’l V —xe) A ($2 V .1‘3) A (—|:E3 V —|./1,‘,,1) A (;17,1 V —|335) AN (—|{L'5 V xl)

Tl ¢—— T2 I3

Ty
L] ——— T2

_|Z'3

Ts

—|{L‘5
(.1‘1 \Y —|.73'2) ~ (—L%'l = —\xg) AN (:L'Q = 331)
(o V 3) ~ (mx3 = 22) A (w2 = 23)

Pierre-Cyrille Héam
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Exemple 1

(:L'l V —xe) A ($2 V .1'3) A (—|:E3 Vo —rg) A (;17,1 V —|a:5) AN (—|.CL'5 V xl)

Tl —— X2

xs3

T4 xIs
L] ——— X9 —x3 T4 XI5
(ml \Y —|.73'2) ~ (—L%'l = —\xg) AN (.1'2 = 331)
(o V 3) ~ (mx3 = 22) A (w2 = 23)

Pierre-Cyrille Héam

LD - PCH - Cours 2




Exemple 1

(1 Vz2) A (22 V a3) A (mxs V —wg) A (g V—oxs) A (mxs V xg)
T] 6—— T2 xs3 Ty ¢——— 5
> X
L] ————— T2 T3 T ———— 5
(21 V a) ~ (mx1 = —x2) A (22 = 27)
(o V x3) ~ (mx3 = 22) A (19 = 733)
Pierre-Cyrille Héam

LD - PCH - Cours 2




Exemple 1

(1'1 \Y —|.CL'2) A ($2 V 133) A (—|IE3 V —|£I,‘,1) A (;1‘1 V —|a:5) A (—|.CL'5 V xl)

T xI9 I3 r) ¢é— T5

(1‘1 \Y —|.%'2) ~ (—L%'l = —\QZQ) AN (.%'2 = 331)
(332 V $5) ~ (—\iL’g = 582) N (“CL‘Q = .Tg)

Pierre-Cyrille Héam

=] F
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Exemple 1

(wl \Y —|.%'2) A ($2 V 273) A (‘ﬂ?g V = |) A (.1‘1 V —|.%'5) A (—|.%'5 V xl)

xr1 X9 x3 L) ¢——— 5

L ———— T2 T3 Y 5

(1‘1 V —|.%'2> ~ (—L%'l = —\332) AN (:CQ = .731)
(LEQ V $5) ~ (—|$3 = {L‘Q) N (—|SC2 = 1173)

Il n'y a pas de cycle contenant un littéral et sa négation, la formule est
satisfiable
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Exemple 2

-1 A (mxg Vas) A (mxs Vo) Alxg V) A (e Vaes) A(zs Vrs)

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Exemple 2

1 A (mza Vag) A (mxg Vo) A(za Vo) Az Vas) A(zs V oas)

x1=0et (mxaVas) A (mz3 V) Alxa V) AOVas)A(xs V)

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Exemple 2

—xr1 N\ (—'1132 \/563) A (—'$3 V T]) A (1’2 Vi 1)

T4 (1 Vxs) A
x1=0et (mxa Vas) A (—zg Vo) A(xa Vi) A

(x5 V 13)
T4 (O V 1‘5) VAN (1:5 V T;)
r1=0etxzs=1et (w2 Vaz)A(mxz Vi) A(z2V i)

ALV )

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Exemple 2

-y A (—'1132 V :Cg)

r1 =0et (mx2Va3) A
x1=0etxs=1et (mza Va3 A
x1=0etxs=1cet (—\xg\/xg)

(—lxg V .l”.,w]) A (1’2 Vo 1) (IL‘l V 335) VAN (l‘5 Vo ;)
(mx3 V og) A (z2 V) A

) A 0V a5) A (25 V 23)
(a3 Vou) Aze Vo) ALV o)
(—ﬂ:g V 1_1) (51;2 \ 41"-1)

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Exemple 2

=21 A (mmg Vag) A (mas Vs A (g Vag) A(z1 Vas) A(xs Voas)
x1=0cet (mxo2 Vas) A (mz3 V) Alxe Vi) AOVaes)A(zs Vo)
1 =0etxzs=1et (mzaVars)A(mzg V) Az Vi) ALV rs)
1 =0etxzs=1et (mzaVars)A(-zs Vi) A(zaV i)

O OO
& ® O

=] F
Pierre-Cyrille Héam
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Exemple 2

(x1 Vas) A (x5 V 23)

(ko V) A0V z5) A (25 V 13)
(mxs Vo) A(zo V) AV as)
(mxs Vrg) A (z2V ry)

=] F
Pierre-Cyrille Héam

=T N (—|a;2 V ng) (‘\333 V :L'4) (1132 V 1_1)
1 =0 et (—wgvg:g )

) (—\x3V1
r1=0etxs=1cet (—L%'Q\/l'g)
r1=0etz5=1cet (‘%‘2\/%3)

i

S
yel
?

LD - PCH - Cours 2



Exemple 2

(1 Vx5) A (25 V 23)

(ko V) A0V z5) A (25 V 13)
(mg V) Awe Vs ALV o)
(mxs Vrg) A (z2V ry)

=T N (—|a;2 V ng) (‘\333 V :L'4) (1132 V 1_1)
1 =0 et (—|x2Va:3 )

) (—\m3V1
r1=0etxs=1cet (—L%'Q\/l'g)
r1=0etz5=1cet (‘%’2\/%3)

=] F
Pierre-Cyrille Héam
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Exemple 2

- A (—|a;2 \ $3) (—\xg V ’1'4)

To V 1_1) (1'1 V :L'5) A (x5 V 41‘3)
1 =0 et (—|a:2 V x5

(
) (—\1'3 V. ) (332 V 1_1) (O V .’E5) A (m5 V .’1‘3)
r1=0etxs=1cet (—L%'Q V l‘g) (—|£L'3 V 1) (xg vV .’1,‘1) A (1 V .I‘;;;)
r1=0etz5=1cet (‘%’2 V $3) (—|$3 Vo ,1) VAN (.TQ V .’1;1)

Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2




Exemple 3

(—|$1 vV xg /\ —\xg V xg) —x3 V x

e
& & ©

Pierre-Cyrille Héam
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Exemple 3

(—|$1 vV xg) A (—\xg V xg)

(—\333 \Y xl) A (—\xl vV —|£L’2 \/ xg \Y .%'3)

Zl

Pierre-Cyrille Héam
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Exemple 3

(—|.’E1 vV IQ /\ —\xg V $3) A (—\.’133 \Y xl /\ (—\xl vV —|.T}2 \/ xg \Y .%'3)

Pierre-Cyrille Héam
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Exemple 3

(—|.’E1 V xg) A (—\xg V $3) A (—\333 \Y xl) A (—\xl \Y —%’2) V (acg \Y .%'3)

Pierre-Cyrille Héam

LD - PCH - Cours 2




Exemple 3

(m21 V 22) A (mao V 3) A (mag V1) A (may V —) V (@2 V a3)
el o
CE——C
@@ )

Pierre-Cyrille Héam
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Exemple 3

(1 V 22) A (~aa V 23) A (ma3 V) A (—a1 V ) V (2 V 23)
o
N
CEEEE

Pierre-Cyrille Héam
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Exemple 3

(—|(L'1 V xg) A (—\xg V $3) A (—\333 \Y xl) A (—\5131 \Y —|.%'2) vV (xg V xg)
Il existe une cycle =21 — —x3 — —x9 — 23 — x1 — T passant par i

et —x1, donc la formule n'est pas satisfiable.

Pierre-Cyrille Héam

LD - PCH - Cours 2




Exercice

satisfiable :

En utilisant I'algorithme proposé, décider si la formule suivante est

(:El vV 152) VAN (1‘2 V —|.7)3) VAN (,’1/‘,1 V —|.’L‘2) AN (_‘.’,Ul V .’I,‘;;)

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Exercice

satisfiable :

En utilisant I'algorithme proposé, décider si la formule suivante est

(:El vV 152) VAN (1‘2 V —|.7)3) VAN (,’1/‘,1 V —|.’L‘2) AN (_‘.’,Ul V .’I,‘;;)

T T9 xs T4
—\;121 _\1172

—|,f173

o = = E A
Pierre-Cyrille Héam LD - PCH - Cours 2



Exercice

satisfiable :

En utilisant I'algorithme proposé, décider si la formule suivante est

(:El vV 152) VAN (1‘2 V —|.7)3) VAN (,’1/‘,1 V —|.’L‘2) AN (_‘.’,Ul V .’I,‘;;)
1 29 x3 x4
-7 T

—|,f173

Pierre-Cyrille Héam

LD - PCH - Cours 2

N



Exercice

satisfiable :

En utilisant I'algorithme proposé, décider si la formule suivante est

(1 Vx2) A (2 V —g) A (24 V mx2) A (mxy Vo)
x1 Y S— T4
X1

Ty ————— T3
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Exercice

satisfiable :

En utilisant I'algorithme proposé, décider si la formule suivante est

(1 Vx2) A (2 V —g) A (24 V mx2) A (mxy Vo)
x1 Ty — 13 T4
T Ty ———— 3

T4
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Exercice

En utilisant I'algorithme proposé, décider si la formule suivante est
satisfiable :

(1 Va2) A (xe V —x3) A (14 V —me) A (ma1 V 23)
x1 Ty ¢— T3 L4

T T —— T3 Ty

~_ >
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Exercice

En utilisant I'algorithme proposé, décider si la formule suivante est
satisfiable :

(21 V x2) A (w2 V —23) A (204 V —2) A (mxy V 03)
x1 Ty ¢— T3 L4

T T —— T3 Ty

~_ >

Pas de circuit passant par un littéral et sa négation : la formule est
satisfiable.
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SAT solver

@ Pour certains problémes, développer un programme efficace est
chronophage,
o L'utilisation de solvers, par exemple SAT, est une solution possible,

o |l existe d'autres types de solvers (programme linéaire, SMT solver),
ou d'autres techniques (méta-heuristiques, approximations,...)
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