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RESUME

Nous présentons une approche nouvelle pour la conception des systémes
intelligents distribués dans le cadre du contrdle des vibrations d’une poutre.
Nous construisons un circuit analogique distribué qui réalise une approximation
d'une loi de contrdle optimal, avec un systéme d’observation et de contrdle
utilisant des transducteurs piézoélectriques distribués. Ce résultat théorique
obtenu a été validé par des calculs numériques. Nous proposons une
paramétrisation des contréleurs dynamiques H-infini pour des équations d’état
linédaires de dimension infinie. Cela a permis de construire deux contréleurs
dynamiques particuliers pour 'équation des ondes et une large classe de
controleurs. Un modgle simplifié de '’équation des ondes a deux échelles, qui
modélise 'évolution d’'un systéme régi par I'équation des ondes en une dimension
A coefficients et données oscillants, est présenté. La solution du modéle & deux
échelles est décomposée sur les ondes de Bloch. Les coefficients de la solution du
modéle a coefficients constants sont solutions d’une infinité d’équations des ondes
découplées, posées sur le domaine macroscopique, avec des conditions de
Dirichlet homogeénes. Une étude de stabilisation a été réalisée sur le modéle a
coefficients constants. Les résultats théoriques obtenus ont été validés par des
calculs numériques.

Mots clés :

Systémes intelligent distribué, controle H-infini, ondes de Bloch,
homogénéisation, vibrations, circuit électronique, contrdle optimal, contrdle
distribué, transformation & deux échelles pour les ondes.




ABSTRACT

We present a new approach for the design of distributed intelligent systems
within the framework of the beam vibrations control. We build a distributed
analog circuit which realizes an approximation of an optimal control law. The
sensors and actuators are piezoelectric transducers and are distributed in the
host structure. This theoretical result has been validated by numerical
simulations. We propose a parameterization of H-infinite dynamic controllers for
infinite dimension linear systems. Then two particular dynamic controllers for
the waves equation and a large class of controllers are derived. A two-scale model
for the wave equation with oscillating coefficients and data is formulated. It has
been derived using an asymptotic method based on the two-scale convergence and
on the Bloch waves decomposition. A numerical validation in the case of constant
coefficients and oscillating data is also presented. The coefficients of the solution
of this model are solutions of an infinity of uncoupled waves equations, posed on
the macroscopic field, with Dirichlet homogeneous conditions. A stabilization
problem is solved in that. This result has also been validated by numerical
simulation.

Key words : :

Distributed intelligent systems, H-infinity control, Bloch waves, homogenization,
vibrations, optimal control, electronic circuit, distributed control, two_scale
transformation for the waves.
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Chapitre 1

Introduction

La thése présentée ici a pour théme principal I’étude des systémes intelligents distribués. Un
systéme intelligent distribué ” SID ” est une structure mécanique incluant des capteurs et des
actionneurs en trés grand nombre, distribués et reliés par un réseau de circuits électroniques
[10]. L’architecture des SID est telle que chaque couple capteur et actionneur est relié par
un circuit électronique, qui n’est connecté qu’avec ses voisins les plus proches. Les domaines
d’application des systémes intelligents distribués sont nombreuses. Ils sont utilisés par exemple
pour le contrdle d’un champ de propagation d’ondes acoustiques ou de transfert acoustique a
travers une paroi [7], de vibrations d'une structure mécanique [7], d’écoulement d'un fluide [8].
Un groupe du Laboratoire de Mathématiques de Besangon développe des méthodes mathéma-
tiques, numériques et expérimentales pour la conception de tels systémes.

Les résultats présentés dans cette thése donnent des réponses parfois partielles, parfois complétes
4 des questions nouvelles apparues dans I'étude des systémes intelligents distribués. Les deux
premiers chapitres de cette thése présentent une approche nouvelle pour la conception des
systémes intelligents distribués. Les deux autres sont consacrés 4 des problémes mathématiques
apparus lors de l'analyse de ces systemes.

La conception des systémes intelligents distribués se fait en plusieurs étapes. La modélisation
théorique de structures élastiques munies de transducteurs piézo-électriques couplées avec des
réseaux de circuits électroniques, la réduction des modeles mathématiques obtenus, la synthése
de lois de controle, la simulation numérique et I'expérimentation.

Dans la suite nous allons développer brie¢vement ces différents points et poser quelques questions
auxquelles cette thése apporte des éléments de réponse.

La modélisation consiste & établir des modéles mathématiques des systémes couplés & partir
des lois fondamentales de la physique et des équations de circuits électroniques. Il en découle
des systémes d’équations aux dérivées partielles couplées & des équations algébro-difiérentielles.
I’étude de tels systémes nécessite une formulation mathématique unifiée.

Un cadre variationnel a déja été introduit par Senouci-Bereksi et Michel Lenczner [6] pour le
couplage d’une coque élastique munie des transducteurs piézo-électriques reliés par un circuit
électronique analogique. Le circuit utilisé comprenait des sources de courant, des sources de
tension, des résistances et des amplificateurs tension-tension. Un théoréme d’existence et unicité
de la solution du probléme variationnel a été démontré.

Il est naturel de se demander si ce résultat reste valable dans le cas des circuits électroniques
analogiques ou/et digitaux plus généraux, d’autres types de transducteurs et d’autres structures

mécaniques.
Les modeles mathématiques obtenus ne sont en général exploitables, ni pour la synthése de




lois de contréle, ni pour la simulation numérique. Ceci est di & la limitation des moyens de
calcul pour la simulation et des méthodes d’analyse des systémes intelligents distribués. Ce qui
conduit & la réduction des modeles en vue d’une synthése de lois de contréle et de la similation
numérique. Celle-ci peut étre faite par diverses méthodes. Les modéles simplifiés utilisés pour la
simulation numérique dans cette thése sont obtenus par les méthodes asymptotiques classiques
[4].

Toutes les théories dérivant du contréle optimal au sens large (incluant LQR, LQG, H-infini,
LMI, ...) conduisent & des contréleurs formulés & ’aide des solutions d’équations de Riccati. Les
solutions d’équations de Riccati sont en général des opérateurs pseudo-différentiels (opérateurs
non locaux) qui conduisent & des lois de contrdle apparemment incompatibles avec 'architecture
des systeémes intelligents distribués. II est donc nécessaire de trouver des méthodes d’approxi-
mation de ces opérateurs. La formulation de celles-ci doit &tre en terme de circuits électroniques
distribués satisfaisant les contraintes formulées dans la définition des systémes intelligents dis-
tribués. Il est judicieux de trouver une bonne approximation d’une loi de contréle optimal par
un circuit électronique distribué, dont la réalisation technologique par un systéme intelligent
distribué soit réaliste.

Ce type de contréleur exige la connaissance compléte de 'état & chaque instant, ce qui nécessite
de disposer d’un estimateur d’état. Ceci rend la réalisation d’un systéme intelligent distribué
trés cofiteuse et irréaliste du point de vue technologique. Nous nous sommes donc intéressés a
des stabilisateurs dynamiques qui prennent en compte le taux de décroissance et la robustesse.
L’obtention de ces stabilisateurs ne nécessite pas la connaissance compléte de I’état du systéme
a chaque instant, mais de ’observation partielle de son état. On peut chercher i caractériser
des classes de contréleurs dynamigues, qui en plus de la stabilisation minimisent I’influence des
perturbations sur I’état mesuré.

Les systemes intelligents distribués peuvent aussi interagir avec un champ de propagation
d’ondes & caractére multi-échelles, par exemple 1’écoulement d’un fluide sur les bords d’at-
taque d’une aile d’avion. Lorsque le systéme intelligent distribué est utilisé pour contrdler un
champ de propagation d’ondes ayant un caractére multi-échelles, soit en terme fréquentiel, soit
en terme spatial, la modélisation et la synthése de lois de contréle doivent en tenir corapte. I
est naturel de chercher des stratégies de modélisation permettant de représenter correctement
ce caractére multi-échelles. Dans ce qui suit'nous présentons les résultats de cette thase.

Dans le premier chapitre, les équations classiques de la mécanique et de 1’électronique sont
introduites. Nous présentons une formulation globale d’'un modéle de plaque élastique munie
de capteurs et d’actionneurs piézo-électriques couplée avec un circuit électronique analogique
général. Ce dernier comprend des sources de courant, des sources de tension, des résistances,
des capacités, des inductances et des amplificateurs tension-tension, tension-courant, courant-
tension et courant-courant. Nous avons établi une équivalence entre les formulations classiques
et la formulation variationnelle globale. Cette derniére est compatible avec la méthode nodale
modifiée utilisée habituellement pour la simulation numérique des circuits électroniques [12].
Ce qui constitue une réponse partielle & la généralisation du résultat présenté dans [6]. Ce cadre
variationnel global nous a permis de bien formuler les méthodes numériques.

La résolution numérique de la formulation variationnelle globale nécessite de disposer d’outils
adaptés. On peut envisager deux approches. La premiére consiste & coupler des codes existants :
P'un pour la structure mécanique avec transducteurs piézo-électriques et I'autre pour les cir-
cuits électroniques. La résolution du systéme global étant effectuer par un procédé itératif. La
seconde consiste en l'utilisation des deux codes pour générer les matrices globales associées a
la formulation variationnelle globale. Par cette approche, la résolution peut étre effectuer par
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des méthodes directes.

Dans cette thése nous avons choisi la premiére approche. Une description du couplage du
simulateur de circuits électroniques ” ALECSIS ” [1] et une méthode d’éléments finis, utilisé
pour la résolution du systéme couplé, est exposée & la fin de ce chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, nous développons une approche nouvelle pour la conception des sys-
témes intelligents distribués dans un cas particulier. Nous présentons une approximation d’une
loi de controle optimal par un circuit électronique analogique distribué au sens des systémes
intelligents distribués. Celle-ci est construite en plusieurs étapes :

-Un modéle bidimensionnel de plaque est extrait du modéle tridimensionnel.

-Les transducteurs piézo-électriques étant supposés périodiquement distribués sur la plaque, un
modéle homogénéisé est obtenu en utilisant la théorie de I’homogénéisation.

- En supposant que le mouvement de la plaque est principalement un mouvement de flexion
dans la direction longitudinale, le modeéle de plaque est remplacé par un modéle de poutre. Ce
modéle simplifié est utilisé pour la synthése de la de loi de contréle.

Nous avons formulé un probléme de contrdle optimal sur ce modéle simplifié. Du fait du mo-
déle homogénéisé, les opérateurs de contrdle et d’observation sont des opérateurs aux dérivées
partielles & coefficients constants distribués dans toute la surface de la plaque. La fonctionnelle
& minimiser a été choisie de facon & garantir un méme taux de décroissance & tous les modes
de la poutre. Ce choix a avantage d’éviter la saturation des actionneurs, ainsi les tensions
appliquées aux actionneurs relativement aux hautes et basses fréquences sont du méme ordre
de grandeur.

Le controle est formulé A 1'aide de la solution d’une équation de Riccati, qui est une matrice
d’opérateurs pseudo-différentiels. Aprés une approximation du contdleur par des opérateurs aux
dérivées partielles au sens des hautes fréquences, et une approximation aux différences finies de
ceux-ci, nous donnons sa formulation en terme de circuits électroniques analogiques distribués
respectant les contraintes imposées par la définition des systémes intelligents distribués.

A la fin du chapitre, nous comparons les effets du contréleur optimal approché et d’un controle
par simple rétroaction. Le coefficient d’amplification du contréle par simple rétroaction a été
choisi de sorte que le premier mode ait le méme taux de décroissance pour les deux types de
controle.

Conformément aux prédictions le controleur par simple rétroaction amortit plus rapidement les
autres modes que le controleur optimal approché. Mais les tensions appliquées sont tres élevées
avec le contrdleur par simple rétroaction qu'avec le controleur optimal approché. Ce qui rend
le contréleur par simple rétroaction inutilisable.

Le troisiéme chapitre aborde la question de la caractérisation de classes de controleurs dy-
namiques. Nous étudions le probléme de contréle H-infini pour des systémes d’équations aux
dérivées partielles linéaires. Rappelons tout d’abord le probléme de controle Hy, standard :
Etant donné un systéme G & deux entrées (u,w) et deux sorties (z,y) représenté par

2z’ = Az + Byw + Bou, z(0) =0,
G . = 01113 + Dlzu,
y = Cox + Dayyw.
Le probléme est de trouver un controleur K de la forme

P { p' = Axp + Bxy p(0) =0,
’ U':CKp7




tel que le systéme couplé (G, K') soit stable et y—dissipatif pour v € R**.
On dit qu’un tel systéme est y—dissipatif si

IF (G, B, <,

ou F est la fonction de transfert de w — 2.

La théorie de controle H-infini élaborée par Zames [13], Doyle [3] et Safonov [11], a permis
de formuler rigoureusement et résoudre (numériquement par des équations de Riccati) des
problémes de controle robuste. Dans [3] les auteurs ont montré que Pexistence d’un contréleur
K est équivalente & celle de la solution des équations de Riccati couplées. Ce résultat a été
généralisé & des systémes linéaires de dimension infinie par Van B. Keulen [9]. P. Gahinet
a utilisé le lemme du réel borné pour caractériser une large classe de contréleurs H,, sous-
optimaux pour des systémes linéaires en dimension finie [5].

Nous abordons le probléme par ’approche de P. Gahinet. Nous énoncons des conditions d’exis-
tence des solutions d’un systéme de deux équations de Riccati couplées. Nous établissons 1’équi-
valence entre ces conditions et I’existence d’un contrdleur dynamique minimisant Pinfluence des
perturbations sur la solution mesurée.

Nous avons obtenu une paramétrisation générale de ces controleurs dynamiques de type H-infini
pour des problémes linéaires abstraits posés dans des espaces de dimension infinie. I’intérét de
celle-ci réside dans le fait qu’elle conduit & un contréleur qui ne nécessite pas la connaissance
compléte de 1’état du systéme, autrement dit, elle ne nécessite pas l'utilisation d’un estimateur
d’état. Une observation partielle de ’état suffit pour déterminer la loi de contrdle. Nous avons
établi un exemple d’application de cette théorie dans le cas de ’équation des ondes avec contrdle
interne et une observation partielle de I’état ne contenant que le champ de déplacement. Nous
avons déterminé en détail deux contréleurs particuliers, puis une large classe de stabilisateurs
dynamiques de type H,, pour I’équation des ondes.

Le quatriéme chapitre est consacré 4 I’étude de controles distribués de phénomeénes de propa-
gation d’ondes présentant un caractére multi-échelles. Nous proposons un modéle simplifié de
'équation des ondes & deux échelles, qui modélise Pévolution d’un systéme régi par équation
des ondes en une dimension & coefficients et données oscillants. Nous avons étudié le cas par-
ticulier de I’équation des ondes & coeflicients constants et données oscillantes. La solution du
modeéle & deux échelles est décomposée sur les ondes de Bloch. Les coefficients de celle-ci sont
les solutions d’une infinité d’équations des ondes découplées, posées sur le domaine macrosco-
pique, avec des conditions de Dirichlet homogénes. Les données initiales sont les projections de
la limite & deux échelles des données initiales sur les modes de Bloch.

Une étude de stabilisation a été réalisée sur le modéle 3 coefficients constants. Dans ce cha-
pitre, nous comparons les solutions numériques de ’équation des ondes compléte et du modeéle
simplifié sans stabilisation dans le cas & coefficients constants. La solution de 1’équation des
ondes compléte sans stabilisation et celle du modele simplifié avec stabilisation sont également
comparées.
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Chapitre 2

Model of Elastic Plate with
Distributed Piezoelectric Patches and
Electronic Circuits

In this first chapter we introduce the basic tools, which will be used in the later chapters. In
the section 1 we recall the classical equations of mechanics and electronics. We established an
equivalence between these equations and a variational formulation in section 2. The last part
is devoted to the description of the tools for numerical simulation.

2.1 The elastic thin plate with piezoelectric patches

A three-layers plate, made of elastic core and symmetrically attached pairs piezoelectric patches
is considered. In the model formulation and simulation, the piezoelectric patches are assumed
to be distributed and perfectly bonded on both the top (sensor) and bottom (actuator) surface
of the plate. The plate is considered as several stepped sections which are not necessarily of the
same thickness nor the same material. We denote the domain occupied by the plate 2% = (29U
02, where Q¢ and €27 are filled up with elastic material and piezoelectric patches respectively,
its boundary is ['* = I'¢ UT'Y UT%. The plate is clamped on a portion I'§ of its lateral surface.
The subscripts e and p refer to elastic material and piezoelectric patches respectively and a > 0
is the half of the thickness of the plate. Greek indices take their value in {1,2}, Latin indices
take their value in {1,2,3} and the summation convention with respect to repeated indices is
used.

¢ The components of the stiffness tensor satisfy the symmetry and positivity properties :

Riju = Ryiy; = Rjm,
and
Rijleinkl 2 CK”K” for all Kij =S Kji, C Z 0.

e The components of the piezoelectric tensor satisfy the symmetry property ex;; = exy; for every
4,7,k =1, ..,3. The tensor (e;m-j)“,k:l,“ , vanishes in €.

e The permittivity tensor (ci;); ,._; 5 satisfies the symmetry property c;; = ;i for every 1,7 =
1,..,3. ’

We assume that the piezoclectric patches are electrically insulated from the elastic matrix.
Therefore we define

e e 1




eri; = 0 and ¢;; = 0 in QF Ve, 5,k € {1,2,3}.

Here we denote by :

o u = (u(t,z)), i =
T = (21, %, 23) € Q°;
® ¢ (t,z) the electric potential, at each time ¢, at the position z = (21,0, x3) € O

® p is the density mass;

e 1 the unit outer normal vector ;

o f={(f;) and g = (9:) are respectively volume forces in 9 and surface forces in I's;

o0 = (Uij)i,j=1..3 and D = (Di)i:1,..,3 are respectively the mechanical stress and electric displa-
cement, associated to the linear strains s;; (u) = £ (u; + G;u).

1,2,3 the mechanical displacements, at each time ¢, at the position

2.1.1 Equations

The elastodynamic equation in each layer is given by

pou— Ojo;=f in Q°F (2.1)
when the electrostatic equation is written in each piezoelectric patch
—0,D; =0 in Q. (2.2)

Here mechanical stresses and electric displacements are

0i; = Rijrisw(u) + exijOpp in Q°

Dk = ekijsij(u) . Cm@ng in Q; (23)
Boundary conditions :
oym =g on Iy,
agiin =0 on '}, (2.4)

u=0onI§,
DZ'.’H,Z' =0 on Pa/l—‘g.

In the following I'i denote the upper/lower faces of the nt* layer, for every n=1,2,3, and the
continuity conditions between the layers are :

(w)py = (u) (2.5)

Concerning the boundary condition on I'{ UT' of the piezoelectric patches, we assume that the
lower side of each piezoelectric patch is covered by a metallization and is linked to the earth.
The upper side of each piezoelectric patch is also covered by a metallization and linked to one
branch of the electrical circuit. The electrical potential and the current flowing from I'¢ satisfy
the following conditions :

and (aij.n)r;t = — ((nj.n)

4 D
Pn+l F’nr+1

¢ =0 onI'!, = constant on each I'y, (2.6)

The current following out of piezoelectric patch is :

: 0 "
’Lrg = —E/Dznzdl“z (27)
rs

The layers are electrically insulated, so there are no continuity conditions related to the electrical
displacement or to the electrical potential.
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2.1.2 The electrical circuit

In this subsection we recall the classical electric circuit equations. For more detail see [8]. In
the mathematical point of view an electrical network is composed by vertices and edges. T'wo
vertices are linked by one edge. The set of edges is denoted by E C R3. The subset of the vertices
linked to earth is denoted by wvg, that is the place where electrical potential is equal zero. The
set B is partitioned in Eo, 1, Ep, E&?, B9, BV, B&), B9, ECY, B and B, They
are occupied respectively by the voltage sources, the current sources, the passive compo(ne)nts
(resistors, capacitors, inductors, etc.), the input Eg) of the amplifiers and the output B, of
the amplifiers. The superscripts (¢, ¢), (¢, v}, (v,¢) and (v, v) refer respectively to the current to
current, current to voltage, voltage to current and voltage to voltage amplifiers. For each edge
¢ € E we denote by st and s its two vertices. The positive sense of e is defined by s} — s .
The set of edges arriving with a positive (respectively negative) sense at a vertex s is denoted
by Ef (respectively E7).

The function L : B — R* constant on each edge e € E, is defined by

L(z)=le|] for z € e. (2.8)

It represents the length of e. o
The potential function ¢ is an affine function defined on each edge ¢ € E and ¢ (s}) = ¢* and
¢ (s7) = ¢~ . The sets P° (X) and P' (X) denote the constant and continuous affine functions

on X respectively.
Following the theory of electronic networks it is well known that :

e The voltage v on each edge e € E is given by
Ve =¢" — ¢~ (2.9)
which is equivalent to
—L(z)V.p=vforz ceCE, (2.10)

where V., ¢ is the tangential derivative of the function ¢ along E.
e The current for every vertex s is given by :
> iz =0 (2.11)

E Ut —

ecEt e€Ey

Its weak formulation is given by

/z’ (z) V4 () dl (z) = 0 for all ¢ € P* (E) such that 1) = 0 on v (2.12)
E

Passive devices

In this part the superscripts R, C, L and P refer to resistor, capacitor, inductor and piezoelectric

element respectively, and B, = ER UES UEZ UE?. | ,
A resistor is an element for which the current 4 and the voltage v are linked by the Ohm’s law :

’U=R’i=ﬁi,
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where R is the resistance and 1/¢" € P? (E¥) is the conductance. It is equivalent to :
g"LV ¢ =13, (2.13)

In a capacitor the current and voltage are linked by the constitutive linear equation on KY :

dv
i = Lgc——dtqus on R, (2.14)

where 1/¢% is the capacitance.
In an inductor the equation is written as

di
L e
9 LV.¢ = pre (2.15)
with the inverse relation (here iy = i (0))
t
P () = i + / gP LV, (7) dr. (2.16)
0
Active devices
In the following k() represents the amplification coefficient.
Amplifiers Equations
current to current | Ei~ K igge
’U]E;vc = 0,
tension to current iEi’c B k”’cqu;,c
11 B
tgee =0, (2.17)
c,v = Gvg c,v
current to tension VE; & °ES
‘vE;fU = 0.
v,y == k"u’v VU
tension to tension e} . VE;
ZE;’"" = 0.
2.2 Variational formulation
The space of admissible functions for the model is
3
Vad (ud, id) = (H%g (Qa)> X \Ilad (ud) x P (’Ld) i (218)
. ngg () ={ve H' (Q*) /v =00nT§}
where, for uy € P? (Ey) and iy € P° (E;)
Y e H' (QWUE/EL) / — LV.4) = uy on By, and
= 1 1
Waa (ua) =0onTp Uy, V¢ =0 on E5°, Wv’¢ =14 on E3"” (2.19)

12

P (ig) = {i € P' (E) and i =44 on Ey, i = 0 on By UE}"}

Here I'p denote the lower faces of all piezoelectric patches. We assume that the solutions are
smooth enough such that the following equation have a sense. The problem can be written as

follows : .
Find (u, @,%) (t) € Vaq (uq) for all t > 0 solution of

2 a
C (% (’U,, ¢) ’ (vi ¢)> + d (a(’b"’b) +
a((,8), 0, ) + b (g7 ) =1(v) forall (u,1),7) € Vaa (0,0). (2.20)
b3 (¢,5) =0
by (¢,5) =0
by" (¢,5) =0

where

o((,8), W) = [ pudo+ [ £g0 6l @) +

(2.21)
/ (erizsij (u) + cxili (4)) 0; (¥) dw,
2
a((u, @), (v,¢)) = (Rijiisi () + exijOk (§)) 845 (v) dz+
a (2.22)
GE LV, ¢V bdl ().
g
. Lg®V, ¢V pdl + kveV . ¢jdl
26,9)= [ 10"+ [ weevgsal o -
Ve [ Vb VoL z).
by (i,9) = / ke, dl () + f iV, Wdl (2)
= B (2.24)
) iV Wdl .
+/1E0 iV, Udl (z) +f]EZ’“ iV, Udl ()
by (¢,4) = e V,¢jdl (z),
b5 (6) = [, Vedidl (@), (2.25)
B

8 ) = [ Vebidi@) = [ kil (@),
By EY

I(v) = / fudz + / guds. (2.26)

Qo I
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Lemma 1 The equations (2.1-2.5) and (2.12) are equivalent to the variational formulation

(2.20-2.26). hen
2
f p_al_uvdn: -+ / (Rijk!vsk! (U.) 4= e;u-,-ak (QS)) Sij (’U) da+
Remark 2 Our goal is not to prove the ezistence and uniqueness of the solution (see [7] about e Of? B 9
this question in a particular case), but to prove the equivalence between the classical formulation / (e“ 84 (@_u) il (3 f)) 9 (1) dz (2.28)
and a variational formulation, which will used in the numerical simulation. Qa g ot? ot
' i
| Proof. Let (v,1,7) € V4 (0,0), from (2.1-2.4), and using the symmetry of o;; and the = aivrwiﬂ (z) =/ fvdz + /-m gvds.
Green’s theorem, we obtain 3 Qe g

Now we consider the circuit equation (2.12)

| ,/ %%Evda: +/ . (Rijriser (w) + exisOr (9)) 835 (v) dz

i
‘ fvdz +/ gvds. 8t g V(=)=
Qe g
‘ From the electrostatic equation (2.2) arises V,apdl (z / V,pdl (2 / ? pdl () +
| Eo gt 5, O B o
% (3
___v dl / —VT dl
/“aiDi¢d$ =0, ES 3fvrwdl( S5 /m" %i e s 0 d e
3 / g‘ V,4dl (z) + / 6 V. 4pdl () + f 0 —Vﬂ!’df (z)+
(=1 E‘U 1
the above equation is equivalent to /E 2 . dl (2 / —V-r Wl (z) + /' gi V,pdl (z) +
Ec = E:l \a:
/a (€xijsi; (u) + criGi (4)) Bipdar — . Dy nipdl’ = 0. f dig li'df( r) + / @v dl (z) = 0.
P 2 E!l "] a ]E;
. . . ) ° 1 . CU

The derivative with respect to ¢ gives Since i = ig on By, i = 0 on B2®, § = 0 on B2, V4 = 0 on EZ°, Wvﬂp = i on E$¥ and

| / (ekz’jsij (gt z) + cri0; (%qﬁ)) Oppdx - ?% D;.nypdl’ = 0. (2.27) i = k"°V,¢ on Ey°, we have o N
a o 7

| P rg / Lg Raqub V. udl q:) -+ / Lq mzv gbvrwdl ( ) / . EVT’lpdl (:E) +

From (2.7), on each piezoelectric patch B ot i K

2 / Lg V., ¢V apdl (z) + f kc.c,é_EIB Vabdl (z) + / k*eV .V bdl (x) + (2.29)
=53 J, Denbdl = iry, * a2 S “oi
‘. . f Vbl (z) + / =V apal (x) + / 5 VY (z) =
G,V Eg,fu E: 1-_?!3 v

RS SESS HOMH o dESEU be Cengie i Finally from the first equations of (2.17) we get

: D npdl = ~/ iVepdl (z),
ot E

5 V. ¢jdl(z) =0,
5 : . . Eg,c
where 1 = 0 on the lower face each piezoelectric patch. Then the equation (2.27) can be written (Vr 45— k"""'im;.v) jdl (z) = 0, (2.30)
as follows J wge
9 0 . L OV abdl () — / kP ¢V apdl () = 0.
/ (@m'jsij ((9t ) + C]ﬂal (61‘ ¢)) 8,- (’Lﬂ) dxr — / ’LVT’(/)dl (.L‘) = {. o v (3 1:!) (T) - ¢ (
o ’ BEZ

The variational formulation yields from (2.28), (2.29) and (21;30); o .
Conversely, defining the current 7 on E{ UE; UEg“UE UE" UEL by i = ig on By, i = LgV ¢

. 0° ’ o) only, i=00onEy i=00nEy" i= N Vrpger on By®, i = ke on Ey°, and the voltage
| ) ) Lo 7 : - .
| / a (ekijsij (8252 u) + cris ( £2 ¢>> % () dz — EF ot Vrdl (z) = 0. LV ) = ug on By, and V.1 = 0 on E3°, then the variational formulation yields the equations
D

(2.1-2.2) and (2.12).

The derivative with respect to ¢ the above equation is




2.3 Numerical simulation tools For modified nodal approach, it is important that the voltage flowing from the piezoelectric

atch, appears as new degrees of freedom (new unknown), and the current is expressed as func-
tpion of voltage and node displacement. When formulated in this manner, piezoelectric patches

i i ircuit. Wh iational formulation
: S . . . ctly coupled to electrical components in the circuit. en variationa
The Analogue and Logic Electronic Circuit SImulation System ” ALECSIS” . is a hvbrid simula. € COTT®C, : i ai rical method equi-
tor developged in the I%aboratory for Electronic Design Aﬁtomation (LEDA),, Univ};zrsity of Nis. (2 ‘120;2'ti61)_£z ﬁz(ili‘;i(;gerslgg:f ;;f:;;ﬁecﬁlaﬁfglfgﬁ)j:tlis;: :hszréhx;ﬁeg;ﬁ lilsledis(Zre:?ztd
. s . ) . . 0 ) ) g valen - A . .
igiiiii?gﬁtf)ggs e(;?lu'gi;nrgngi}f;fislﬁ:rfgie;?aﬁ) I;igizgncigt:f b :ilni}lfailiﬁﬂmmn engine, and the using finite elements method, and description of electronics is the usual one according to the
: ' L e ) ' i 1 approach [8].
Alecsis [1] does not have tools for description of partial differential equations and their dis- modified nodal app 8]
| cretization. However, for finite elements solvers, these tools are usually separate programs, £ Adin
where mechanical device can be drawn, and where meshing is performed automatically or by Finite element o it

hand. The finite elements solver and Alecsis are coupled, as it is schematically presented in the
following figure.

2.3.1 Electronic circuits simulator : Alecsis

Let us recall the definition of the Ari Adini’s rectangular element, as it is stated in [6].

Definition 3 Ari Adini’s element [ARI] is defined as follows :

USER i) The geometrical shape is a rectangle (or a parallelogram), . o
i #) The degrees of the freedom are the value of the function and of its first order derivatives
' i at the vertices of the rectangle,
/ e ii) The space Py of the shape functions is defined by :
. : o P - 3 3
FEM preprocessor ;ﬁ::;:ﬁon iﬁ:,:l;mm fﬁ:ﬂrﬂf Pg = {P =poFy'; foraipe P}: with P = {P (3) U {&’n} U{gn’}}.
{commection) [ | |AleCH+ LleC+s Fy is defined for all =1 < & n <1 by :
| - mechanical model . (1+§)(1+n)w1+(1_€) (1+")x2
| description AlaC4+ LleC4+ = 4 éll )
| - spatial discratization coda cods +_(1 —&)(1—n) . (1+&(1—n ”
(meshng) — A\ Z 4 71 Zg 1 )
| Iinker / : leC++ Fr
o i +9U+n), . (1-O0+n)
Y= 4 Y+ 1 Y2
| T "\y ALECSIS J-9d-m  0+9d-n)
3 g4
built-; \ 4 ' 4 . ,
electrJ:nin sirmilation where (z;,7;) are the coordinates of the vertices A;, 1 <1 < 4.
| models in C engine
Description of the mesh
Figure 1. Coupling of Alecsis and finite clements method Here we describe the mesh of the one-dimensional model, which will be used in the second
chapter. The mesh is defined by two numbering :
2.3.2 Finite elements description of the coupled model Local numbering

Each element with or without piezoelectric element has its numbering given by :
Both finite elements (FE) and circuit simulators define models as contributions to the overall

system of equations. When finite elements model or electronic component model is known, that
means that its contribution to the system of equations is defined. All contributions are assembled
into the system, and the system is solved. The problem is to define finite elements models that
is correctly coupled with electronic models when they are assembled into the system.

To make correct coupling, it is necessary to formulate finite elements models in the network
‘ simulators framework. Network simulators use modified nodal approach (MNA) to formulate

equations [8]. The mechanical structure together with the piezoelectric sensors and actuators are
| described by a finite elements method. Electrical variables of piezoelectric sensors and actuators
appear as new degrees of freedom in the finite elements model (see description of the mesh).
The ADINT's finite elements is used for the discretization of the mechanical field (see [6]), with
| twelve (12) degrees of freedom. The potential is considered to be constant on each element. So
‘ Py finite elements are used for the potentials.
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12
P 13
9,10,11 14,1516
—
{e¢——}— Sensor
s.e___ﬂctuatnr
123 6,78
e Local valye

% Local values of the derivatives

Figure 2. Local numbering
The degrees of freedom of the first element is the following set

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 14, 15, 16}.

Global numbering

The global numbering of the mechanical structure with piezoelectric sensor and actuator is
defined as follows :

e Local value

/B Local values of the denvatives

Figure 3. Global numbering
The degrees of freedom of the first element is the following set

{1,2,3,9,10,11,14,15,16,6,7,8,4,5} .

18

Bibliographie

[1] Alecsis, User’s Manual, http ://venus.elfak.ni.ac.yu/“homer/ealecsis.htm

[2] Canon, E. et Lenczner, M., Models of elastic Plates with Piezoelectric Inclusions. Part I :
Models without Homogenization. Math. Comput. Modelling Vol. 26, No. 5, pp. 79-106, 1997.

[3] Canon, E. et Lenczner, M.Deux modéles de plaqu.e min.ce avec incllus.;ions de piézoélectriques
ot circuits électroniques distribués, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 326, Série IT b, p. 793-798, 1998.

[4] Ciarlet P.G., Plates and Junctions in Elastic Multi-Structures, Série RMA, vol. 14, Masson
(1990).

[5] Ciarlet P.G., and Destuynder P., A justification of the two-dimensional plate model, Comp.
Meth. Appl. Eng. 17/18, 227-52, (1979). |

[6] Lascaux, P., and Lesaint, P., Some nonconforming finite elements for the plate bending
problem, R.A.IR.O., R-1, pp.9-583, 1975. |

[7] Lenczner M.,and Senouci G., Modelling of a thin piezoelectric shell _coupled with a distri-
buted electronic circuit by distributed piezoelectric transducers, soumis.

[8] Vlach, J., and Singhal, K., Computer methods for circuit analysis and design, VNR, New
York.

19




Chapitre 3

Distributed control based on
distributed electronic circuits.
Application to vibration control

3.1 Introduction

a thin beam covered on one side with a distribution of piezoelectric actuators and on the other

side with piezoelectric sensors. Assume that this beam is subjected to either external forces or
| initial excitation. Our control objective is the optimal reduction of the vibration level.

The control strategy determination can be based on different theories. One of them, the optimal

control theory, leads to an explicit expression of the control law. It has the advantage to be

| optimal, relatively to a choice of functional that is minimized. Mathematical foundations of such
a theory are well established and are classical also for infinite dimensional systems. In practice,
| there is a strong limitation in use of it for distributed control with many actuators and sensors.
In fact, it produces a control law requiring that each actuator uses the data coming from every
sensors. This constraint is generally unacceptable for realistic fabrication of distributed control
Systems.
The goal of this chapter is to propose a new implementation of optimal control that does not
suffer such a limitation. We show how optimal control can be applied, in a realistic way, using
a distributed electronic circuit. Each (actuator, sensor) couple is only linked with its closer
neighbors.
Let us remark that the problem of vibration control for a one dimensional beam is quite simple
‘ and does not require a distribution of many actuators and sensors. However, this study is a
preliminary investigation before considering more complex cases of distributed control. Further
f interesting applications could be acoustic control or fluid flow control.

The chapter is organized as follows. In section 2.2, the statement of model and its reduction
| using asymptotic analysis are given. This simplified model is used in order to construct an
| optima] control law. The solution of the algebraic Riccati equation and its approximation with

partial differential operators are given in section 2.3. Then, its approximation by distributed
| - analog circuit is described in section 2.4. The last section is devoted to the numerical results.

! This chapter is related to a distributed control problem arising in structural mechanics. Consider
|
|
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3.2 Statement of the optimal control problem

We consider an elastic rectangular plate partially covered on both sides with piezoelectric
transducers. Those located on the top are used as sensors when those located on the other face
are actuators. The plate is assumed to be clamped on its boundaries I'§ normal to the width
direction and free on the other. Lower face of each piezoelectric transducer is connected to the
earth. The upper face of each sensor is connected to the input of a current to current amplifier
when the one’s of each actuator is connected to the output of an active voltage source.

3.2.1 The three-dimensional plate model

The motion equations of multilayered plate equipped with a distributed piezoelectric transdu-
cers are given by the dynamic equation :

/ (p*Ofuf.v; + 05845 (v)) dz = 0,
Qa
for all admissible displacement field v € V4. In addition, electrostatic equation

/ D2dupdz = 0,
Ne

for all admissible potential . Here Q2, p%, u?, 0®, and D* are respectively the domain occupied
by the plate, volume mass, vector of mechanical displacements, mechanical stress tensor, and
vector of electric displacement. The index a refers to the thickness of the plate. Mechanical
stresses and electric displacements are assumed to be linearly dependent of strain tensor sy, (u®)
and the electrical field ,¢" (¢ is the electrical potential) :

O'gj = Rijklskl(ua) + ekijakqb“ and Dg = ekijsij(u“) b ckiaiqﬁ“.

3.2.2 The two-dimensional plate model

In the following model formulation and simulation, the piezoelectric patches are assumed to be
perfectly bonded to the surface of the plate. In order to maintain symmetry of the geometric
structure, the piezoelectric sensors and actuators are bonded symmetrically on the top and
bottom. The thin plate model considered has been derived in [3] using asymptotic method.
The motion equation of the two-dimensional model is given by :

/ POuv + (CaprsDysus + apt) Oagv = 0,

for all admissible displacement v € V4, with

vad={ueH2<w>

(3.1)

on

Here w, I'o, p, U, Cagys, €ap and ¢ are the mean surface of the plate, the part of the boundary
Ow where the plate is clamped, the surface mass, the transverse mechanical displacement, the
bending stiffness tensor of the plate, the piezoelectric constant and the electric voltage on
actuators. The mean value of the charges flowing out of the upper surface S of a sensor is equal
to :

suchthatu=%=OonFoC(")w}.

1
q=eaﬂ——/8§5uds. (3.2)
1S] Js

This two-dimensional model has been used in the numerical simulation presented in this work.
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3.2.3 The homogenized one-dimensional beam model

Let us assume that sensors and actuators are numerous and periodically distributed in t.he
plate. Thanks to homogenization theory, one can derive a simplified model of such a composite
structure (see [3] for a rigorous presentation). It leads to a model of an homogeneous electro-
mechanical medium which presents a behavior close to original one. Nevertheless the stiffness
tensor, the piezoelectric strain and the permittivity matrix of this model are con-stants. “The
current flowing out of the upper surface of a sensor is modelled by a distributed continuous h.eld.
The voltage on the actuator is represented by a distributed continuous voltage. The equa,‘Florls
of the homogenized plate model are the same that (3.1-3.2). Only the value of the coefﬁments
makes a difference. We do not introduce new notations for them. This model is used in the
optimal control synthesis. — . ‘ .

We assume that the plate strains are pure bending in the direction £ of the beam axis. Its turn
out that, the strain in the other direction is small. Then the homogenized plate model can be
replaced by a one-dimensional beam model :

O2u+rA%u+ dAg =0 on RY x (. (3.3)
Here,
rzﬁﬂl, dz-e—l—l—l,ezeln, and Q = [0,1].
P P

The boundary conditions are u = d;u = 0 on RY x JQ. Initial conditions are u (0,£) = g (§)
and G;u (0, &) = 0. Here, A is the one-dimension Laplace operator : A = 8&. In ter_ms of contr(_Jl
theory u is the state variable and v is considered as a control variable. The density of electric
charges and of current delivered by the sensors are

q = eAu and i = eAd,u.
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Mechanical structure equipped with distributed electronic circuit

Figure 1

3.2.4 Optimal control

In the following, an optimal control theory is applied to the one-dimensional homogeneous beam
model. First, let us write the model as a first order system of differential equations :

Oz = Az + B¢ for t > 0 and z(0) = °. (3.4)

Here the state variable # = (21, z3) =*(u, d;u) belongs to L*(R™; H) where H = H? () x LA(Q),
‘ 2 = [0,1] denotes the one-dimensional domain occupied by the beam and HZ(Q) is the set of

functions u belonging to H*(Q) such that u (t,£) = Geu (t,£) = 0 on the clamped boundary
| R* x T'o = R* x {0, 1}. The operator A is defined as follows,

0 I
| A—(—T‘AO 0)’

4
| with domain D(A) = HY(Q) N HE (Q) x HE () C 'H, where Ay = A? = 4 Its adjoint is

d§4“
0 —rf
o o)

The control operator B : U = H Q) N H () — H is defined by :

p=(").
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equal to :

A*

I

— I

A straightforward calculation shows that the adjoint B* : H — U of B is defined by :

B*z = (0,—dA™) ( . ) = —dA "z,

)
Consider a scalar dq and the operator C : H — Y = HE () defined by :

z
Ty

C£B=(d1[ 0)( ):dlmleY

Now, we consider the minimization problem : Find v which minimizes the cost functional
7

J(v) =/°°|ox|2y+|¢|f, it, (3.5)

0
where the state variable x and the control variable v are constraineq by the state equ.a,tio.n
(4.5). Since (A, B) is exponentially stabilizable and (C, A) is exponentially detectable, this mi-
nimization problem admits a unique solution. Following the optimal control theo?y, there exists
a unique nonnegative self-adjoint solution X 4gg to the Algebraic Riccati Equation (ARE) :

(A*X app + XarpA — XareBB*Xape + C*C)z = 0, for all 2 € D(A) (3.6)

and the optimal control ¢ is given by

¢ = —B*Xsrpt (3.7)

Remark 4 (i) The choice of the control space U leads to the fact that the bounded operator

0 O
BB =1y er
implies that the Riccati operator X can be written as sertes of Ao.

(i) The velocity feedback ¢ = ki = keBu leads to the exponentially stable system O2u +
rA%y+dA¢ = 0 on Rt x Q. The norm of ¢ is strongly dependant of the frequencies. It increases
like a square of the frequencies, then the energy increases in the same sense. In practice such
Jfeedback leads to the saturation of the amplifiers and /or actuators.

(1) The cost functional is chosen such that the cffect of this controller is not uniform for
all frequencies. This choice avoids the saturation of the amplifiers.

. In distributed control this choice has not effect on the control law. This

3.3 Exact solution X 4pg of the algebraic Riccati equation

In this section, we propose an approximation Xy of the exact solution X4gp. The derivation
of X, is based on the expression of the exact solution Xarr. Then, we detail the control law
that is obtained when X 4grp is replaced by Xj. Since the state equation is a second order one,
X4rp is a 2 x 2 matrix of operators :

X1

X
XArE = ( Xy -

Xy ) e L(H).
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Its adjoint with respect to the scalar product (.,.),, is given by

. X AV'Xy
XARE - < AOng ng (S L (H) .

Since the operator X 4gp is self-adjoint then

Xll = Xfl’ X22 = X;z, X12 = AchX;l and X21 = A()Xikz.

All components X;; of X srp can be written as X,
and le = X2

Lemma 5 The unique self-adjoint non negative solution of the ARE (2.6) is given by :

= > kez OkAS with o) € R. Hence X, = X7

2
X11=\({—2—T‘2\/ A0+A0\/I‘|‘dd114 Jl-f-'('iiAO y

r d?d?
| X12=d2< I+\/I+—1AO)

dzd
X21=d2< A0+Ao A )

2r d?
X22 e \2—2_ AO AO I + d A_

Proof. The equation A*X + XA — XBB*X + C*C = 0 is equivalent to :
(0 0 ~—rl Xn A'Xy
0“(0 0)+<A00 )(X21 X, )

).

Xn Aglxz 0 Iy
X2 Xoo —rAy O

X AgtXy 0 0 X1 AjrXy
Xon Xn 0 d*I X Xpp

—rXo1 — AF' X3ir Ao + A2 — d2A; X3 Xor = 0
‘ C —r X+ Xu — AT XS Xy = 0
‘ AgX11 — XoarAg — d* X2 X91 = 0
| X§‘1 -+ X21 e d2X22X22 = 0.

which is equivalent to

Since X5 = XJ; and commutes with A :

| PAT X Xog + 2r Xy — &2 = 0,
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X1 =rXo + dzAanglez, (310)
A()Xll - XQQT'AO - d2X22X21 = 0, (3.11)
12!

The equation (3.9) has two roots

X21 = ; (—TA(] + Ag\/ r? + dzd%Aa]> =

From (3.12) X2 > 0, so we make the choice

/ d%d? _)
X21—d2< Ao-I-A() I—l—-—-——-—A

Since X9 > 0, from (3.12) and (3.10) we obtain respectively

d?d%
Xop = 32( A0+A0\/I+~"'“A )=

3 d?d3 d2d?
Xy = _—\/3;"2\/—A0+A0\/I+-—A \/I+—1A

Since, X5 = A5 Xy, then

r d2d3
X12:ﬁ<_1 I+—A )

Remark 6 [t is worth looking this exact solution. Since it is composed of square Toots of partial
differential operators, it is clearly a non local operator. Implementation of §uch control law

(3.8) using distributed circuits, should require that any given ac'tuato'r.should receive measurement
' from every sensor. As it was already explained in introduction, this constraint is too strong for
fabrication of real systems. That is the reason why an approzimation of X arg will be considered.

(3.9)
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3.3.1 An approximation of X zg

An analysis of the algebraic Riccati equation shows that each component X;; of X, ppr can

be written as X;; = > kez XkAE. We make a Taylor expansion with respect to Ay*, for each
component

X = dlff + %AEI +o(457),
X1z = Z—iAgl E %?;Agz +0 (457,
Xo = ;i—if —~ d;i%Agl +o (451,
| Xpp=-B 1 _ d—don—l +o(451).

dy/r 8r2
For high frequencies, X srr can be approximated by the operator X, :
di+/7 dd® ,_ d2 _
o (S fa
= ) ;
ar -1
Let us define the residual operator
Q (Xo) = A*Xo + XoA — XBB*X + C*C,
then
d2dt 41
——= A" 0
X)) = [ ~z 4o _
Q (Xo) ( 0 0 )
The approximation error is given by the norm of the residual operator

d?d} 1
Q Xo)zx < —-1— z ’
19 (X0)2lhe < Gz el
where pu, is the first eigenvalue of A,.

Lemma 7 Q(Xo) <0 and the system ({.5) stabilized by ¢ = —B*Xyz is exponentially stable.
Proof. With this particular choice of X, we find that

aﬁzd‘l1 1
QXo)=| ~32% 0l <om
| 0 0

Now, replacing X 4pp by Xo in (3.7), v € H2NH(Q) is solution of the boundary value problem :
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d(dy)?  dy . .
A¢ = o u+ W(’)ﬁu in (3.13)
¢ =0 on 0N
By another way, from the current equation, dyu = u; € HE () is solution of :
Auy = S in Q, (3.14)
u; = 0 on Of.

The same thing can be done for the equation of charges. Using these equat.ions, one can compute
du and v in . Using (3.13), one can deduces v. The resulting control Ia.W is derived by.a cgscade
of equations involving only local operators. Thus, it can be approximated by a distributed
electronic circuit having connections only between neighbors.

3.4 Approximation by a distributed electronic circuit

The control law based on X agg or on Xy has been derived from the homogenized beam model.
That is the reason why it is constituted with partial differential operators with con.stant cogf—
ficients. Evidently, this control law cannot be directly applied to a real system having a ﬁn.lte
number of actuators and sensors. Now, we will discretize the cascade of equation constltutm.g
the controller. Then, a distributed circuit implementing the discretized controller will_ be d(?scrh
bed. Finally, results of our numerical simulation will be discussed. Consider a one—dlmepsmnal
mesh with nodes (£,,)n—=0. n+1 located at the centers of actuators (or of sensors). The distance
between two actuators (or sensors) is denoted by h.

A finite difference approximation of the controller equations is given by :

2
¢n+1 - ¢n ¢n—1 - ¢n . d(dl) _ h_@_
R R T gy e NG (3.15)
forn=1,..,N and vp = vy41 = O.
Bl = Utn y Yenod ZUen _ Dy 0 =0, (3.16)
[

h h

A similar equation for the determination of u can be derived using the equation of charges.
This cascade of equation can be implemented with a cascade of distributed circuits as shown
on the following figure
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Figure 2. Electronic Circuit realizing equations (3.15) and (3.16).

In the above figure the subscripts A4, s and ¢ refer respectively to the actuator, sensor and the

capacitor, and u,4 denote the voltage and the current.

3.5 Numerical results

3.5.1 Analysis of the exact solution

In this subsection we analyze the solution of the analytic solution of (3.3) without control.

3.5.2 Eigenvalues and eigenfunctions

The eigenvalues problem associated to the equation (3.3) is given by

d4
rd—;f — w?w =0.
Defining
x w
= - d = —
¢=7andn 7
where [ is the length of the beam, we get
n/l/l _ “477 — 0‘
Then S
272
s _ Wl
ph=—

The general solution of (3.18) can be written

1 (u€) = As1 (U€) + Bey (u€) + C'sy (ué) + Dey (1),
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(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

where

s1 (u€) = sin (u€) + sinh (p€)

¢1 (u€) = cos (u€) + cosh (p€) (3.21)
g (u€) = —sin (p€) + sinh (u€),
ez (u€) = — cos (u€) + cosh (u€) .

From the boundary conditions we obtain

cospcoshy —1 =0,

and

n(ug) =C (s2 (n6) - 2 8’3 2 (uf)) -

n 1 2 3 4 5
t, | 4.730 | 7.853 | 10.996 | 14.137 | 17.278

Five first eigenvalues of the clamped beam.

3.5.3 The homogenized model

In this section we compute the exact solution of the homogenized cont'rolled beam equation
(3.3). We compare the effect of the velocity feedback ¢ = ki and the optimal conFrol feedback.
The coefficient k is chosen such that the decay rates of the first mode are equal in both cases.
Let us recall that the cost functional associated to the optimal control problem has been chosen
so that the decay rate of each modal component of the solution is thg same. .
Consider the solution u (¢, &) on the basis {1}, of the eigenfunctions associated to the ei-
genvalues {u} oo, of the operator rA? on Q, as follows

u(t,€) =Y (t) vy (18) (3.22)
k=1
Then the equation of (3.3) becomes
Uy + TpiU + dpid = 0. (3.23)
We first consider the velocity feedback
¢ = auy, (3.24)
from (3.23) we obtain
w? + adpiw +ruy =0, (3.25)

with

w =

(—adpi + judy/4r — a2d2p,§> : (3.26)
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Then the solution of (3.3) is given by

—

uk(t)=e 2

1

dps2
k

Now, consider the optimal control case. The feedback is given by

-

4

du?
% cos (ct) + 2 cr“'k sin (ct)) with ¢ = pf\/4r — o2d2u?, (3.21)
82 (1) .
du — —
ond 1) = (3208) — 28e, 40,
¢ = dp* (Xoru + Xapuy)
4 d2d2
Xor () = “2E (—-1 +4/1+ 71#;4) ,

(3.28)

\

2r d*d?
Xo2 () = 7 (‘Ni + pp [ I+ ##;4)-

Substitute ¢ in equation (3.23) we obtain

1
——d2 X
" (t) —e 2 22{tts,) 1

d’X
(-]; cos (¢1t) + 4 X2 () sin (cqt)

C1

where ¢; = \/drug + 4d2 X, (11,) — A2 X2, (14).-

Remark 8 In the computation,the coefficient o is chosen such that cdu? = d X,y (1), so

o = dXze (lh) .
I

The displacements at £ = % for the four first modes in velocity and optimal feedbacks are
plotted in figures (3) to (6). The voltages input to the third actuator corresponding to the four
modes are also plotted in figures (3)- (6). For the first mode the displacements are the same
in both cases. According to the predictions the velocity feedback is more effective when the
mode number increases than the optimal control one. However the actuator voltages become
also very high. The initial condition in both cases is u (0,€) = 1 and u(0,£) = 0 where £ is
the number of the mode.
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3.5.4 The non-homogenized model (3.1)

In this simulation we use a brass elastic plate. Its dimensions are 95mm x 5mm x 2mm. This
clastic plate is equipped with ten pairs of sensors/actuators and electronics that is able to
change mechanical characteristics of the structure. The ten pairs of piezoelectric elements are
PZT ceramics, with dimensions 5mm x 5mm x 0.2mm. The distance between of two piezoelectric
elements is bmm.

The two-dimensional plate model is discretized using a finite elements method. The elastic plate
is discretized with nineteen elements in the longitudinal direction and one element in the other.
The global system constituted with mechanical structure and distributed circuit, is solved by
an electronic circuit simulator Alecsis [1]. The electrical circuits and their connection with the
mechanical structure are defined in Alecsis. The FE solver provides the mesh and elementary
matrices. The files created by the FE processing program and the description of electronic
circuit are introduced in Alecsis. This last constructs the global matrix and solves the global
linear system.

Here, piezoelectric sensors give informations about displacement. Each electronic cell of the
circuit processes those informations and gives appropriate input to the piezoelectric actuator.
In this way, the displacement can be controlled by applying suitable voltage input to the
piezoelectric actuator. Each processing cell of the circuit communicates only with neighboring
cells, which makes this electronic system somewhat similar to cellular neural networks (CNN).
We make the same calculations than the above subsection, that is we compare the displacements
at £ = % for the four modes in both local and optimal feedbacks cases.

The local feedback, means that each electronic cell of the circuit takes its input from the sensor
(time derivative of the displacement), calculates the controlling voltage and applies it, as the
voltage input to the piezoelectric actuator. In this case there is no connections between the
cells of the circuit. This is a velocity feedback, because the feedback voltage is proportional to
the time derivative of the displacement. In the optimal control case, each electronic cell of the
circuit takes the input from a sensor, receives informations from neighboring cells, calculates
the controlling voltage and applies it, as the voltage input to the piezoelectric actuator.
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Waveforms of the local-controlled (velocity feedback) and optimal controlled plate displace-

nts at £ = %, and voltages to the third actuator, are plotted for the four first modes respec-
me :

- in figures (7)-(14). |
trf\;llzl};cl)itrgller Xo and the velocity feedback give about the same decay rate about the first

de. The optimal controller X, provides the same decay rate for the f(_)ur modes. The i-nput
& es related to the modes 2 to 4 of the velocity feedback are more important than those
volt}‘(f g:ontroller Xo. However let us remark that in contrary to the theoretical predictions, t-he
& tlied voltages of the controller X, for the first mode are more higher than those of the VelF)C]ty
? prc)lback. This error yields from the approximation of the Laplacian close to the boundaries.
'ﬁfle physical parameters of the plate piezoelectric system are the following :

Dimensions Parameters
p = 5850kg/m>
E3g = 7.le — 6Fm_1
length = 95mm, R1111 = 1.3FE5
Brass plate width = dmm Rgp00 = 1.3E5 ,
Thickness = 2mm r =16.29
d=10
e=16F—6
length = bmm, p = 7600kg/m3
Piezoelectric width = bmm e=1.1E—2
Thickness = 0.2mm e = 11.
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Chapitre 4

Parametrization of H,.,-suboptimal
controllers : Application to the wave

equation

A parametrization of the Hoo-suboptimal dynamic controllers is proposed for some infinite
dimensional systems. An application to the wave equation with internal control and internal
perturbation is presented. This parametrization is the generalization to the infinite dimension
case of a result obtained by P. Gahinet for the finite dimension case.

4.1 Introduction

H Let X,U,W = W, x W, be real, separable Hilbert spaces, and let £ (U, X), £ (U, X) be the
class of linear bounded operators from, respectively, U to X and W to X. In this work, we
consider the uncertain equation G on X :

2! = Az + Byw, + Bou
:{ ! 2 (4.1)

z(0) =0,
where B, € £ (W,,X), Bz € L(U,X); u is the control and w, is an unknown disturbance,

with « () € U and w, (t) € W,. The operator A is the infinitestmal generator of a strongly
semigroup S (t) on X. The partial observation is given by

y = Cax + Doy, (4.2)

where 0, € £(X,Y) and Dy € L(W,,Y), Y being a Hilbert space, called the space of
Measurements, wy (t) is being another disturbance, modeling the measurement error. Here the
Controller is allowed to be only causal function of the observation y. The performance index z
IS written in terms of a second output :

z=Cix + Dpau (43)

Where 2 (1) € Z, with Z a real Hilbert space, C1 € £(X,Z), D12 € L (U, Z) satisfying the
following standard hypotheses :
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(H1) Dj,Ds4 is coercive on U,
(H2) Dy D3, is coercive on Y,
(H3) D;,C; =0 on X,
(H4) Dy Bf = 0 on X.

Remark 9 The two last assumptions mean that |Gz + D12u|2z =5 |C’1m|22 + ‘Dlgu!é for all
* * * * 2
(#,u) € X X U and | Biz + Djyly, = | Bizly, + |Diyyl3, for all (z,y) € X x ¥ .

Let the cost function corresponding to the output z be '

+o0 +o0
P (W) =/0 Iz ()] dt =/0 (ICz @)1l + (D Dizw, w)y,) dt. (4.4)
We describe a method to determine a class of H., dynamic controllers X for {4.1) and (4.2),

characterized by (Ak,D (Ax)) an unbounded operator, By € L(Y,Vk), Ck € L(Vi,U),
having the form

p(0) =0, 45 [

p' = Agp+ Bgy,
U = CKp .

The operator Ax is the infinitesimal generator of a strongly semigroup Sk (t) on Vi, where Vj
is a real Hilbert space. If Vi = X, then _Ag can be chosen as a bounded perturbation of the
unbounded operator A, with Ax = A+ My, where My € £ (X, X).

The H*—optimal control for (4.1) under (4.2) and (4.5),

with the cost function (4.4) is the
following : Given v > 0, find Ay, Bx and Ck such that

pfsa (U, w) < 72’

sup (4.6)
400

et [ (1l O, + llwa ()13, ) d

where w, € L? (0, +00; W,) and w, € L? (0, +o0; Wy), with L* (0, +o0, W) is the Hilbert space

of Lebesgue square integrable functions on (0, +00) with values in W,

Definition 10 The y—attenuation level is attained for system (4.1) with the observation (4.2)
and cost function (4{.4), if there exist Ax, Bx and Cyx in (4.5) such that (4.6) holds.

Our result generalizes to infinite dimension the one’s in [8]. The proof is based on two lemmas.
The first one is the bounded real lemma in infinite dimension, proved in [4], and the second is
a generalization of an algebraic lemma used by Gahinet [8] in the proof of his main result.

In addition to the general parametrization, we apply it to the construction of particular dynamic
controllers for the wave equation with internal control and internal perturbation. In a second
application, a large class of dynamic controllers is explicitly formulated for the same problem.
Let us make some comments on the problem of the parametrization of the H, -optimal control-
lers. This H,, control problem was first formulated for finite dimension linear time-invariant
systems. Several approaches to solve the problem were adopted : frequency domain, state-space
and combinations of these. One of the main contributions to solve the problem was done by J.
Doyle, K. Glover, P. Khargonekar and B. Francis in [6]. The authors have used the state-space
approach of the problem to show the equivalence between the suboptimal problems and the
solvability of two Riccati equations. In [9], B. Van Keulen has extended the results of [6] to the
Pritchard-Salomon class. All the assumptions done in [6] have been generalized to their natural
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. gnite dimensional counterparts. By another way, in [8], Pascal Gahinet has solved the same
mroblém with a proof based on the Bounded Real lemma.

erning the parametrization of dynamic stabilizers for the wave equation, D.L. Russ?,l_ [11]
Cc}n‘; Ammar Khodja and A. Benabdallah [2] have described some large classes of stabilizers
?)n‘d]g of first order in time, while M. Afilal and Ammar Khodja [1] have described a large class

eil o

: ilizers being of second order in time. o i L
of st&:;lper is organized as follows. In section 2, the general parametrization 15'descr17bed. and
;l;fletf vo applications to the wave equation are detailed. The proofs are reported in section 3. In

e

<ection 4 is devoted to an appendix.

4.2 Main result and application to the wave equation

In the first subsection we present our main result. In the second subsection,'we.des.cribe its
IIl)plicaxtion to the wave equation. A general class of controllers for wave equation is given.
)

4.2.1 Main result

Let X,U,W,Y, Z be some real separable Hilbert spaces and A be the inﬁnjtesimgl gfllztarz?orz ())f
a Co_semigroup e** on X with domain D(A), By € L (W, X), B; _6 E(U,X),fbl \d (“:l,near,
Cre L(X,Y), Dy € L(U,Z), Dn € LW,Y). Here L (X,Y.) denotes the se? 0 }){un ? b y')
operators defined from X into Y. We denote the Hllbert' adjoint of an opera,tor e L(X,

by K* € L (Y, X), for example, B} € L(X,W). We consider the uncertain system

2 = Az + Byw + Bau, :L'(O) =0,

G4 z=Cyz+ Dyu,
Y= ng + D21w7

(4.7)

Here z : Rt — X is the state of the system, v € L?(R*,U) is the control input, w €

L*(R*, W) is an unknown deterministic disturbance, y € L2(R™,Y) is the partial observer and
z € L2’(]R+ Z) is the performance index (also called the controlled output). We shall degojce
the inner p’roduct of a space H by (.,.)y and the corresponding norm by |.|5. Throughout in
the paper, we suppose that the standards hypotheses (H1-H4) hold. | et
Furthermore, let a system K, which takes y as an input, and produces the output u, be define

as follows
K: {

i infinitesi or of a Co-semigroup ex* on a
Where Ay D( Ax) — Vx — Vi, is an infinitesimal generator o
separable real Hilbert space Vx with domain D(Ak), Bk € L(Y,Vk) and Ckx € £ (Vi,U).
Given a dynamic controller K we denote by
F(G,K) L* (RT, W) — L* (R*, 2)

w o — Z,

p = Axp+ Bry p(0) =0,

(4.8)
u = CKP,
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the closed loop operator and its norm by || (G, K )I-
This above function is called the transfer function of the following coupled system :

(Y-(3)em (2)o()
~(3)

_ A Bk _ By
A= ( BxC: Ak ) B = ( By Dy,

An equivalent definition of the definition 1 is the following.

(4.9)

where

) ,C = ( G DipCy ). (4.10)

Definition 11 For a given positive number v, we shall denote by Poo(7)

controllers K of the form (4.8) having the following properties :

(i) (A, B) is exponentially stabilizable and (A*,C*) is ezactly controllable,
(i) |F (G, K| < .

In order to give a sense to the sequence, we assume that :

(H5) (A, B,) is exponentially stabilizable and (4, C,) is exponentially detectable,
(H6) (A4, B;) and (C¥, A*) are exactly controllable.

Remark 12 Assumptions (Cf, A*) is ezactly controllable and D1,Cy = 0 imply the following
condition : There exists € > 0 such that for all (w,z, u) € R x D(A) x U satisfying iwr =
Az + Bau, there holds |Cix + Digul2 > e|z|%. This latter is the analogue of the invariant

zeros condition for the finite dimensional case : (A, By, Cy, D13) has no invariant zeros on the
Imaginary aris.

the class of dynamic

Definition 183 We shall denote by Qoo (y ) the class of dynamic controllers of the form (4.8)
build as follows : Ak : D(Ag) — Vi — Vi, By € LY, Vk), Cx € L(Vk,U). Given two self
adjoint coercive operators P and Q from X into X, two injective operators with closed ranges
. M e L(Vk,X), N € L(Vk,X) jointly satisfy

(Aw, Py)x + (Pz, Ay)x + (P(y~2B1B} ~ By (D%, Dyy) ™" BS) Pz, Y)x + (Ciz,Cry) , +
((PBz (D2D1a)"% + MC, (D3, Diz)?)'s, (PB, (D3 D)™ + MCy, (DTsz)%)*y)U =0
for every x,y € D(A),
(4.11)

(Qz, A")x + (A'2,Qy)x + (QUYC1C1 = G5 (D1 Dy) ™ C)Qu, 1) + (Biw, Biy)y
; 1 1 -1 1
+((QC3 (D21D3)™ + NBx (DuD3)b)a, (QC; (DuD3y) ™ + Ny (DuDp)tyy) =0

Jor every x,y € D (A*),
(4.12)
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with

MN* =~72PQ — 1, (4.13)
re (PQ) =15 (QP) < ¥*. (4.14)

In addition,
AxM* = M*(A+~"2B,B}P + ByCx M) (4.15)

_ByCy + v AN"1QMC4(BiP + D3y D12Cx M*)

or equivalently

NAx = {A+~7%QC;C1+ NBxCy} N (4.16)

—ByCx + v 2 (QC} + NBy (D Dy,)) (NBxg)" P(M*)™,

where N € L (Vk,Tm(N)) and M € L(Vg,Im(M)) are the invertible and continuous ope-

rators associated to N and M.
Let us recall the following well known result.

Definition 14 Assume that (H5) and (H6) are satisfied. We call v, the small positive"’valuc
of v, such that for every M € L (Vi, X) (respectively for every N € L (Vk, X) )_thefe eus_tts a
um'q’ue self adjoint positive solution P € L(X) (respectively Q € L(X)) of the Riccati equation
(4.11) (respectively (4.12)).

We are now ready to state the main theorem.

Theorem 15 Consider a parameter v greater than 7.y,
(1) if K belongs to Peo (7) then K belongs to Qe (7),
(i) let us assume that (H5) and (H6) are fulfilled, if K belongs to Qoo (v) then K belongs to

Poo (’Y)
Proof : see subsection 3.2 and 3.3.

4.2.2 Application to the wave equation

In this section we apply the point (ii) of the theorem 2 to the wave equation. First we built two

1 ily of such controllers.
Particular controllers K € P, then we propose a fami .
Let Q be an open bounded c>;ubset of R” with a regular boundary. Let us consider the wave

€quation :

. _‘_ Q

"= Au+ wy + v in R™ x €2,
Z —0 in RT x 89, (4.17)

u(0) = 0,/ (0) =0 in Rt x Q,
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I|
First case Particular controllers
With the partial observation Let us pose Vi = H} () x L3(2), we define the following operators
. First case
Y = Uy -+ Wy in R+ X Q, (418)
' Ae=(% £ 4 OO), (4.22)
and the measurement output . A0 0 o
= i + .
(ol ks o 1o it
’ 2(72 _ 1) \/’1’2—_1‘ (4 23)
o= — - , 2.
v(v*—2)
where the control variable is v € L? (R*, L? (2)) and the perturbation variable is w = ;}Ul )
2
— 72 2 : , :
€ W = L*(Q2) x L (Q2) . The system of equations (4.17), (4.18) and (4.19) can be wrltt%n 1r}the - -1 < 0 ) and O = [0,——2 1) (4.24)
form (4.7) with X = Hj(Q) x L*(Q), Y = L*(Q), Z = (L* ()%, U = L2(Q), A = ( A @ ) ¥ -2 \I =1
B, = (g ?) = gf, B, = (?), Cy = (g ?) = 6{, E; =(01I ), Cy = (0, 1), The dynamic controller is given by
= 0y &= 2 I
O£= ( ) D21=(1,0) and D12= ( ) 2.1
! ! pe = Ap + ap, - LI VY wss)
K: :
- Second case v — 734_1“
With the partial observation
Finaly the coupled system is given by
y = U + un in R+ X Q, (420)
and the measurement output uy = Au — ﬁp; +:Ul:z, — (4.26)
2 =1u in R* x 0, (4.21) pu = Dp+ apy — T ’th—w,}f_g wy,
Zg =" in Rt x 0, '
with
2 _ 1) /72 —
where the control variable is v € L% (R*+, L? (2)) and the perturbation variable is w = ( zl > . 4 ( 12) ;) Y
€ W = L*(Q) x L*(Q). The system form by (4.17), (4.20) and (4.21) can be written in .
. 0 I In 1] it is proved that the system (4.25) is exponential stable.
— 7 2 — gl _ 72 _
the form (4.7) with X = Z = H}(Q) x L*(Q), Y = H}), U = L (), A = ( A 0 ), Second case
00 0 I0 .
mi=(g7)=5m=nu=(9).c=(§ 8)=ctBi=(0 1),Co= D~ e
I Ax = A+ (y-2B\B; — BoB3)P + (v2QP — 1) QT30
(I 0)andCj= 0 ) 1 (4.27)
_ — —(42QP - 1)1 QCY, and Cx — —B:P,,
Here A is the Laplace operator with the domain H? N H(2). The assumptions (H1)-(H6) are Bx =~ (7"QP - 1)~ QC;, and Ck 2
clearly satisfied in both cases. In order to apply the part (ii) of the theorem, let us consider 2

with
Y > Yopt = 2.

N

[ VE(-A) (14 ANt A (L4 4r) ) :
71 (=A) (=1 + A7) V2(=A) (-1 + 4y)
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where

5 1
-1 il =
AI(7aA) = (I + ’)’2 (—A) 1> .
Theorem 16 For vy greater than Yopt: the system K characterized by (Ak, Bx,Ck) in both
cases belongs to Poo ().
Remark 17 i) The value Yopt depends on the first eigenvalue of the Laplace operator,

(ii) The theorem 8 is a direct consequence of the theorem 2. The derivation of the controller is
based on the resolution of the equations (4.11)-(4.15) where we have made the choice M — I,

PBy+Cr =0
and
QRC; + NBg =0,
with
N=(y2QP-1)"".

The fact that Vic = X results of the choice M = 1. If M is an arbitrary invertible operator,
with continuous inverse, between a separable Hilbert space Xy and X a similar computation
leads to another controller (Ag, B, Cx) such that Vie = X M. This means that the choice of
Vi is a direct consequence of the choice of M.

(iii) Contrary to optimal control, this controller is obtained by using a partial observation.

(iv) Since the condition (4.1 8) is not in general fulfilled, then this method does not apply to the
boundary control.

A class of controllers

In this section we generalize the controller exhibited in the last section. It leads to a wide class
of controllers. Consider two linear operators

Qp : L*(Q) — H}(Q) x L¥(Q)

and

Qq : L* () — Hy () x LX),
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such that each components gi ; ) and ( gg; ) are some arbitrary functions of —A. In

addition, we assume that Qp1Qp, and Qg1Q%, are some non-positive bounded operators.
Now, let us consider the operators P € L (X) and Q € L (X), defined by

2 : .
(F+(=0)" 4p) (24p + T5=QpaQpy ) — Q@mQpy (—~A) T Ap
72 ~? .
P= 7 2 1 ! 3
Link Ap <2Ap +21 > QP2Q}32>
(4.28)
g =1 :
with Ap = A + (A2 - A+ QPlen))
2 1 %
4 <2AQ i %—QQZQ52> (—A)™" Aq
Q E Ao 1 -1 72 -1 * 2 *
’ AQ (I == (“A) AQ) (2AQ T TQ@QQQ - QQlQQz
(4.99)
v -1 : 3
with Ag = A + (N i A(I+ QQzQZ‘gz)) :
Let us pose Vi = H(Q) x L*(Q),
A = A+ (7_2Ble — ByB3)P + B3Q% — (’y-zQP — I)_l (QQ — QC3) Oy
+y 7 (vPQP — )71 (Qp — PBy) Qp, (4.30)

Cx = Qb — B3P and Bg = (v 2QP — I)"1(Qq — QCY).

Consider a v > Yopt Such that the lemma 1 is applicable when

N

PBy (D}yD12) "% + MC3 (D,D1a)? = Qp

l=

QC; (DyD3) "% + NBy (DD} = Qo

and such that r, (PQ) <~

Theorem 18 For every operators Qp and Qg satisfying the above conditions, the system K
characteriyed by (Ax, Bx,Ck) given by (4.80) belongs to Puo (7).
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4.3 Proofs

4.3.1 Extension of the algebraic lemma of [7]

Here 7y denotes any positive real number. Consider two separable Hilbert spaces V and W. In the
following lemma, we consider two self adjoint invertible and bounded operators P € LV x W)
and @ € L(V x W). Let us consider the decompositions of P and of Q relatively to V x W :

(R M e [ S N
P_(M* 6>andQ—'y P _<N* \Il>’

where R L(V),S€ L(V), M e L(W,V),NcLW,V),0ecL(W),¥eL(W).

(4.31)

Lemma 19 (3) If P is positive then R and S are positive and the spectral radius ry (R=15~1)
is strictly less than v

(i) Conversely, given self-adjoint, positive and invertible operators R € L(V) and S € L (V)
such that 7, (R71S™") is strictly less than v2. If there ezists M € L(W,V) and N € L (W,V)
two injective operators with closed ranges such that MN* = ~=2] — RS. Then there exists
unique self-adjoint, positive and invertible operators § € L (W) and ¥ € L (W) such that the
operators P € LV x W) and Q € LV x W) defined by (4.31) are positive and PQ = v~2].

Proof of the lemma 4 : The proof is done for v = 1. The general result can be obtained by
scaling P =y71P and Q =y71Q.
Necessity part (i). Suppose that P = (
then R = R* and

R

e ];/I ) is invertible and positive. Since P = P*

(Rm,m)vz(’l?(g),(g)) >0 forallz eV,
VW

then R is positive. Since P is invertible then that P is injective, it follows that R is injective.
From the above lemma (A.3.6 [5]) one deduces that R is invertible. For the same reason S is
invertible and positive. Now it remains to prove the inequality 7, (R~15~1) < 1.

From

ppi_ (BS+MN* BRN+M¥\ _ (10
"\ mrs+ont MN+ov )T\ 0 1)

arises the following system,

MN*=1—- RS and MV = —RN,

which implies that

MUM* = —R(MN*)* =R(SR~-1I).

But,¥ > 0 implies that

R(SR—1I) >0,

or equivalently
(RiSR* — I) > 0,

therefore

(297 'Rz —]) <.

Lemma 20 If A is a bounded self-adjoint positive operator on a Hilbert space, then

e (A) <1l A-1<0.

Proof. The proof of this lemma is in appendix. d
From the lemma 5 we deduce that r, (R_%S_lR“%) < 1. |

Let us recall the well known result.

Lemma 21 ([5]) Let T, S be bounded operators on the Banach space X. The following relation
holds :

ro (TS) =14 (ST).

From the lemma 6 we conclude that

ro (R385 RY) = v, (RH (BTES7)) = o (RTIS7) <1.

Sufficiency part (ii). We construct two invertible and positive operators § and W. Let us
prove that there exists a unique invertible and positive 8 € L£(W¥) such that

ON* + M*S = 0. (4.32)

This equation is equivalent to

NON*+ NM*S = 0.

Using the relations NM* = [ — SR and (SR — J)S = S(RS — I) this is equivalent to

NON* = S(RS - I).
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4.3 Proofs

4.3.1 Extension of the algebraic lemma of [7]

Here -y denotes any positive real number. Consider two separable Hilbert spaces V and W. In the
following lemma, we consider two self adjoint invertible and bounded operators P € L(V x W)
and Q € L(V x W). Let us consider the decompositions of 7 and of Q relatively to V x W :

— R M e —2y—1 __ S N

where R€ L(V), S € L(V), M e LW,V), Ne L(W,V),0€ L(W), Ve L(W).

Lemma 19 (i) If P is positive then R and S are positive and the spectral radius r, (R71571)
is strictly less than 2.

(i) Conversely, given self-adjoint, positive and invertible operators R € L (V) and S € L(V)
such that ro (R™1S71) ds strictly less than v*. If there exists M € L (W, V) and N € L (W, V)
two injective operators with closed ranges such that MN* = 2] — RS. Then there exists
unique self-adjoint, positive and invertible operators € L(W) and U € L (W) such that the
operators P € L(V x W) and Q@ € LV x W) defined by (4.81) are positive and PQ = v~21.

Proof of the lemma 4 : The proof is done for 7 = 1. The general result can be obtained by
scaling P =4~1P and Q = v'Q.
Necessity part (i). Suppose that P = (
then R = R* and

]\l}* ]ZI ) is invertible and positive. Since P = P*

(Rw,w)v=(’P(g),<g)) >0 forallz €V,
VxW

then R is positive. Since P is invertible then that P is injective, it follows that R is injective.
From the above lemma (A.3.6 [5]) one deduces that R is invertible. For the same reason S is
invertible and positive. Now it remains to prove the inequality r, (R71S™1) < 1.

From

pp-i_ [ RS+MN* RN+MU\ _ (1 0
“\Mms+on mN+ov )T\ o 1 )

arises the following system,

MN*=1—- RS and MV = —RN,

which implies that

MUM* = ~R(MN*)* =R (SR —1I).

o0

But,¥ > 0 implies that

or equivalently

therefore

Lemma 20 If A is o bounded self-adjoint positive operator on a Hilbert space, then

re(A) <1l<=A—-1<0.

Proof. The proof of this lemma is in appendix.
From the lemma 5 we deduce that r, (R_%S"lR_%) < 1.
Let us recall the well known result.

Lemma 21 (/5]) Let T, S be bounded operators on the Banach space X . The following relation
holds :

1o (T'S) =71, (ST) .
From the lemma 6 we conclude that
ro (R4 RH) =r, (R (RES7)) =y (R7IS7Y) <1

Sufficiency part (ii). We construct two invertible and positive operators § and V. Let us
prove that there exists a unique invertible and positive 8 € L(W) such that

ON* + M*S = 0. (4.32)

This equation 1s equivalent to

NON*+ NM*S = 0.

Using the relations NM* = I — SR and (SR —J)S = S(RS — I) this is equivalent to

NON* = S(RS - I).
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Since N is injective with closed range then N* is surjective, that is for all z € W there exist
y € V such that N*y = z. The operator @ is defined by

(0, 2)yy = (ON"y, Ny)y = (S(RS — Dy, )y -

This defines a unique § which satisfies (4.32). The nonnegativity of 8 results of the nonnegativity
of S(RS — I) which in turn results of the inequality r, (R~'S™') < 1. Since S(RS — I) is self-
adjoint, it follows that 6 is self-adjoint.

From (4.32) one deduces

IN*S~'+ M* =0,

thus ON*S—IN + M*N = 0, together with M*N = I — ¥ imply that § (I — N*S~IN) = I.
Then 6§~ = ¥ — N*S~1N, which is a self-adjoint, invertible and positive operator.

We use the same arguments to construct the invertible and positive operator ¥ € £(W) solution
of

RN + M3¥ =0. (4.33)

Now we prove that M*N 4 0¥ = 1.
N(M*N +60)M* = (NM*)* 4 (N) (T M*)
= (I-SR?*+S(I—RS)R

—~ (I—-SR)(I-SR+SR)

Since M and N are injective, then

M*N +6¥ =1. (4.34)
Then by construction ( J\];* Ag/[ ) and ( j\f* ]\;/[ ) are the algebraic inverse each other and
belong to L(V x W). We define P = ( ]\];* J;J ) thus P = P*, P is invertible and P~ =

N* ¥
From (4.32), (4.33) and '(4.34), RN+MU¥ = 0imply N+R'MY = 0 thus M*N+M*RIMV =
0, together with M*N = I — 6V imply that U1 =60 — M*R'M. Therefore

( S Y ) It remains to prove that P is positive.

—M*R™'M > 0. (4.35)
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The inequality (8y,y)y, > (R~ My, My),, for every y € W yields

(Rz, z)y, + 0y, y)w > (Rz, ), + (R_lMy, My)v for every z €V,

Rz, z)y + 0y, 9)y, > —2 (Riz, R My) = —2(z, My
\%4 w v Vo

then (Rz, z)y, + 2 (z, My),, + (8y,y)y > 0, therefore

(P ( " ) ’ ( y ))wa = (Rz, )y + 2 (z, My)y + (0y,9)y > 0.

This completes the proof of the lemma 5. ®

Proof of the theorem 2 (i)
Before we prove the theorem, we recall the bounded real lemma, which is the basic tool of our

approach.

Lemma 22 Suppose that A is the infinitesimal generator of the Cy_semigroup T'(t) on the
Hilbert space Z and that B € L(U,Z),C € L(Z,Y), where U,Y are Hilbert spaces. Consider the
operator F(u) : L2(RT;U) — L*(R*;Y) such that F(u)(t) =C jot T(t — s)Bu(s) ds.

If (A,B) is exponentially stabilizable and (A*,C*) is exactly controllable, then for any -y
strictly greater than zero the following two assertions are equivalent :

i) T(t) is exponentially stable and || F|| is strictly less than -.

ii) The following algebraic Riccati equation has a bounded self-adjoint, positive, coercive solution
P € L(Z) such that A+ BB*P generates an exponentially stable Cy-semigroup on Z :

(Az,Pz), + (Pz, Az), + (PBB*Pz, ), + v* (Cz,Cx), =0

(4.36)
for all z € D(A).

Proof. This result is proved in [4], except the fact that P is coercive. This fact is proved
as follows. Let z = etz for an arbitrary zg € D (A). Then

;id_t (e*a0, Petlmy) , = (Xm0, PAN ) , + (Ao, Petay) , .

Since P is solution of (4.36), this latter is equivalent to

% (e*zo, Petay) , = — (PBB"Pa,x), — 7 %(Cx,Cx)y .

Integrating with respect to t yields
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_bi_—

T
(4720 PeATa0) = (a0, Pan) = = [ (|5 Pty + e
0

Since e4*zy — 0 as ¢ — +00, we have that

(Pzo, zo) 2/ HCeAtxOHf,dt > o ||zl
0

because (A*,C*) is exactly controllable. Hence P is a coercive, bounded operator, invertible,
with continuous bounded inverse. m

Remark 23 From lemma 2.85 in [9], the Riccati equation (4.36) is equivalent to the following
i)

P(D(A) CD(A*)  and 4.37
(A*P + PA+ PBB*P +~y2C*C)xz =0  for all z € D(A). (4.37)

PeL(D(A),D(A") and (4.38
(AP + PA+PBBP +72CC)z =0 forall z € D (A). -38)

Proof of (4.11-4.14).

Now, define X = X’ = X x V. Let us apply the bounded real lemma to the coupled system
(4.9) related to a controller K € Py, (7). The equation (4.37) has a positive self adjoint solution
P € L(X) which is coercive. The operator P may be decomposed in blocs relatively to the
decomposition of X = X x Vg : P = < §* ]\;/] ) € L (X). The equation (4.37) can be rewritten

as follows

7 (Dt ) (@ D) (v)-o

for all (u,v) € D(A) x D (Ag).
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It is equivalent to

(BoCk)" S+ (NAK)" (BoCk)*N + A T d

( SA ‘Jr“_ﬁB{{CQ SBQC}{ 'J'NAK ) ( u ) +

N'A+UBgCy, N ByCr + WAk v

S _NH BIBT Bl (BKDgl)* < E N U +
N v (BxDs1) Bf (BgDyy) (BgDy)* N° v v
—9 C’le Cik (Dlch) ) ( u ) _ 0
(D12Ck)" Cy  (D12Cx)* (D13C) v ’

for all (u,v) € D(A) x D (Ag).

Let us pose v = 0 in the first equation :

(A*S + SA+ (NBxCs)" + NBxC; + SBy B! S+
(NBKDH) (NBKDQI)* +472CYC)u = 0, (4.39)
for all u € D (A4),

Pose u = 0 in the second equation we obtain :

(A*N + (BgC»)" U + SByCx + NAg + SB,B:N-+

N (BKD21) (BKDQ]_)* \I/ + ’Y—QCT (DIZOK))U —] 0, (440)
for all v € D (Ak),

and pose « = 0 in the fourth equation provides

(A}‘I’ + WA + (BzCK)* N + N*BQOKN*BlB’fN—f-
v (BKDZI) (BKDQl)* v + ’7_2 (Dlgc}()* (DwOK))U S 0, (441)
for allv € D (Ak).

Defining Q = S7!, v = QU with & € D(A*) and N = QN , then equation (4.39) can be
rewritten as follows

(AQ + QA" + Q (v 2C{C1 — C} (DuDy) ™ C2) Q + B, B+

1 _1 i o
(QC3 (D D)™ + NBx (DnD31)?) (QC; (DuD3y) ™ + NBx (DuD3)) it =,
for all w € D (A*)
(4.42)

%)




Since P is invertible, with bounded inverse, one may define Q = 7~ 2P~1 1t is solution of

(AQ+ QA"+ QC*CQ + v 2BB*)V = 0,
for all V e D (A4%).

The operator Q may be * decomposed in blocs relatively to the decomposition of X = X x Vi -

Q=n2p 1= ( M@* j;{ ) It follows that

(g* ?> ( (Bng)* (BZ%)* ) ( v ) i

This is equivalent to

AR+ B,Cx M~ AM + B,Cyxd N
By CoR + AKM BKCQM + Ay
F)0)+

R M CLCt Ct (D12Ck) )(f "M) u)+
M8 (D12Cx)*C1  (D12Ck)* (D12Ck) M 9 v

-9 BlBT Bl (BKDgl)* u - 0
"\ (BxDu)Bi (BxDy) (BxDn)* ) \ !

RA+M(B20K)* R(BKCQ) + MA*
M A* + 0 (B,Cx)* M (ByCx)* + 0Ax

for all (g) € D(AY).

06

In particular, for v = 0 in the first equation, we get

( AR+ RA* + ByOxkM' + M (ByCx)* + RC}CyR + T (D12Cx)* C1R

=0 g
+RCY (D12Cx) M + M (D15Cx)* (D15C) T + Y 2By B} ‘
for all uw € D (4*).

Defining P = R, u = Pv with v € D (A) and M = PM, we obtain finally

(AP + PA+ P (y™2B\B} — By (D1,Dy,) ™ Bj) P+ CCy+

-1 1 -1 _ IN*
(PB2 (D3, D12)t + My, (D1, D12)?) (PBy (D3, Do) + MG, (D3:D12)?) Yo = 0,
for all v € D (A).
(4.44)

The derivation of the coupling condition.
From the relation PQ = v~2I, we obtain

MN" =~47%] _ RS,
It is equivalent to
(PM) (QN)" =~2PQ — I.
Then

MN*=472PQ — [.

From the lemma 5 we have R, S are invertible positive and self adjoint operators and r, (R~18 <

72, hence

P>0,Q >0andr, (PQ) < ~?
This is (4.11-4.14). Remark that the existence of P,Q,M and N are a consequence of the
existence of P.

Proof of (4.15).
Let us prove (4.15). Equation (4.40) is equivalent to

((A*+ SBiB})N + SByCy + NAg + (C3 + NBy (DnDy,)) By W) v =0 (4.45)

forallv € D(Ag).
Since M is injective with closed  range, that is M is surjective, then for all v € D (Ag) ¢ Vi

there exist v € X such that Mo = v. Together with RN + MU = 0, the equation (4.45) is
equivalent to
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NAxM'0 = — (A4 ByB:8)" (v 2I — SR)T — SByCx M ¥

. o 4.46
+(C3 + NBx (DuD%)) (NBk)" Ru. (446)

Pre- and post-multiply (4.46) by S~! = @ and R~ = P, respectively, and (4.46) can be
rewritten as follows

NAM*y = — (AS_l + Ble)* (’)’_2R_1 - S) U — BoCpe M*v
- (4.47)
+(S71C} + NBy (DnDY,)) (NBx)',
which is equivalent to
NAKM*Q?; == (AQ + Ble)* (7—2PQ = I) v - BzCKM*Qg
(4.48)

' +(QC; + NBx (DuDj,)) (NBx)' .

Eliminate B; B} in the equation (4.42)
BB = —AQ — QA* — v *QC{C1Q — QC3 By N* — NBxC2Q —~ NBg (D21 Dj,) B N*,

and replace it by its expression in the above equation

NARM*Q¥ = — (—QA* — y2QC:C1Q)" (v 2PQ - )T
_ (QCyBLN* + NBxCsQ + NBy (DyDy) BeN*)* (v2PQ — )T

—ByCxM*Q + (QC3 + NBg (D21 D3,)) (NBk)™ .

We regroup and simplify the opposed terms, and post-multiply by Q71 to get

NAKM*~ = {A + ’)’—2Q0f01 -+ NBKC2} (’)’_2QP — [)7[)/
\ (4.49)
— B,Cx M*v + "}’—2 (QO; + NBg (D21D§1)) (NBK)* Py,

forve X.

Now let us establish the second relation. From the equation (4.58) we have
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NAGM*S = — {A+~72QCIC, + NBxCy} ¥ + v2AQPT + (Y 2QCIC1Q) (2P) %

+ 7_2NBK02QP’17 — BoCxe M*v + ’)’~2 (QC; + NBy (DQngl)) (NBK)* Py.

We eliminate y"2QC¥C,1Q in the equation (4.42), and replace it by its expression in the above
equation to get

NAKM*s = — (A+772Q(A*P)) ¥ — (v 2B1B}P + ByCx M*) ¥
- (’Y—ZQOfCl + NBKCQ) .

Finally eliminate A*P in (4.41) and replace it by its expression in the latter to get

NAgM*¥ = (y2QP — I) {A+ 2B, B{ P + ByCx M*}v
(4.50)
—NByCyo + v 2QMCy (B P + Cx M*)v.

Let us denote M € £ (Vi,Im (M)) and N € L (Vk,Im (N)) the invertible operators associated
respectively to the operators M and IN. Therefore the equations (4.58) and (4.59) are equivalent
to

NAxMT = (A+y"2QC:C, + NBxC)) NM*%

S . 4.51
_ByCr M*T + 42 (QC% + NBy (D3 Dyy)) (NBg)* P, (451)

and

NAxM%T = NM*(A+~y~2B,B}P + B,Cx M*)¥

i 4.52
—NByCov + v 2QMC(BLP + Cx M*)v. (4.52)

forve X.

From (4.51) and (4.52), we get (4.15) by using N and M , which are the continuous invertible
operators associated to N and M. Using one of these expressions, the existence and uniqueness
of Ay is straightforward. m

4.3.2 Proof the theorem 2 (ii)

Now, consider a controller K € Q. associated to Ak, Bx,Ck, P,Q, M and N. Here the proof
consists in proving that the equation (4.37) has a solution 7 “which is a positive self adjoint
coercive operator. Defining R = P~!, S =Q}, M = P'!M, N = Q"'N, then M and N are
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L . S N R M
injective with closed ranges respectively. Let us pose P = Al ) and Q = ( T o )

where § and U are given by the lemma 5 (ii) such that P and Q are two bounded positive self
adjoint operators and PQ = y~2I.

To complete the proof, we must verify that 7 and Ax hence computed satisfy equation (4.37).
In the proof of (4.11-4.14), it was showed that (4.37) is equivalent to the three equations (4.39)-
(4.41). Recalling that (4.39) is equivalent to (4.11) and Ay satisfies (4.40). It remains to verify
only (4.41). We pre- and post-multiply (4.41) by M and M, respectively, and use VM = —~NR
to rewrite (4.41) as follows

(-MAN'R~ RNAxM +M' (BoCy)* NM™ + MN B,Cx M + MN"B,BINM"

+RNBgBiN R+ v MCLCx M) =0, for 7 € X.
From (4.46) and the identity MN" = 42T — RS, the above equation is equivalent to

(™I = RS) (A+ B,B{S) R+ MO B;SR— RNByc (G + B V') Rt
v MCECx M + R(A+ ByBiS)* (v 2I — SR) + RSBCx M~
R(C; + NBx) (NBk)" R+ RNBgByN R+ M (ByCk)* (21 — SR) +
(v"2I — RS) ByCx M~ + (y~2I — RS) BiB} (y2I — SR))v = 0,
forve X.

Regroup and simplify the opposed terms to get

(772 (AR + RA* + 2B, B} + MCL B} + ByCx M + Mc,wKM*) -

R(A*S + SA+ SBB}S + C3ByN' + NBxCy + NBx BLN") R)v = 0,
1 2K K
forve X.

From the relations (4.39) and (4.43), we obtain

v (~RC{C1R)U — R (—y*C{C1) Rv =0, for v € X
Hence equation (4.41) is checked. m_
4.3.3 Proof of theorem 3

Given Bg, Ck, to prove that K is a controller for (4.17), it is enough to find P, Q, M and N

satisfying Qu (7). For this, let us consider the positive self adjoint operators P € £ (X) and
Q@ € L (X) defined by
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_ [ VEDA)E (T + AR A (=1 +A;) (4.53)
V-1 (<) (~1+ A7) VE(-D) (-I+ At )’ |
oy ﬂ(_A)%(_[+AI)% —I+ A
9= 7 =1 ( (~A)(—I+ A1) V2(=A)F (~I+ Ap)f A, ) ’ 0

1
where A; = (I + 3%"1 (_A)—l) 2

Defining M = I and N = y2QP — I, one easily checks that P, Q, M, N, B and Cyx satisfy
the following equations

PBy+ MC}, =0,
QC3 + NBy =0, (4.55)

MN*=~4"2PQ —I.

Hence, equations (4.11) and (4.12) can be rewritten as follows

A*P+PA+ P (v BB} — ByB}) P + C{C; = 0, (4.56)

and

AQ+ QA +Q (y7?CyC1— C3C,) Q + BBt = 0. (4.57)
Using the following lemma ends the proof.

Lemma 24 Under the assumptions (H5)-(H6), the above operators P and Q) are positive so-
lutions of (4.56) and (4.57) respectively, and for v greater than 2, then r, (PQ) is less than
2

.

Pll P12

Proof : First, let us compute the adjoint of an operator P =
Py Py

) € LIHI(Q)x LA(Q)).

(P( v ) ) ( tz )) = (Pll.'II,Z)Hl + (Plzy,Z) i + (P21$17,t)L2 + (PQant)LZ’
Y HixL? 0 1y

1
IJO

$ z * * e X
(P(2):(7)) . = @Pho), + 0B -8) )+ (o () P
Yy HExL? Hy
+ (y’ 'P2*2t)L2 '
Therefore
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P (gl COLTR),
P (=4) P

This leads to the following necessary and sufficient condition under which P is self adjoint :

Pl*l = P11, P12 = (—A)nl P2*1 and ng = PZ*Z

By construction the operator P defined by (4.53) is self adjoint. Now it remains to show that
P is solution of the equation (4.55) and that P is positive. Since

_ Py Py
F= ( (—A) Py Py ) ’ (L)

the equation (4.55) can be rewritten as follows

0 —I .P11 Plz e .P11 P12 0 I)"l‘
~A 0 (=A) Py Py (=A) Py P A0

( (_2';1)1]312 JJZZ ) ( 8 (7‘20— 1) ) ( (_igl)lp12 gz ) + ( (I) 8 ) = 0.

The following system arise

( AP12+AP12+(’yh2—1) (—A)P122+I=0

=Py 4+ P+ (y72 = 1) PigPyy = 0
¢ (4.59)
(=A) Py + (A) Po+ (772 — 1) (—=A) PiyPyy =0

! (—A) P]z -+ (—A) P12 + (’)’_2 — 1) P222 = 0.

It is easily checked that P defined by (4.53) is solution of (4.59). Now we show that P is positive.

To proof this, we show that all eigenvalues of P are strictly positive. It is well known
that (—A) is self-adjoint, strictly positive and that (—A)"1 is compact. As a consequence the
eigenvalues of (—A) form an increasing sequence 0 < pu; < py < ... < e < ..., and its
cigenvectors {®;}, form a basis of L?(Q2) . Let (u,v) € H x L? such that u = 3, w®y,
v=>, n®P; and

() =) (2) -2 (3).

{ P11 (=A)u+po (=A)v = du

P21 (—A)u+ pog (—A) v = M.
Then for k =1,2, ...

(pn‘(uk) — N) ke + P12 () ve = 0

Pat1 (i) g + (Pa2 (g) — N) v =0

It follows from the above system

M _S\+p=0,

where

V2
22y

S=M+x)=

72

7 -1
Since for £ =1,2,... S and p are strictly positive, then 0 < \; < Aq.
Similarly €) > 0 solves (4.56). Now, we are checked the spectral radius condition 7, (PQ) < ~2.

and P = )\1)\2 =

PQ=—"

; ( 2(=A) (—I+ A7) A (—I+ Ar)? )
(=1 '

(AP (=T+ A7) 2(=A) (=1 + A7) A (4.60)

The eigenvalues 8 of PQ = < ;;1 E:ﬁg ;ﬁ g:ﬁ; ) are given by

ﬂg =
for k = 1,2,..
It is to check that
2v?
/62_/61: X 9 ﬁ 3
7E—=1+2y (1+‘\/1+,72‘uk).u'k




whence
To (PQ) =

Now, we check that 8, < «?. To this purpose, for v > 2 and y, for & > 1, we get

2 3 5’2 4 2 72 -1
VP =By =t [ (4 -1+ /14 -5) ] >0

Remark : In one dimensional case, we use Mathematica 3.0, to determine the approximate
value 7,

Q tu’l ’Yopt
0,7 | 1 [1.7354

[0,1] | 7% | 1.5046

4.4 Appendix

4.4.1 Proof of lemma 6

Sufficient part.
Suppose that

(Az,z) < ||z for all 2z € X,
it follows that
Al <1.

Since r, (A) < ||A4|| then r, (A) < 1.
Necessity part. Suppose that r, (A) < 1. From proposition VL9 in (3], it follows that

|A]l =7y (4) <1,
then

(Az,z) < ||=])? for all z € X,

whence
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Chapitre 5

Un modéle simplifié de I’équation des
ondes a coefficients et données
oscillants. Application & un probléme
de stabilisation

Résumé - On propose un modéle & deuz échelles de l'équation des ondes & coefficients et
données oscillants. Il est obtenu & l’aide d’une méthode asymptotique combinont la convergence
a deux échelles et la décomposition sur les ondes de Bloch. Une validation numérique du modéle
est également présentée dans le cas de coefficients constants et de données oscillantes pour un
probléme de stabilisation.

Two-scale Model of the wave equation with oscillating coefficients

Abstract - A two-scale model for the wave equation with oscillating coefficients and data is
formulated. It has been derived using an asymptotic method based on a two-scale convergence and
on the Bloch waves decomposition. A numerical validation in the case of constant coefficients
and oscillating data is also presented for a problem of stabilization.

5.1 Introduction.

Notre étude s’inscrit dans le cadre d’un travail que nous menons sur le contréle distribué de
phénoménes de propagation d’ondes qui présentent un caractére multi-échelles. La, construction
d’une loi de contréle pour un tel probléme requiert un modéle simplifié, formulé en variables
d’espace et de temps, et qui du point de vue spectral, représente bien le phénomeéne étudié.
Dans ce chapitre, nous proposons une méthode de modélisation répondant & ces exigences. Elle
est appliquée & I’équation des ondes avec données et coefficients oscillants.

Par souci de clarté, la méthode est présentée en dimension 1. Il semble qu’il n'y ait pas d’obstacle
a4 sa généralisation en dimension n > 1.

Des modeles simplifiés de ’équation des ondes & données et coefficients oscillants ont &té déja
obtenus & I'aide de la méthode de I’homogénéisation dans [2] et [3]. Iis ont été formulés en
variables d’espace et de temps. A cet égard, ils pourraient étre utilisés pour la synthése d’une
loi de controle. Leur obtention s'effectue par passage a la limite faible dans Péquation des
ondes, lorsque la taille de la période d’oscillation des coefficients et des données tend vers zéro.
Néanmoins, les auteurs ont montré que ’énergie associée a la solution de I’équation des ondes,
ne converge pas vers 'énergie associée & la solution du modéle limite. La raison de ce défaut de
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convergence, est que la méthode d’homogénéisation qui a été utilisée contraint la solution du
modele limite & étre périodique par rapport & la variable des petites échelles en espace. Cette
contrainte est trop forte pour que les ondes qui se propagent a petite échelles (ondes de Bloch)
soient représentées. La définition des ondes de Bloch pourra étre trouvée dans louvrage de J.
Sanchez-Hubert et E. Sanchez-Palencia, [7].

A la suite de cette constatation, certains auteurs se sont consacrés & la caractérisation de la
limite de I’énergie. G. Francfort et F. Murat [3] Pont réalisée avec des outils d’optique géomé-
trique dans le cas de 1’équation des ondes & coefficients constants posée dans R"™, avec données
initiales oscillantes. Plus récemment, P. Gérard et al. [4] ont développé une approche générale
permettant d’étudier le comportement de la limite de I'énergie utilisant la transformation de
Wigner. Cette méthode a été appliquée a 1'équation des ondes posée dans R”, avec des données
et des coeflicients oscillants. A notre connaissance, ces méthodes de caractérisation de la limite
de I'énergie, ne permettent pas de déduire un modéle limite de I’équation des ondes.

Comme il a été souligné plus haut, une modélisation asymptotique correcte de 1’équation des
ondes doit tenir compte de la totalité du spectre de Bloch. G. Allaire et C. Conca, [1] ont combiné
la méthode de I’homogénéisation et la, décomposition de la solution par ondes de Bloch. Dans
leur travail, ils ont étudié la convergence & deux échelles des solutions du probléme spectral sur
un domaine borné. Les fonctions propres du modéle limite qu'’ils ont obtenu, sont périodiques
par rapport & la variable d’espace des petites échelles. Avec cette approche, la longueur de la
période est un paramétre du modale. Les auteurs ont montré que l'ensemble des valeurs propres
obtenues par cette famille de problémes spectraux recouvre les valeurs propres du spectre de
Bloch.

Dans ce chapitre, nous utilisons la convergence a deux échelles définie dans [6] et la décompo-
sition par ondes de Bloch pour définir ce que nous appelons la "convergence 3 deux échelles
pour les ondes”. Cette derniére opére sur les fonctions dépendantes des variables d’espace et de
temps. Le passage & la limite dans I’équation des ondes, a 'aide de cette convergence, conduit
& un modéle & deux échelles de 'équation des ondes. Le spectre associé & ce modeéle comprend
& la fois le spectre de Bloch et le spectre de I'équation des ondes homogénéisée. Ces propriétés
font de lui un bon candidat pour servir de base & la syntheése d’une loi de controle.

Notons cependant que la méthode présentée ici est restreinte au cas ot le domaine spatial
contient 2V cellules.

5.2 Présentation des résultats principaux

5.2.1 Position du probléme

Soient w =]0,1[, N € N et £ = 27V, Considérons u® (¢, z) Ia solution de I’équation des ondes &
coefficient oscillant :

O (t, ) — 8, (a™ (z)Bpul (¢, z)) = fN(t,z) pour (t,2) € R* x w,
munie des conditions aux limites de Dirichlet homogenes :
uM(t,z) = 0 pour (t,z) € R** x {0,1},
et des conditions initiales :I-

ul(0,2) = By (2) et B (0,2) = 4 (@) pour z € w.
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Le coefficient oscillant o™ est défini par o™ (z) = a(§ — ) avec a(y) > ao > 0 un coefficient
défini sur R, appartenant a I'espace W1(Y), on Y =|- %7 %[’ ot tel que a(y) est ¥'— périodique,
c’est & dire que a(—%) = ﬂ(%)

Posons pV = (aV)20,u” et ¢¥ = 8,u. Elles satisfont le systeme d’équations du premier ordre -

@(g)‘(&wwﬁ>gwm%>($>=<gN) 51

munie des conditions aux limites :

g™ (t,z) = 0 pour (t,z) € R*" x {0, 1}, (5.2)

N N
(783) () wee

avec hlY (z) = (a™)28,) (x). La construction du modale & deux échelles est réalisée A partir de
ce systéme du premier ordre.

On suppose que les données vérifient les conditions de régularité et de compatibilité énoncées
dans I. Lasiecka et al. [5] et que les suites 1Y) L2+ xw)s HE(I]VHHl(w), 1A l| 22wy sont bornées.
Ceci assure le fait que les suites |[p|| L2®+xw) et [|¢7 | L2(r+ xw) SONt bornées. De plus, la solution
(PN, ¢™) est supposée s’annuler au deld d’un certain temps. Le modeéle présenté au paragraphe

suivant est obtenu par passage & la limite dans I'équation (5.1) 4 Paide de la convergence i
deux échelles pour les ondes décrite au paragraphes 4.3.2 et 4.3.3.

et des conditions initiales :

3.2.2 Modéle a deux échelles de I’équation des ondes.

Le modele simplifié¢ & deux échelles de I'¢quation des ondes est constitué de deux familles
d’équations paramétrées par l'entier m € N : le systéme du premier ordre associé & 1’équation
des ondes posée a 'échelle "microscopique” et celui associé a I'équation des ondes posée a
I’échelle ”macroscopique”. Leurs solutions (p,q) dépendent des quatre variables z,Y,8 et 1.
Les variables spatiale et temporelle ”macroscopiques” z et s appartiennent aux domaines w et
R**. Les variables spatiale et temporelle "microscopiques” y et T appartiennent aux domaines
Y(m) =] — 2~1,2™1[ de longueur 2™ et ¥; = Y(0). Dans le cas particulier ot m — 0, on
notera Y (0) par Y.

Modeéle général

A Téchelle microscopique, les équations du modele simplifié sont :

M&(§>‘<@£ﬂ f?)<§)=(8), (53)

(p,q) est Y; x Y (m)-périodique. (5.4)

L’opérateur M est un opérateur de mise & I’échelle sur la variable de temps. Il est défini en
détail en (5.30).
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A Péchelle macroscopique, les équations sont

/ (Osp — a%(?zq)v + (0sq — az(a%p) — flwdrdy = 0, (5.5)
xY(m)
munies des équations relatives aux conditions aux limites :

/ a%qu'r =0 en (s,(2,9)) € R* x {(0,-2™Y), (1, 2N}, (5.6)
Y:
et aux conditions initiales :
1
/ (p — ho)v + (¢ — h1)wdy = 0 en (s, 2,7) € {0} X w x {——2-}, (5.7)
Y(m)

pour tout couple (v, w) € (L*(R* xw x ¥; X Y (m)))? solution de (5.3-5.4). Les données f, kg, hy
et les solutions (p, ¢) apparaissant dans les équations ci-dessus sont les limites des données .
Ry, Y et des solutions (pV, q N au sens de convergences 4 deux échelles précisées a la section
4.

Pour m fixé, les solutions (p, ¢) des équations (5.3-5.4) posées a ’échelle microscopique, peuvent

étre décomposée sous forme de combinaisons linéaires des fonctions de base ¢, (y), cos(2mT) ng (k,y),

51n(2?rr)qb5'(k Y), Yo(y), cos2nr)yl(k,y) et sm(27r7')1/;’( ,y) définies pour (7,y) € Y; x Y( )
aux sections 3.1 et 3.2 :

p(s,2,7,y) = Ao(s, 2)1bo(y)+

> o<i<m K5 Jg 2opene (Ci(k, s, z) cos(2mT) + D} I (k, s, 2) sin(2n7)) 9) (k, y)dk,
Q('_SazaT)y) - BO(S’Z)¢O( ) )

S o<i<m i J5 > pene (—C’I{(k', s, z)sin(2n7) + Di(k, s, z) cos(27)) ¢ (k, y)dk

(5.8)

ou B =] — m,m[. Comme cela est précisé & la section 4.3.1, toutes les fonctions de k sont
constantes par morceaux. Ainsi, les indices k£ varient dans un ensemble qui peut étre considéré
comme fini. Ici, k7" est un coefficient dont I'expression est précisée & la section 3.1. Remarquons
que ce modele decrlt d’autant mieux la solution (p", ¢") que m est grand.

Les coefficients Ao(s, 2), C}(k,s,z), Bo(s,z) et D} (k,s,z) de ces combinaisons linéaires sont
définis pour (s,z) € Rt X w. En introduisant la decomp0s1t10n (5.8) dans la formulation varia-
tionnelle (5.5), et en interprétant cette derniére, il s’en suit que Ay et By sont solutions d’une
équation des ondes formulée sous forme de systéme du premier ordre :

ang(S, Z) - bl/zazBo(S, Z) = O, (59)
6330(8, Z) — bl/Qaon(S, Z) = fO(S, Z),

pour tout (s, z) € R* x w. En outre, les coefficients (A, By) vérifient les conditions aux limites
de Dirichlet homogenes :

.Bg(s,O) = By(s,1) = 0 pour tout s € R**, (5.10)

et les conditions initiales

Ao(0,z) = Ho(z), Bo(0,2) = Hi(2) ¥ z € w. (5.11)

D’autre part, les coefficients C'g(k, ) et Dg(k, .) sont solutions du systéme d’équations aux
dérivées partielles du premier ordre :

8,Cv (k 8,2)+ -
Zosj’Sm fB P €N fy(m) J” (k k)0, Dj (K', s, 2)dk' = —fﬁ’s(/ﬂ,S,z), (5. )
0,Di(k,s,z)—-
ZOSj’Sm K'/;T/L fB ZP’GN* fY(m) J‘” (k k')(’? C] ( S,Z)dk’ ES -—fgic(l{;’ S,Z),

pour tout (s, z) € R** X w, munies des conditions initiales :

Cy(k,0,2) = H,(k, 2) et Di(k,0,2) = Hi,(k,2) Vz € w, (5.13)

et des conditions aux limites :

d>ow /ZR“ (k, k', y) DL (K, s, 2)dk' = 0, (5.14)

0<j'<m p'eN*
Y ok /ZR” kK, y)Co (K, s,2)dk' = 0,
0<5' <m B prenx

en (s,z,y) € RY x {(0,-2™71),(1,2™ 1)}, Les équatlons ci-dessus sont toutes indicées par
(J;p, k) €{0,..,m} x N* x B.

Remarque : Sur I'exemple traité dans le cas particulier, on se rend compte que les conditions
aux limites (5.14) ne sont pas suffisantes pour que les équations (5.12-5.14) admettent une
solution unique.

Si de plus les of (k) définis en section 3.2 sont tous distincts alors les CI(k,.) et les Di(k,.)
vérifient les conditions aux limites supplémentaires :

Citk,t, )6)(k9) = Di(kt, 03k g) =0 en (5,9) € {(0,~3), (L D)} (519

Les expressions des coeflicients et second membres des équations ci-dessus sont détaillés A la
section 4.

Cas particulier a(y) =1 et m =0

Dans certains cas, les équations (5.12) peuvent étre découplées. Il en est ainsi lorsque le coef-
ficient a(y) est constant. Dans la suite, on pose a(y) = 1. Pour simplifier la présentation du
modele, nous la limitons au cas ot m = 0. Dans ce cas, les indices ; et k ne prennent que la
valeur j = & = 0. Pour cette raison, nous les omettons. Le modéle ainsi obtenu représente 1’évo-
lution d’un systéme régit par 1’équation des ondes mono-dimensionnelle & coefficient constant
dont les données initiales sont oscillantes avec une période égale a e. Il représente ’évolution
du systéme a 1’échelle macroscopique par celle des coefficients Ag et By ainsi que 1’évolution des
ondes & I’échelle microscopique par celle des coefficients Cy et D, pour p € N*, Comme seule la
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valeur m = 0 est considérée, il en résulte que les ondes représentées a I’échelle microscopique
ont une période spatiale égale 3 e.
La solution (p, g) du modele & deux échelles s’écrit plus simplement :

p(37 Z, T, y) = A0(37 Z)’[/)O(y)-{—
\/Q_WZpeN,, (Cp(s, z) cos(2n7) + Dp(s, ) sin(27T)) ¥, (y),
q(87 Z,T, y) - BO(S’ Z)¢0(y)+
V2o > pens (—Cp(s, 2) sin(277) + Dy(s, z) cos(2mT)) bp(y).

A T'aide de la solution (p, q) définie sur le domaine & deux échelles {(s, z, 7, y) € Rt xw xY;x Y}
on déduit une approximation (p",g") de la solution (pV, g™ ) qui est également formulée sur le
domaine spatio-temporel naturel {(,z) € R* x w} :

PV (t,2) = Aolt, o)o(E ~ 1)+
V2T e (Colt @) cos(2m(zEs — 1)) + Dy (t, ) sin(2r( L - ) %,z - 1),
7¥(t,2) = Bolt, 2)do(2 - $)+
V2T Y e (—O,,(t,a:) sin(2n (gL — ) + Dy(t, ) cos(2m (L — %))) 6,2 — 1),
ol ag1 = g = | pour tout I € N*. L’expression des fonctions de base ¢,(y) et V() est

détaillée & la section 4.
Les équations vérifiées par Ay et By sont :

0sAo(s,2) — 0,Bo(s,2) =0
0sBy(s, z) — 0,A0(s, 2) = fO(s, 2
Ap(0, z) = Ho(z), Bo(0,2) = Hi(2) V 2 € w,
Bo(s,0) = By(s,1) =0 Vs € R**.

Pour p € 2Z* les Cy_1 et D, sont solutions du systéme du premier ordre :

) V(s,z) € R*" x w, (5.16)

05Cp-1 (8, 2) + 8. Dp(s,2) = — f3_, (s, 2) n
B,Dy(s,2) + 0,Cpr(s,2) = f<(s, 2) V(s,2) € R x w, (5.17)

Cp-1(0,2) = Hg, 1(0,2) et D,(0,2) = HL,(0,2) Vz € w,
Op—l (S, 0) = Op—l (3, 1) =0Vse R*+,

et d’autre part les Cp, et D,_; sont liés par le systéme :

8~9DP—1 (S, Z) - ach(sv z) = f;—l(sv Z)

05Cp(s,2) = 8:Dp1(s, 2) = = f; (s, 2)

Cy(0,2) = Hg,(0,2) et Dp_q(0,2) = HY, 1(0,2) Vz € w,
D,_1(5,0) = D,_4(s,1) = 0 Vs € R**.

V(s,z) € R* x w, (5.18)

Les second membres f7, f5_1, f; et f5_; utilisés dans les équation ci-dessus sont détaillés & la

section 4.

Remarque : Les conditions aux limites (5.14) conduisent & seulement deux équations indé-

pendantes sur chaque bord : > (~1)'Cy-1(s,2) = 0 et 3 (=1)'Dy_1(s,2) = 0 en (s,2) €
IEN IEN*

R** x {0,1}. Pour obtenir les autres conditions aux limites sur C, et D, on a utilisé (5.15).

1

5.2.3 Application 4 un probléme de stabilisation

Le modéle détaillé dans le cas particulier a(y) = 1 et m =0 peut servir de modeéle réduit poyy
la synthése d’une loi de contréle d’un phénomeéne de propagation d’ondes & deux échelles. Dang
ce paragraphe, nous choisissons les fonctions f°, fp et fy de sorte que la solution du systéme qui
en résulte soit exponentiellement stable. Le stabilisateur ainsi construit peut étre utilisé dang
une boucle de rétroaction & condition de disposer d’une estimation des coeflicients Ay, By, Cyp
et D,

Comme 0, 40(s, 2) = 8,Bo(s,2), il existe ug(s, z) tel que Ao(s,2) = dyug(s,2) et By(s,z) =
Osup(s, z). Ainsi ug est solution de I'équation des ondes

82uo(s, 2) — B2 ug(s, 2) = £Os,2) Y(s,2) e R* x w (5.19)
uo(0, 2) =/ Hy(C) d¢, dsuo(0, 2) = Hy(2) Vz € w
0
ug(s,0) = up(s, 1) = 0 Vs € R**.

Choisissons f;(s,2) = f2(s,2) = 0 ainsi, 8,D,(s, ) = —0,Cp-1(8, 2) et ,Cy(s,2) = 0,Dp 4 (s, 2)

i o sy o E ) ;
ce qui 1mphcque qu'il existe u; (s, z) et. ug(s, z) tels que D, = —~0yup, Cpy = Oy, Cp = O,ug et
Dy—y = Jyu;. Remplagant ces expressions dans les deux autres équations, il s’en suit que uy, et

u, sont les solutions des deux équations des ondes suivantes :

stu;(s, z) — szu;(s, z) = —f7_1(s,2) ¥(s,2) € R*" x w, (5.20)
uy(0,2) = —/ HY(0,¢) d¢ et Osup (0, 2) = Hy,_1(0,2) Vz € w,
0

Up(8,0) = u,(s,1) = 0 Vs € R*,

et
O2us(s, z) - O,u(s,z) = 2 1(5,2) Y(s,2) e R* x w, (5.21)
&
u(0,2) = / HE,(0,¢) d€ et 0,u5(0,2) = HY, 1(0,2) Vz € w,
Jo
up(s,0) = up(s,1) =0 Vs € R*.
Posons fO(s, z) = —d,uo(s, 2), fo-1(s,2) = 0,uS(s, z) et fp-1(8,2) = —0,ul(s, z). I en résulte

que uo, u, et uy sont solutions de trois équations des ondes amorties V(s, z) € R*" x w -

Ozuo(s, 2) — 02,uq(s, 2) + Byug(s, 2) =0,
Bszsué(s, z) ~ ngué(s, z) + 83u§(3, z) =0, (5.22)
Oatin(s, 2) — OZug(s, z) + Dsu(s, 2) = 0.

Les solutions de ces équations sont exponentiellement décroissantes, et il en est de méme des
coefficients Ay, By, Cp et D,,.




5.2.4 Tests numériques

Le calcul de la solution de I'équation des ondes & données oscillantes par une méthode de
différences finies requiert I'utilisation d’un maillage d’autant plus fin que la taille des cellules ¢
tend vers 0. Par contre, le cotit de calcul de la solution du modéle simplifié ne dépend pas de ¢.
De plus, il conduit & une solution d’autant plus proche de la solution du modéle complet que €
est petit.

Pour simplifier, on a-choisi de présenter I'analyse du probléme de Cauchy, c’est 3 dire que le
second membre fV de I’équation des ondes est toujours pris égal & zero. Les tests numeériques
concernent I’équation des ondes A coefficients constant a(y) = 1. Dans ce cas, il n’y a pas
de phénoméne d’homogénéisation A proprement parler, c’est & dire que I’équation régissant
Iévolution des coefficients Ay et By est identique & I’équation vérifice par p"V et ¢V, Seules les
données initiales des deux problémes différent. Lorsque les données initiales de p? et ¢V ne sont
pas oscillantes alors les solutions (pV, ¢") et (4g, By) coincident.

Pour m = 0, les données initiales et les solutions du modéle & deux échelles sont décomposés
sur les bases ¢,(y) et 1,(y). Si les données initiales hY (z) et hY(z) sont décomposables sous
forme de combinaisons linéaires Y (z) = > op (@), (2 — 1) et hY (z) = > (), (£ — 1) avec
des coefficients ¢, et d,, indépendants de N, les limites & deux échelles ho et hy de hY et de h{"
apparaissant dans le modeéle simplifié sont ho(z,7) = > So(2)%,(y) et by (z,y) = > Bp(2)0,(y),

si bien que leur formulations ?Eév (z) et E’;V('r) en variable spatiale « (suivant la méme formmle
que celle utilisée pour la définition de 7V () et gV (x)) coincident avec h{'(z) et h¥ (). Dans
ce cas, on s’attend & ce que la solution obtenue (5" (2), 3" (z)) soit proche de la solution exacte
(p" (), 4" (x)). Dans les simulations numériques, les décompositions des données et des solutions
sur les fonctions de base Yp_1:¥p et @, 4, ¢, pour p € 27 sont tronquées A un nombre fini 2M de
termes. Les équations dont sont solutions les couples (pV, ¢V), (A, By), (Cp-1, Dy) et (Dy-1, Cp)
sont toutes résolues avec le méme schéma de Lax sur le domaine spatio-temporel (¢, z) ou bien
(s,2) €]0, Tnax[X w 0l Thax = 1. Les nombres de subdivisions relatives aux variables t,x, s et
z gont notés ny, ny, N, et n,.

Sur les figures (5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6) et (5.7, 5.8, 5.9, 5.10), nous présentons respectivement
les solutions (p™,p), (¢", ¢) non stabilisées et I'erreur dans le cas ott N = 3 (8 cellules) et n, =
ne = 96. Les tests numériques ont été réalisés pour n, = n, = 8,24, 32,48, 96. Nous constatons
que les solutions sont superposées et Perreur diminue lorsqu’on raffine le maillage. Dans ce qui
suit, les solutions sont affichées & différents instants ¢ seulement pour les valeurs de n, = n, =
et 24. La solution initiale a été choisie pour (p",¢") de sorte qu'elle n’a des composantes que
sur les premiers modes 1y, 1y et ¢y, ¢y : A (z) = 0 et b (2) = z(1 — x) cos(2m(2 — 1)).
Les limites & deux échelles dans w X Y de A} et de hY sont respectivement ho(z,y) = 0 et
hi(z,y) = 2(1 — 2) cos(2my). Le caleul de (p,q) est effectué avec M = 1.
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Figure 5.10 : Comparaison des solutions du modele complet et du modale simplifié pour la
composante q avec N =3, nx = nt = 96 et ns = nz = 24

Sur les figures (5.11, 5.12, 5.13, 5.14) sont représentées les solutions non stabilisées du modéle
complet et celles stabilisées du modele simplifié dans le cas ot N = 3, ny = ng; = 96 et
ns = 7, = 8 avec les mémes conditions initiales que dans la figure (5.1).
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Figure 5.11 : Solution non stabilisée du modéle complet et solution stabilisée du modéle
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Figure 5.12 : Solution non stabilisée du modéle complet et solution stabilisée du modale
simplifié¢ pour la composante p avec N =3, nx = nt = 96 et ns = nz = 8
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Figure 5.13 : Solution non stabilisée du modéle complet et solution stabilisée du modéle
simplifié pour la composante q avec N =3, nx = nt = 96 et ns = nz = 8
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Figure 5.14 : Solution non stabilisée du modeéle complet et solution stabilisée du modéle
simplifié¢ pour la composante q avec N =3, nx = nt = 96 et ns = nz = 8

Dans le cas N = 4 (16 cellules), les solutions sont représentées sur les figures (5.15, 5.16, 5.17,
5.18) et (5.19, 5.20, 5.21, 5.22). Dans ce cas n: = n, = 192 alors que ng; = n, prennent les
valeurs 16, 32 et les conditions initiales sont les mémes que précédemment. Nous présentons les

solutions dans le cas ot ny = n, = 16 et 32.
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Figure 5.15 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modeéle
simplifié pour la composante p avec N =4, nx = nt = 192 et ns = nz = 16
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Figure 5.16 : Comparaison des solution non stabilisées du modale complet et du modele
simplifié pour la composante p avec N =4, nx = nt = 192 et ns = nz = 16
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Figure 5.17 : Comparaison des solution non stabilisées du modeéle complet et du modéle
simplifié pour la composante q avec N =4, nx =nt = 192 et ns = nz = 16
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' Figure 5.18 : Comparaison des solution non stabilisées du modale complet et du modgle
simplifié pour la’'composante q avec N =4, nx = nt = 192 et ns = nz = 16
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Figure 5.19 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modele

simplifié¢ pour la composante p avec N =4, nx = nt = 192 et ns = nz = 32
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Figure 5.20 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modsle

simplifié pour la composante p avec N =4, nx = nt = 192 et ns = nz = 32
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Figure 5.21 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modéle

simplifié pour la composante q avec N =4, nx =nt = 192 et ns = nz = 32
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Figure 5.22 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modele
simplifié pour la composante q avec N =4, nx = nt = 192 et ns = nz — 39

Les figures (5.23, 5.24, 5.25, 5.26) et (5.27, 5.28, 5.29, 5.30) représentent les résultats obtenus

2

T 1

pour les conditions initiales A (z) = 0 et Al (z) = (1 — z)(cos(2m(2 — 3)) + 2sin(4m(2 — 1)))

d’une part et leurs limites & deux échelles ho(z,y) = 0 et hy(z,y)
d’autre part. Evidemment, pour représenter de telles solutions, on a choisi

2sin(4my))

= 2(1 — z)(cos(2my) +

M =2,

Les solutions superposées et leur différence sont représentées & différents instants.
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Figure 5.23 : Comparaison des solution non stabilisées du modele complet et du modéle
simplifié pour la composante p avec N =3, nx = nt = 128 et ns = nz — 32
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Figure 5.24 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modele
simplifié pour la composante pavec N =3, nx =nt = 128 et ns = nz = 32
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Figure 5.25 : Comparaison des solution non stabilisées du modele complet et du modéle
simplifié¢ pour la composante q avec N =3, nx =nt = 128 et ns = nz = 32
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Figure 5.26 : Comparaison des solution non stabilisées du modele complet et du modéle
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Figure 5.27 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modéle
simplifié pour la composante p avec N =4, nx = nt = 256 et ns = nz = 64
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Figure 5.28 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modéle
simplifié pour la composante p avec N =4, nx = nt = 256 et ns = nz = 64
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Figure 5.29 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modele
simplifié pour la composante q avec N =4, nx = nt = 256 et ns — ng — 64
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Figure 5.30 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modale
simplifié pour la composante q avec N =4, nx = nt = 256 et ns = nz — 64

Les figures (5.31, 5.32, 5.33,
avec (N =4, ny, = n, = 160, ng = n, = 16) et (N

Les conditions initiales sont h¥ (z) = 0 et Y (z) =

sont ho(z,y) = 0 et hy(z,y) =
rapport & ¢, il apparait que h,
numeérique fidele serait obtenue en prenant M =

avec M = 1, 2, 3 et 4. Les couples de valewrs de

5.34) et (5.35, 5.36, 5.37, 5.38)
=4, n, =n,
D x(l-z

représentent les résultats obtenus
= 320, ny = n, = 32).

ﬁm. Leur limite & deux échelles

1— = iy i
%mT;v)w_)‘ En utilisant le développement limité de fglrc‘a par
est une combinaison linéaire infinie des ¢,. Une modélisation
0. Ici, on compare les résultats obtenus

(ns = ny,my = ng) sont respectivement

(16, 160), (32, 320), (48, 480) et (192, 576). Les résultats sont représentés seulement dans les cas
M=1et M =2.
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Figure 5.31 : Comparaison des solution non stabilisées du modeéle complet et du modale
simplifié pour la composante p avec N =4, nx = nt = 160 et ns = nz = 16
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Figure 5.32 : Comparaison des solution non stabilisées du modeéle complet et du modele
simplifié pour la composante pavec N =4, nx = nt = 160 et ns = ny — 16
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Figure 5.33 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modele
| simplifié pour la composante qavec N =4, nx = nt = 160 et ns = ny — 16
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Figure 5.34 : Comparaison des solution non stabilisées du modele complet et du modele
simplifié pour la composante q avec N =4, nx = nt = 160 et ns = nz = 1§
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Figure 5.35 : Comparaison des solution non stabilisées du modele complet et du modale
simplifié pour la composante p avec N =4, nx = nt = 320 et ns = nz = 39
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Figure 5.36 : Comparaison des solution non stabilisées du modele complet et du modele
simplifié pour la composante p avec N =4, nx =nt = 320 et ns = nz = 32
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Figure 5.37 : Comparaison des solution non stabilisées du modéle complet et du modéle
simplifié pour la composante qavec N =4, nx = nt = 320 et ns = nz = 39
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Figure 5.38 : Comparaison des solution non stabilisées du modale complet et du modéle
simplifié pour la composante q avec N =4, nx = nt = 320 et ns = nz — 32

Remarque : Les conditions initiales utilisées dans les exemples ci-dessus sont des combinaisons
P Ao d z 1 & 1 : ’
linéaire des fonctions de base (o2 = 3), Hp(& — 3)) avec des coefficients ne dépendant que

de z et non de —. C’est pour cette raison que les solutions (p", ¢") qui en résultent sont bien

approchées par l%s solutions du modele simplifié. Considérons maintenant les conditions initiales
hi'(z) = 0 et A (z) = 2(1 — ) cos(m(2 — 1)). Leurs limites & deux échelles dans w x ¥ sont
ho(z,y) = hi(z,y) = 0. Ainsi, le modele simplifié correspondant au cas m = 0 ne peut pas
décrire la solution associée & ce type de condition initiale. Par contre, la limite & deux échelles
de A dans w x Y (1) est hy(z,y) = z(z — 1) cos(my), si bien que la solution du modéle & deux
échelles pour m = 1 devrait étre trés proche de la, solution (p", ¢")

5.3 La convergence & deux échelles pour les ondes

L’obtention du modele simplifié & deux échelles est basée sur la notion de convergence & deux
échelles pour les ondes. Elle est définie 3 partir de la définition de transformation & deux échelles
pour les ondes d'une fonction (ou TSWT pour Two-Scale Wave Transform). La construction
de la TSWT #(s, z,7,y) d’une fonction u(t, x) est effectuée en 3 étapes :

(i) la construction de 4(t, z,y) : la transformation a deux échelles sur w x Y(m) de u(t,z)
par rapport a la variable z d’espace,

(i) la projection de (¢, z,%) sur les ondes de Bloch,

(ili) la transformation & deux échelles de chaque coefficient de la décomposition en ondes de

Bloch, par rapport 4 la variable de temps, avec mise & 1’échelle dépendante de la valeur propre
de Bloch associée.

5.3.1 Décompositon en ondes de Bloch

Pour chaque j € N, une partition de I'ensemble B = [, 7] par des cellules (BMpex, est
construite comme suit : -

38

m
20-1
[, 7] pour j =0 et 1.

" E= [77—%,7}—# [ pour j £ 0 et 1,

I

Les index 7 varient dans

K;, = {17 = (L;%, avec | € {—277%, .., 297% — 1}} pour j £ 0 et 1,
{0} pour j =0,

= {-7} pourj=1.

Les remarques suivantes sont importantes pour la suite.

Remarques : (i) Pour tout j # j', les ensembles K; et K; sont disjoints, c’est & dire que
KJ ﬂ Kj, = m. .

(i) Pour tout j € N, les ensembles (B"),cx; forment une partition de B : Uyex, B” = B.

Pour un j € N donné, nous définissons la fonction £; : B — K, constaute sur chaque cellule
B" avec n € K, par :

E;(k) = n pour tout k € B".

Dans la suite, on supposera toujours que j est un entier et que 0 < j < m. Les coefficients K3
sont, définis par :

KT = (2™ 2073 pour j £ 0 et kI = (27 1g)h,

Soit Hy (Y (m)) le sous-espace des fonctions définies sur R, dont la restriction a Y(m) appartient
a Pespace H'(Y'(m)), et qui sont ¥ (m)-périodiques, c’est a dire qu’elles ont des traces égales
sur les cotés opposés de Y'(m). La proposition suivante fournit une décomposition des fonctions
de L*(w; H{(Y (m))) utilisée pour la définition de la transformation a deux échelles pour les
ondes.

Proposition 1 : (i) Pour tout m € N, pour chaque v € L*(w; H(Y(m))), i existe une unique

famille de fonctions vj(k, z,y) € L*(B x w; H{(Y)), indexée par j € {0,..,m}, telle que :
. 1. .
v(z,y) = Z n;”/ vg(k,z,y——z-)e’Ej(’“)ydk, (5.23)
o<j<m VB

les fonctions vg (k,z,y) étant définies comme suit :

gm—1_1

g 1 —i B (k) (y+r+2 J
f(khzy) =7 Y o(nytrds)e HOwD, (5.24)

r=—gm-—1

pour tout n € K; et tout k € B". _ | |
(it) Le choiz de la constante k7 est tel que l'opérateur v —— (vﬁ (k,2,9)) j=0,.m est une isométrie
de L*(w x Y(m)) dans (L*(B x w x V)™, c’est-a-dire que :

”U“%?(wa(m)): Z 1[“5“%2(&«“1/)-
0<j<m
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Les fonctions vg vérifient les propriétés d’orthogonalité énoncées dans la, propositon suivante.
Proposition 2 : Soient v, et v, deus fonctions de L*(w; H{(Y)), deuz entiers 0 < j;, j, < m,
et deuz réels (ny,ny) € K, X K;,. Si Uune des deux conditions

J1 # Ja0u ny 5% 1,

est satisfaite, alors pour tout (ky, ky) € BT x B, les fonctions v, (2,y)e B0y et gy (7, y)eiBinlkay
sont orthogonales au sens du produit scalaire de L*(w x Y(m)).

Par la suite, toutes les fonctions de k, indicées par J, sont définies comme suit : soit f7 (k)
une telle fonction définie sur B. Cette fonction sera constante sur chaque cellule B" quand on
partitionne B suivant B = U,ck, B"; donc la donnée des seules valeurs (f7(k))kex, suffit a
connaitre f7 sur B entier.

Le spectre de Bloch (voir [7]) est constitué des valeurs propres positives (12 (Kk)) jen pere, pen
solutions du probléme spectral :

—0y(a(y)0y s}k, y)) = wi(k) ¢}k, y) dans Y, (5.25)
avec les conditions aux limites :
¢l (k,y)e Bk ot =P (k)ya(y)ayqﬁj;(k, y) sont Y-périodiques. (5.26)

On compléte la famille de ces fonctions propres avec qﬁg (k,y) (notée également #o(y)), fonction
constante sur Y'(m). Chacune des fonctions qﬁg(k) est choisie de norme égale & 1 pour la norme
de l'espace L?*(Y (m)). Pour chaque k et j, I'ensemble des fonctions (qbf,(k, .))pen forme une
famille orthogonale compléte pour I’espace L*(Y), ainsi que pour I'espace Hul’ B;(Y) (mais,
dans ce cas, vis-a-vis de la semi-norme issue du produit scalaire (u/v) = [, a(y)u(y)v(y)dy) ou
Hﬁlm (Y) est I’espace des fonctions définies sur R par :

H}, (Y) = {0(y) = vy(y %)éw avec vy € H}(Y)).

D’apres la proposition 1, ’ensemble des fonctions propres (¢g;(k, ) J€{0,.,m},keK; peN~ forme une
famille orthonormale compléte pour L2(Y (m))/R et une famille orthogonale compléte pour
Pespace Hy (Y (m))/R. Gréce a la proposition 2, on peut décomposer H{(Y(m))/R d'une fagon
qui est essentielle pour la suite :

Hi (Y (m))/R = H}(Y (m — 1)) /R & vect(($7(k, .)pen- xex,.)-

Autrement dit, la contribution au spectre de Bloch des solutions du probléme spectral lorsque
J passe de m — 1 & m est exactement Upenr kek,, { u;”(k)}

5.3.2 La transformation & deux échelles pour les ondes.

Dans cette partie, on combine la transformation & deux échelles par rapport aux variables
d’espace et de temps avec la décomposition en ondes orthogonales introduite au paragraphe
précédent.

Soit m € N fixé indépendamment de N , et N € N tel que 0 < m < N. La transformée 3 deux
échelles de paramétre m d’une fonction v(z) € L%(w) est la fonction U(2,y) € L*(w x Y (m))
définie par :

U(2,y) = v(a;' (m) + ey),

pour tous z €]2™le, 2™(1+1)e[,y € Y (m) et tout I € {0,..,28 "™ — 1} avec z¥ (m) = 2™ (1 + 2).

On définit également une transformation & deux échelles de paramétre o € Rt par rapport &
la variable de temps. Soit ¥; = Y. La transformée & deux échelles 4%(s, 7) € L*(R* x Y;) d'une
fonction u(t) € L2(R*) est définie par

u(s, ) = u(tfv + aer),

pour tous s €]ty — % N 4 %[+ ¢ ¥, et tout i € N, avec tN = (i + 1)ae.

A chaque fonction propre d);f;(k, y) on associe la fonction

ik, y) = |2 5 4
%(’ﬂ,y) - M;{)(k) 8y¢)p(kiy)‘

Cette famille est complétée par ¢ = ¥, (y) = —-\/% avec C == ( fy(m) Eé;jdy)‘%. Ainsi définie,

pour chaque j et chaque k, la famille (wg;(k, -))pen est une famille orthogonale compléte pour
Pespace L*(Y'), et une famille orthogonale compléte pour 'espace Hﬂl, B; (k) (Y) (toujours pour la
semi-norme issue du produit scalaire (u/v) = [, a(y)u(y)v(y)dy).

ssme | LA (¥ (m)
Enfin, la famille (;(k, .)) je(o,..m} kek;pen+ €st une famille orthonormale compléte pour W’
H, ﬂl (Y (m))

vect(thg)

Posons of (k) = \/2;’—(@ Considérons un couple (p, ¢)(¢,x) € (L*(R* x w))2. On hi associe
Hp .

sa transformée & deux échelles (P, §)(¢, z,y) par rapport & la variable d’espace. On peut alors

décomposer (g, g) sous la forme :

et une famille orthogonale compléte pour

ﬁ(ta Z, y) = CO(ta Z)"/)O(y) i Z "i;n/B Z C;Z(k"ata Z)wé(ka y)dk" (527)
0<j<m peN*

qlt 2,9) = do(t, 2)go(y) + D T /B > dilk,t,2)¢h(k, y)dk (5.28)
0<i<m peEN*

Les transformées a deux échelles des coefficients co(t, 2), ¢} (, t, 2), do(t, 2), di (k, t, ) par rapport
3 la variable temps t et de coefficient respectivement 1, o (k), 1, ad (k) sont notées &(s, z, 7),
& (k,s,2,7), do(s, z,7), dy (k, s, 2,7).

Définition : La transformation & deuz échelles T pour les ondes :

(LA(R* x w))? — (LAR* x w x V; X Y(m)))?

i (v,0) — (3,3),

est définie par :

-

1’; Saz77_,y) = %(S:Z’T)¢O(y)

0<i<m Bpene (5.29)
q(s,2,7,y) = do(s, z, 7)o (y)+
K dy (k,s,z,7)¢)(k,y)dk

0<j<m B pen




Proposition 3 : La transrformation 7= T est une isométrie de (L2(R* x w))? dans (L*(R* x
w X Y; x Y (m)))2. Hola) — " .
La transformation a deux échelles pour les ondes de la dérivée 9¢(p, ) du couple (p, q) est égale o(2) = ’ o(2, )0 (y)dy, (5.31)
a 1Mo, ( g.) avec M opérateur défini de (L3Rt x w x V; x Y (m)))? dans lui-méme par : Hy(z) = / hi(z,y)dy ¥V z € w,
Jy
~ & (kszr) g I k,z=—/ ho(z, y)9l (k, y)dy,
5y [ @ 3 wp [ S Seanyg, g L MLl
. BTo . ;
M ( 13) _ 0<5<m peNt (5.30) H{ (k,2) = —/ ha(z,y)¢h(k, y)dy Vz € w,
’ i dy’ (kys,2,7) 4] ' '
] do(s, 2, 7)o (y) + Z n;;n/ Z lﬁﬁ)%(;ﬂ,y)dk Y
0<i<m B penr
b = ( / a2 (y)o(y)doly) dry)'?,
YixY(m)
< 3 5! ’ a1/2(y) 7 N j g j
5.3.3 Convergence a deux échelles pour les ondes Too (ks k') = / s (1/),,/(717 Y (k,y) — oy (K ,’y)%(k,y)) dy,  (5.32)
Y (m)
Utilisant la définition de transformation & deux échelles pour les ondes, on dit qu’une suite
@Y, qV) € (LA(R* x w))? est convergente 4 deux échelles pour les ondes dans (L?(R* x w x Y} x fo(s,z) = / f(s,2,7,9)do(y)drdy, (5.33)
Y (m)))? vers une limite (p,q) € (L(R* x w x Y; x Y'(m)))? si sa transformée & deux échelles YixY (m)
pour les ondes (7", §") converge vers (p, ¢) dans (LA(R* x w X Y; x Y (m)))2. Cette convergence 38 (1 _ / 7 ) sin(27 ) (k. 1) drd
peut é&tre forte ou bien faible. fy"(k,s,2) YixY(m) fs,2,7,y)sin(2n7) g} (k, y)drdy,
De fagon similaire, on définit la convergence & deux échelles d’une suite de fonction v"(z) € . ;
L*(w) vers une limite v(z,y) € L*(w x Y(m)) a laide de la transformation 3 deux échelles ek, s, 2z) = /Y v fis,2,7,y) 998(2W7)¢P(k’y)d7dy’
V(z,y) de vV (). oim)
et
5.4 Le modéle limite |
R (kK y) = ik, )05 (K, ). (5:39)
Des hypotheses faites dans partie 4.2.1, on déduit que (p",¢") est borné dans (LA(R* x w))? | )= d
et qu'il existe une sous-suite extraite de (™, ¢V qui converge faiblement & deux échelles pour Proposition 5 : Le couple (p, q) est solution des équations (5.8-5.4) si est seulement si il admet
les ondes vers une limite (p, q) € (L*(R* x w x ¥; x Y (m)))?. On suppose que la suite (0, fV) une décomposition de la forme (5.8). Si de plus, 1l est solution du systéme (5.5-5.6) olors les
converge faiblement & deux échelles pour les ondes dans (LA(R* x w x Y, x Y(m)))? vers une coefficients Ao, Bo, Ci(k,.) et Di(k,.) sont solutions des équations (6.9-5.14). Enfin, si de plus
limite (0, f) et les suites hy' et hi’ convergent & deux échelles dans L*(w x Y(m)) vers des tous les aé(k:) sont distinct alors ces coefficients vérifient les conditions aux limites (5.15).
limites hg et A;. Dans le cas particulier oo m = 0 et a(y) = 1, les fonctions de base $p(y) et ,(y) sont
Proposition 4 : La limite (p, q) € (LA(RT xwxY;x Y (m)))? est solution du systeme d’équations définis comme suit. Pour p = 0 : ¢o(y) = th(y) = 1. Pour p € 22*, ¢_,(y) = V2 cos(pmy),
(5.3-5.7). . . ) . ) $p(y) = v2sin(pry), Vpa(y) = —/2sin(pry) et Yp(y) = \/icos(pwy). On en déduit que
Remarques : (i) En utilisant la décomposition (5.23), les inconnues p et ¢ peuvent étre rem- b= 1 et que Jpy = 0 pour tous p,p’ € N* sauf pour (p,p) € {(2,2] — 1), (2! — 1,20)} on
placées par des combinaisons de fonctions ¥; x Y-périodiques. On en déduit alors un modale Jor1 9 = —Ja 21ij1 = 1. Enfin, les second membres des équations (5.16-5.18) sont :
posé sur le domaine indépendant de m, B x R* x w x ¥; x Y, au lieu de R* x w x ¥} x Y (m). T o
(i) La partie du spectre de Bloch associée aux fonctions Pp(k,.) et 2pl(k,.) présentes dans ce s : ;
modele est Ujeo,.,m}, kek;, pen={14)(k)}. Lorsque m tend vers I'infini, cette partie tend vers le fpls,2) = V2 . f(s,2,7,y) sin(2n7) sin(pmy) drdy,
spectre de Bloch complet. - ‘
Pour la formulation des modeles, on a utilisé les notations suivantes : f;_l(S, z) = V2 f(s,2,7,y) sin(2m7) cos(pry) drdy,
YixY
fo(s,2) = V2 f(s,z,7,y) cos(2n7) sin(pry) drdy,
Y xY
fo(s,2) = V2 f(s,z,7, Y) cos(27rr) cos(pry) drdy.
YixY
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Proposition 6 : Si m =0 et a(y) = 1, alors les coefficients Ao, By, C, et D, sont solutions Il reste & prouver que : ‘
des équations (5.16-5.18). m [ N
Pour le probléme de stabilisation associé au modéle & deux échelles, nous choisissons un second v(y) = Z i /B K (kyy — §)e dk. |
membre f¥ dont la limite & deux échelles pour les ondes dang (LE’(IRJr XwxY;xY(m)))? est : e
i, ) (5. 2)4 On y introduit 'expression de vy (k,y), et on utilise le fait que Upeg, B7= B :
5,2,7,Y) = —0gug(s, z
m— 1_1
2 . cos(pmy) (sin(27 ,2) — 2mT)0gus . ? ; ;
\/—z (pmy) (sin(277)0,u (8, 2) — cos(2mT) U (s, 2)) | v(y) = Z m Z / Wy + r)e= ) B Ry g,
B —
Proposition 7 : Avec ce choiz de second membre, uq, U et uy sont solutions des équations 0<J<T;m_- _ng = 2_2 1 gm—1_1
des ondes amorties (5.22). = (k)% 2 Z v(y +7) + Z / )(y + r)e~irdl
——_om—1 1<J<m neK; r-——Z"’ L
m—1 m—1
.5 Démonstrati iti = i |
o nstration de la proposition 2 =27 Y w3 (o) e S ufyan) Y e
La démonstration est faite pour v; et v, € H, +(Y). Son extension & des fonctions de L (w 72=m__21wi_11 == om—i_q r==m nek;
H{(Y)) est immédiate. En decompos;{cl}’( m) : —9-m z v(y +7) + Z o~m Z vy + 1) Z o—inr
/ ’l)l(y) ”71:'/’[)2 )eln2ydy = Z/ vl(y)ezllllyv2(y)e’ﬂ)2’ydy T;m-—_21'm——]‘-1 ISjSm rp:._.2'rn-—1 T]GK]
Y (m) —2m=lpk,—om-lypy] _ —inr
am_1 = 2™ Z v(y—l—r)ZZe".
Z / V(=27 ko y)T(=2" 4 kot L 4yl b ) g, r=—gme O<fsmnek;
Comme
Comme ’01 et vy sont Y-périodiques : .
am_1 Ze—mr=05ir7£0,
LYeilm—na) (=21 tk+§+y) neK;
Z/ nly + 3%y + 2)e dy il reste
m 1 - - j
, _ , = 2""y(y) 1 =w(y).2 " card(U  K7) = v(y).
—_ 1 . 1 7 ol —om—141 1 — ] 3 =0
. /Y vy + 3)0a(y + 3)elm—m) 2‘ +2ty) g eflm=malkgy, o;émqezxj ’
- Ceci prouve la formule (5.23).
Comme Par soucis de vérification, démontrons la réciproque. Smt ¥(y) donnée par la formule
2m—1
Z eilm—m)k _ 0 for n, # Mg, 1) / vy (k, Y — zEj(/i)?/dk-
k=0 0<]<m
et avec v”(lc y) Y —périodique et constante sur chaque cellule B7 pour tout n € K;. Prouvons
mamtenant que
K]lmKJ2=@Sij1 %jzﬂ gm—1 -1
on a finalement : v (k,y) = KT Z v(y+r+ ) ~ntr+3) pour tout k € BY,
r=—2m=1
/ " )vl(y)emlyvg(y)e"%ydy =0sin, #n, ousij; # 4. Remplagons I'expression de v(y) dans celle de 'vg (k,y) :
gm—1_1
j . m ’ By (R)y+r+3) 1. —in{y-tr+i
5.6 Démonstration de la proposition 1 k) = o Z; 10}4,; " /vg s A SEES S et
r==2m—1 {7 <m
Vu I’énoncé de cette proposition, on sous-entend la dépendance des fonctions en la variable z. e . : 1y 1
En utilisant la définition de vg(k, Y), = K5 Z Z K Z | B v (p, y)e#utrta)e=intw+r+3)
r=-2m—10<4'<m pEKT
k m = —in(y+r+3) " / ' b N
y ,L; Z y+r+ ) 2/ pour tout k € B", = kM Z ]’—1 J Z U; (‘u,y)el(u—n)(?ﬁﬂ) Z e"»(#-n)r_
r=—2m-1 0<_7’<m peKd r=—2m-—1
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2m—lg
Mais > eile-—nr — ggj # # . Donc, il reste les termes tels que p = 7, et comme K,;NK; = ()
r=—2m-1

quand j # 7/, il reste :

m : 27r 2'm—1_1
("“j) ”u(”’ Z 1

r=—2m—1

2 s . .
(57)" 2720l (5, ) = v (n,y).

It

C’est bien 1'égalité cherchée.
Démontrons I’

= Zﬂs,fﬂm Ky /B ”fl (k,y — 3)e'Ei®y g,
= 20<j<m ”;n‘/ ‘Ufz(k, y— 3)efi® gp,
o B

Pour tout j on pose wg (k,y) = Uf1 (k,y) — vgz(k y). Alors,

v(y) =

1 1.
W)= 32 w7 [ wilhy - )56k o) o) o
0<_7<m
Donc, pour tout 7,
am—1_
(k y) = K Z w(y +r+ )e—”’(y+’+2) = 0 pour tout k € B” et pour tout yeY.
r=—2m-1

L’unicité de la décomposition est ainsi démontrée.

Ici, nous montrons que opérateur v(y) —

(0 (%, Y))osj<m est une isomeétrie de L*(Y'(m)) dans
(L§(B X Y))™ je que

”Ul'%z(Y(m)) = Z “'Ug”%Z(BxY)'
§=0

On suppose d’abord que m > 1. Comme

ol = 1| 3 a7 / vguc,y)ewﬂkwdknig(yw,

0<ji<m
Z K'J 2] -1 Z ﬂ(n’

1<7<m neK;

= ”/€ 27”’;1 (0, y) + yII%Z(Y(m))a

en utilisant les propriétés d’orthogonalité,

(k32m)* (11 ey gy + > ( Cicr= 1> 2_ 191,91 gy

1<j<m nek;
_ m\2 gm-+1 02, r_n)22m—-j+2 ” j(k: )I 2 dk
= (kg 7TH”£“L‘(B><Y)+ Z ("3; m YUk, Y |L2(y) ,
1<j<m B
= HUuHLz(BxY)+ Z an”Lz(Bxy)a
1<j<m
Z H”;{H%z(sxy)-

0<j<m
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unicité de la décomposition. Supposons qu'’il y alent deux telles décompositions :

Ceci prouve le résultat dans lecasm > 1. Pour m =0 -

”U”%‘z(y) = HK((J)'UHOH%Q(Y):
donc

iy 2
1ol gy = ()7 1 2oy = / [

Ceci prouve le résultat.

H’UQJHJZﬂ(Bxy)-

9.7 Démonstration de 1a proposition 3

On démontre tout d’abord l'existence des décompositions (5.27)
I (k,.) et #3(k, .) forment des bases complétes de L2(Y (m))

p(t, 2,9) = cj(t, 2)h(y) + Z ZZ *Jktzwj(k )

0<7<m ke K; peN*

et (5.28). Comme les familles

W2y =di(t.2)000) + 3 3" S d(k,t, 2)g0 (k, )

0<j<m ke K, peN®
277 ek, t, 2 .

En posant cy(t,z) = oty 2), ikt z) = —%n(;———), do(t,z) = dy(t, z) et difk,t,z) =

J
29 i (K, ¢, 2) _
—2———=, on se rameéne facilement aux deux formules (5.27) et (5.28). O
KT

Montrons maintenant que B(s, 2, T, y)”%z(Rerthxy(m)) = 21n”p(t7m)”%2(ﬂ§+><w)' Comme

”ﬁ(t,z,y)”%Z(Y(m)) = /Y
+2 >« Z‘/

co(t 2)ho(y [ c(k,t,z W(k y)ko dy
0<5<m PEN*

+ E \ E : '51,52,p1,p2

0<51,52<m py,py eN*

p(t, 2, y)pt, 2 Y)dy = cot, z)co(t, Z)”%HLE(Y(m))

avec

R / / Zc;i(kl,t,z)@bﬁ(kl,y)d/ﬁ / JQC,’J;(kth)I/) > (ka, y)dky | dy.
Y(m) L'B B

Or

/Y(m) co(t, )1 (y) [/B cl(k,t, z)z/)g(k)y)ko dy
= /B colt, z)ci(k, t, z) [/Y(m) Yo(y) vl (k,y) dyJ dk
=0 | [ vl w| =0
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De méme / co(t, 2)1o(y) [/ ! (k,t, z)v,/;é(k,y)ko dy = 0. Enfin,
Y (m) B

/ [ / f-s;;’l‘cg,ll('kl,t,z)w;}l(kl,y)dli { / n;?;cg;(kg,t,z)ry;;g(kz,y)dng dy
v(im) LJ B B

=/ / Kl (ky,t, 2)Kcl (ko,t, z) [‘/ i (kl,y)wfz(kg,y) dy] dkydks.
B Y(m)

B
Or,
;‘11 (k‘ll)y)w;]i(ka)y) dy = 1si 1= Do et jl _— ]'2 et kl) k'g = Bn
Y (m)
= () sinon.
Ainsi,
Z Z * rj11j27p11P2
0<frgasm  POPEN
0<j<m peN* gek; v B" Y B7
= . Do Z(%")?/ | ks t,2) | dky [y
0<j<m peN* nek; Bn .
= D> Do Y. / | Gk, t,2) [2 dky
0<7<m peN* nek; v BT
= > Il t ) g,
0<Li<m peN*
Ainsi,

m m j
120, 2 )z =l eolts 2) 4+ D2 3 (57 55 bk, £, 2) 2oy -

0<j<m peN*
De méme, on montre que
”5(’5’ <y T y)'I%Q(Y(m)) =| 66(3’ Zy 7—) '2 +

Donc,
I2(s, Z?T’y)”%ﬂ(R’l'thxY(m)) = lleo(s, 2, T)II%Q(R+X}Q)+
Zogjgm EpGN‘ (H;n)z'zﬁ e’ (&, s,2,7) ”%Z(Bxlm xY;)*
Or, pour chaque transformée a deux échelles par rapport a la variable de temps t et de coefficient

O, O a

||Ejll%2(m+xn) =mes (Y) ”leliZ(m&)-
Done “Cj“iz(nw) = ”’Cvj“i%m%xm) et
||§(S, % T, ?J)H%2(m+xy;xy(m)) = ”CO(S, Z)II%Z(R+)+

Zogjgm szN‘“ ("3?)221—715 “C%(k’ 8,2) “%Q(BXRH'
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Finalement,

Hﬁ(s) 2y Ty y)”?‘ﬂ(R-FwaYt XY (m)) = HCO(S) z) ”%2(R+ ><w)+
Zogjgm ZpEN* (’ﬁ;n)zza% H%(k» ok z)”%ﬂ(BxR‘F Xw) =
”ﬁ(tv Z) y)“%ﬁ(R*—xwa(m)) = mes(Y(m)) “p(t, T) ”i2(R+ Xw)
= 2m”p(ta m)“iZ(R‘wa)'

Les mémes développements valent pour g et ceci démontre bien la proposition 3.

5.8 Démonstration de la proposition 4

5.8.1 Equations a 1’échelle microscopique (5.5-5.7)

Afin de démontrer que la limite (p, q) vérifie les équations (5.5-5.7), on a besoin des deux lemmes
8 et 9 suivants relatifs aux transformations & deux échelles spatiale et temporelle.

Lemmes 8 et 9

Lemme 8 : Soit u(z) € H'(w), telles que / u(z,—2™ 1) dz = o(e) et/ Uz, -2 N dz =
4 Y (m) Y2 (m)
o (&) pour toute fonction v € D(wx Y(m)) étant Y (m)-périodique, la transformée & deva échelle
u(z,y) de la fonction u(z) vérifie I'égalité suivante -
1 -~
- / u(z, y)v(z, y)ny oy (y)do(y)dz
wXxdY (m)

—~ o~ 2= —om—1
=1 U(Z, y)y@zv(z, y)da(y)dz + 2™ [’LL(Z, y)'U(Z, y)]z:é:gzigm—l
wX8Y (m)
Démonstration du lemme 8 : En notant YiE(m) =]2™ie, 2™ (i+1)ef et IF(m) = {0,1,..,2N-m
1}:

1

! / Wz, 9)0(2, 9y oy (v)dor (1) dz
& J wxay(m)

= - u(z,y)v(z,y)do(y)dz
2 wXdY (m)

= [z, y)v(z, )= oes dz
‘€1 (m) € Y (m)x8Y (m)

- ¥ 1 ﬁ(z,y)/ v(z,y)dz
icl=(m) € Y#(m)

1
On définit la moyenne 7°(z, y) = W / v(2',y)dz' pour tous (i, y, z) € If(m)x Y (m) x
¢ Y (m)

Y#(m). On a alors

Il

y=2m_1

y:_zm—l

y:27n—1
> Hiewn [ oy -
i€I*(m) YE(m) Y= —gm—1 (535)
T E TE( mE =am=1
2m [U(xi(m);y)“ (xi(m)ay)}z:?_w—l'

ieI=(m)
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Pour simplifier, on note n = 2= — 1 si bien que I ¢(m) = {0,1,..,n}. En remarquant que

U(ai(m),2™) = W(w5yy (m), —2™1) Vi € {0,.,n — 1},
et

u(zf(m), —2™) = U(zf 4 (m), 2™ Vi € {1, .., n},

et en utilisant la ¥ (m)-périodicité de v on développe (5.35) en

2 Z? ( F(m), 215 (a5 (m), 2m1)—
2" B(af(m), 2" (af(m), ~271) =
- I[Zizou(ws(m) 27 (af(m), 27 1)+
S S sy
Z:;() u(xf(m), —2m-1)5% (2§ (m), —2™1)—
S Was(m), 27 oy (m), 27

a(ag(m), 2™ )¢ (25 (m), 27 1) —
ula(m), =21 o (wf(m), —2m )] =
2[5 s (m), 2m) o (a3 (m), 271)
P ety lm), 27 = S (et (m), 2[5 e (m), ~21)—
T (a5 (m), —2")| F 202(a5 (m), 2715 (25 (m), 27
—2u(zg(m), 2" oE (2§ (m), —2m1).

V(2 + 2ey,y) — (7, %)
2e

~2me 3 et (m), 27 a5 ), 27
2’”62 u(xs(m )y —2m Ny E(acf(m) —2m—1)
L2 e, ) e

= Oy___21n -1 -

Si on définit we(z,y) =

; cette derniére somme s’6crit également

On sait que U(2,y) est constante par rapport  z sur chaque cellule Y#(m). Il en est de méme

pour 7°(z,y) et donc pour we(z, £2™ '), La somme précédente s’identifie alors avec

n—1
—~Z n/ A(z.2m‘1)w€(z,2m“])dz+

l)‘é'

Z ] z —gm— 1) ( ,'—2m_1)d2:
=1 v#(m)

+2™ [z, y )T (2, y) T2

z=0,y=—2m~1*

(2 + 2ey,y) — 7°(z, _
Or w(z,) = “EXEUD TG 45 54) 4 yha(e) = y0r0(, 1) + yha(e) ave

Linn (1 (€)1 22w (my) = 18 |[Ra(€) 2uicy (myy = O.

1 100
L

|

De méme 7°(z,y) = v(z,y) + hs(e) avec lim,_,q 1hs(€)]] L2 @xy (my) = 0. Ainsi,

1

E / B2, )0(2, Y) 1y o () do ()2
€ J wxoy(m)

=- u(z,y)yd;v(z, y)do(y)dz+
wx Y (m)

2m [u( 7y)v(z y)]z O,Z—izm 1 +T,

avec
T = fYE('m 2, 2™ 1219, v(z, 2 ) dz
fYE (my W2, =277} (=2 1) D 0(z, =2 ) d 2~

s / Rt L oL

S, #te 2 e
42" [0z, ) ()

2=0,y=—2m~—1 *

Comme / U(z,—2™ 1) dz = o(e) et / U(z,—2™ 1 dz = o0(e) on en déduit que
Y5 (m) Y (m)

lim, .o T = 0. Ceci termine la démonstration du lemme 8.

Lemme 9 : Soit u(t) € H'(R), pour toute fonction v € D(R X Y;) étant Y;- -périodique, U (s, )
la transformée & deux échelles de paramétre o de u(t) vérifie l’égalité suivante :

1

= R+Xayu *(s, 7)v(s, T)ny (7)do(7)ds
= — /]R+ [U*(s, ) T0(s, T)] :E% ds—
@ (s, 7)o(s, )] (s = 0,7 = —1).

La démonstration de ce Jemme est identique & celle du précédent.

Obtention de (5.3-5.4)

On rappelle que la transformation 4 deux échelles pour les ondes (1;’V ) qNN ) vérifie I'équation du

premier ordre :
—~ il =
Yo, [ 22 ) - b (2 :<(L>.
=\ )\ Zg@y 0\ )
£

On multiplie cette égalité par ( Z) ) avec v,w € D(R* X w; Hﬁi (Y, x Y(m))) deux fonctions

Y; XY (m)-périodiques puis on la multiplie par € et enfin on 'intégre sur @ = R xw x ¥; X Y(m).
Ainsi
N 4 N
Q gV Oy(az.) gV w
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Comme f est bornée dans L? (w), le terme de droite tend vers 0 quand € tend vers 0. En ce qui
concerne le membre de gauche, il vaut, en appliquant la formule de Green,

N v
[-(+(7) ()
(a7 0,w + 48, (atv) ) dQ
Q

M P v dsdzdyd
+ 5= | o | Prdsdzdy o(7)
Rt xwxY(m)xdY; q

— az (ﬁvw + (}\ﬁz))n,ydsdzd'rda(y).
R+ xwxY; x8Y (m)

En utilisant la convergence faible dans L? de la sous-suite (p?"v" ,(}T\’ ) vers (p,q), on peut faire
tendre € vers 0. La somme des deux premiéres intégrales précédentes tend alors vers

/ [— (M ( g )) Or ( z} ) + (a%payw +qay(a%v))] dQ.
Q
A= / Rt (0, <M (% )) - < k )ansdzdyd(f(T)

Xy = a (;ﬁw + c’]}vv)nydsdszda(y).
R+ XwxY: X8Y (m)

Soient

—

Calcul de X : Pour simplifier, on note (p, q) le couple (g;ﬁ ,¢Y). Il n’y aura pas de confusion
possible avec le couple (p, q) qui représente la limite de (pV, ¢V).

X, = / f (M ( 3’; )) . ( ;’U )n,dsda(T) dzdy.

w ><.Y(m) R+ x8Y,

En utilisant la décomposition (5.29) pour le couple (p, q) ou a

/mxayt (M ( ; )) - ( . ) nrdsdo(r) =

Yo covn dsdo(T)+
R+ x0Y;

3 /ﬁ:}"/ 3 {ajl(k)/ évpjvnrdsda('r)] widkﬁ—
i R+X3},t

0<i<m B peN*

do %wn#sdo(ﬂ-{—
R+ x8Y;

b m;”/ D [—J-IT/ &;,jwn,Tdsda(T)} ¢ dk.
ey (k) R+ x8Y,

0<i<m B peN*

Or, d’aprés le lemme 9, chaque

1 - ) -
=25 / clvn,dsdo(t) =
P R %0Y;

—€ &l TOvdsda(t) — € [E;,jv] (s=0,7=-1),
J Rt xoyy
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et chaque
T f c;l;jwanst'(T) =
") J mixov, |
—c &;Jq—aswdsda('r) —g I:C’inijl (s==0,7 = _%)
R+ x8Y;
De méme,
/ covn,dsdo(T) =
J - Rtxayy
—6 CorOsvdsdo(t) — e [Gov] (s = 0,7 = —13),
B+ xoY:
et
f c%wn,dsda(ﬂ =
R+x8Y;
— doT8swdsdo (1) — € [dow] (s=0,7= _%)
J Rt x0Y:
Donc
Jo (1)) (2
R+ x8Y; q w
—€ CothTOsvdsdo (1) — e [Coypgv] (s = 0,7 = _w%)
R+ x8Y; =
—€ /s’.”/ / & TOsvdsda () + [67v] (s = 0,7 = _‘l)} Widk
OSJZSMJ B;;N'- R+><19Ymp [p ] 2 p

_e/ %qﬁOT@swdeﬁ(’r) —€ [(%¢Ow] (s=0,7=-1)
R+x0Yy .

- Z 5 /B Z /}R+><6Y (i;j’r(')swdsda(r) + [dp w] (s=0,7= M%)}

0<j<m peEN® -

En rassemblant les différents facteurs de v et de w, cela vaut

—€ Cotg + K,’-”/ &l dk | TOvdsdo(T)
/u«+x6n oo Z y sz : ’

0<5<m PEN*

—£ [(E{ﬂbo + Z K,;"/ Z @ji/)édk}) U] (s=0,7= —%)
0<j<m B pen+
- / [d}qso + Y R / > d,’ ¢;dk} TOywdsdo(7)
R+ XYt OSJSm B pEN*
—€ [(C’ivo%—l- Z /{T/ Z&;,Jqﬁgdk) w} (s=0,7=-3).
0<ji<m B pent

On identifie les décompositions de p et g.

o (1) 3

J R+xov q w

—£ P ro, ( y nrdsdo(T)-
rtxoy, \ 4 L

elpv+quw] (s =0,7 = —3).
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Finalement

X = —-5/ / ( p ) 70, ( = )nrdsda(T)dzdy
J owx¥(m)J Rtxov; 4 w

—5/ [pv + qu] (s = 0,7 = ~1)dzdy.
wxY (m)

Calcul de X, : Par un calcul similaire, et en utilisant le lemme & & la place du lemme 9, on
obtient :

X, = / as (;wa + (;TVv)nydsdszdO‘(y) =
J R+ xwxY, x8Y (m)

—z az (Pyd.w + qyd,v)n,dzdo(y)dsdr
R+x¥; J wxdy(m) )
z=1,y=2M"
+e2™ [a% (pw + qv)J dsdr.
}R“’ )(}’i z=07'y=—2m>1

Les expressions de X; et de X, impliquent que ces intégrales tendent vers 0 quand ¢ tend vers
0. On a finalement

é [— (M ( 5 )) 8, ( . ) + (atpoyw + qay(a%v))} 4Q =0,

pour tous v,w € D(R x w; H'(Y; x ¥ (m))) fonctions ¥; x Y (m)-périodiques. L’interprétation
de cette formulation variationnelle implique que d’une part (p, q) est solution de (5.3) et d’autre
part qu'il est ¥; x )i(’m)-périodique (ici, il s’agit bien du couple limite (p, q) et non du couple
qui représente (pV,¢"V)). Ceci achéve la démonstration de la proposition 4.

5.8.2 Obtention de (5.5), (5.6) et (5.7).

Passage 2 la limite dans la formulation variationnelle Soit (v, w) € (DR x w; LAY, x Y(m)]ll
solution quelconque de (5.3) et (5.4). En reprenant le calcul mené pour la construction des équa-
tions (5.3) et (5.4) vérifiées par (p, q), on obtient :

1 pN 0 a3d, \ [ pV v

c / Q (Ma’ ( g ) ( 8,(az) 0 & ))\w)®=
1 1 pN
X, - =Xg= __/ / g, 70, ( & ) ndsdo(T)dzdy
€ & wXx¥(m)J R+xadY, qN w

+ / / a2 (5“7 yBw + gV YO, v)nydzdo (y)dsdr
Bt x¥ J wx8Y(m)

- [ﬁv%—&ﬁw] (s = 0,7 = —1)dzdy
wxY(m)
z=1,y=2m~—1

—2”‘/ [a%(ﬁw + c;TVv)} dsdr.
R+xY;

z=0,y=-2m—1

Or, modulo Iextraction’ d’une sous suite, (p‘ﬁ ,(71/" ) converge faiblement dans LR x w x
Y: x Y(m)) vers (p,q) et (pV,¢V)(s = 0,7 = —2) converge faiblement vers (ho, h1) dans
L*(w x Y(m)). De plus, les conditions aux limites (5.2) impliquent que ¢™ (s, z,7,1) = 0 pour

(% y) € {(0,—2m71), (1,2™ )},

104

Par ailleurs,
E?Eﬂza*)(g)‘(aﬂg%-) 06)(](?))(«1))“
v
- Q FV '(’w)dQ’

0
et la convergence faible dans L*(RT x w x ¥; x Y'(m)) de ( oy > vers ( (J)c ) nous permet de

conclure que (p, q) est solution de :

—/ / ( p ) 7T0s < v ) n.dsde(T)dzdy
wx¥(m)J mtxoy; \ 9 Y
+

a? (py0.w + qyd,v)n,dzdo(y)dsdr
RExY:  wxdY(m) (536)

— [hov + hyw] (s = 0,7 = —4)dzdy

wxY(m)
1 z=1,y=27"1 ' :
—2m [aﬁpwJ dsdr = fwd@.
R+xY; z=0,y=—2m~1 Q

Interprétation de (5.36) Aprés étre passé a la limite dans la formulation variationnelle, il
reste & interpréter la formulation variationnelle limite. En appliquant la formule de Green :

_ / / ( P ) .«ras("” )n,.dsda('r)dzdy
wxY(m)J R+xov; \ ¢ w
....I_..

az (pyd,w + qué, v)nydzdo(y)dsdr
Bt x¥: J wxdY(m)

=- / o (‘rag ( v ) . ( ‘;’ )) -8, (a%y(pﬁzw 5 q@z'u)) do.
Or
Z@T(TBS(Z)).(Z))d@:é&((‘z>.(785+My8z)(z)))dQ.

En effet, le terme supplémentaire est

Jo (2 0n )

/ / < P ) Myo, ( v )nm('r)da('r)dsdzdy
RtxwxY(m)J av; \ 4 w

et
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car les couples (p, q9), (v,w), et la variable Yy sont Yi-périodiques. De méme,

/IQ 0y (af.’ljﬁor?zw + f}@z?))) 40 =

/Q 9, (a,% ( f; ) (Y0, + M~179,) < v )) daQ.

/Q 0, (765 ( ) . (f]) )) -9, (a%y(pazw = q@zv)) dQ =
“fy((3)-woraman
3y( %(f])) (40, + M179,) ( w

que nous développons en

Donc

A N
S, S

+
—~
S

S
TR

I
) |

Etudions

1

0y ( 2y (pc'?w—l—qc?v)):a%(p@w—l—qav)
9 ((:0)8,(a2p) + a# (9,9)0.v + 98, (a20,w) + g0, (@, (azv))):

1( q O,v
ah p).(azw N

azv p P (9zv
y((azw)'D‘” q)+(q>'Dy<5zw)>

1
ou D, représente Popérateur ( g a20, ) et

Ainsi

Ceci s’identifie avec

__/Q (A/IOT(‘Z)—Dy<§)>.(y8z+ﬂ/f‘178§)<Z})dQ
(¥, + M~1r,) [ Mo, Z)—Dywu)).(f;)dcz

;/:a (3)(%0)aa-[ (2)a(l)ae

[T

Or Mo, ( ‘2) - D, < g) = MO, ( zj ) - D, ( ZJ ) = 0 car (p,q) et (v,w) sont solutions

de (5.3). Il reste donc

éla%(l{i)'(gju)_(‘2)'86(2,)05@-

C’est & dire, aprés application de la formule de Green
s ‘a%az b Ng ""a%nz D
/('U,’UJ) ( —a%(?z 05 ) ( q )dQ“ /(U,'LU) ( _a%nz Mg ) ( g ) (@)
Q aQ
Dans la formule ci-dessus on a ”contracté” Pécriture c’est-a-dire que
nsdo(Q) = nedzdydrdo(s), n.do(Q) = ndsdydrdo(z),

et dans chaque cas, 0Q s’en déduit. Ainsi,

83 _a%az P
/Q(U,'U)) ( _aéaz 0s ) ( q ) w

ns  —ain, P
_ , d
N ‘m?(w QU) ( haénz Mg ) ( q ) G(Q)

- [hov + hyw)] (s = 0,7 = —3)dzdy

JowxY(m)

g z=1,y=2m"1
—2m/ [afpw] dsd7’=/ fwd@,
R+ xY; 2=0,y=~2m~1 Q

pour tout (v, w) solution de(5.5) et (5.4).

Nous allons détailler

(5.38)

oQ

- o X ) (7)o@
J ag azn, Ng q

:/ (v, w). ( P ) (s = 0)dzdrdy
wxY;xY (m) q

+ [ %(pw-l—qv)J B dsdrdy
R+ xYixY (m)

Pour la suite, nous avons besoin du
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1 y=vy2
[m (pw + qv)] dr = 0.

Y=y

Lemme 10 : Pour tous y,,y, € Y(m) tels que 1, <y : /

Y:

Démonstration du lemme 10 : Comme (P, ¢) est solution de(5.3) :

0= / (v, w)(M8, — D,) ( 1;’ ) drdy

YiX]y1,v2]

= 8T<(U’WM(p)>dd—/ v
/)"XIUI,BQI ) q Tay th]yl,yﬂ(p, (])MaT ”

- By(a% (pw + qu))drdy +

0 3 l
Yixlunl J vispuge (%) + P20, (w)drdy

== (p,q)(M8, — D <U>dd
‘/“X]yl,yzl )( y) w the |

- _
oo () o] oo
ly1,92] q 1 Y,

T==3 1 Yy=mn

i

car — ,Q){(MO, — v _ . " :
/ ¥ x]th[(p a)( Dy) ( w ) drdy = 0 puisque (v,w) étant solution de (5.3), et

o)1 (2 )72

Ceci nous permet d’affirmer

z=1

1 :1’,, —nm—1
[az (pw + qv)] o dsdrdy = 2m/ [a% (pw + qv)] = dsdr.
= RtxYy;

R+><Yi XY(m) z:(),y:_gm—u

En effet, la différence de ces deux termes vaut

1 z=1 1 Z=1,y=2”n—1
[az (pw + qv)] o [az (pw + qv)] (dsdrdy =
R+xY; XY (m) a #=0y=—2m-

Yy y=2m—1

- [ [ [ew+a=o)

Y:
Rt XY (m)

! et e ]

dTJ d&dy S 0?

d’aprés le lemme 10.

La méme méthode, basée stir un équivalent du lemme 10 en version

p 1
v, w). s = 0)dzdrdy = p O = 1
/wXthY(m)< ) (q ) ( )dzdrdy /wxy(m)(vjw)' ( ¢ ) (s=0,7 = 2)dzdy.
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T 0, puisque v, w, p, g sont Yi-périodiques. Ce qui démontre le lemme 10.

"temporelle”, conduit 4

La formulation variationnelle (5.38) se simplifie donc en :

8, —aid, p
/Q(v'w) ( ~aid, &, ) < q )dQ

4 2=1’y:2'm~1
+2m/ [aﬁ (pw + qv)J dsdr

Rt xY: 2=0,y==—2m~—1
+/ ('U,’lU)<p> (S:O,T:_—-—%)dZdy
wxY (m) q

- [hov + hqw] (s = 0,7 = —1)dzdy
wxY(m)

1 Z::l,yzzm_l
_2m/ {aﬁp’w} dsdq‘":/ f’lUdQ,
J RIxY; z=0,y=—2m~1 o

pour tout (v, w) solution de(5.3) et (5.4). C’est-a-dire

8,  —azd, P 1 pE=ly=amol
/ (v, w) 19 9 aQ + 2’”/ [a2 q'u} _, dsdr
g L% G A el el (5.39
v (= hoJo+(a = haJu] (s = 0,7 = ~ydady = [ fuaq,
wXY(m) Q

pour tout (v, w) solution de (5.3) et (5.4). Considérons un couple (v, w) ne dépendant que des
variables 7 et y solution de (5.3) et (5.4) et définissons (v*,w*) (s, z,7,y) = ®(s, 2) (v, w) (7, ),
avec € D(R* x w) quelconque. Il s’en suit que (v*, w*) est solution de (5.5) et (5.4), et dans
ce cas, (5.39) se réduit &

' * * 8s _a%az p . *
/(“’w)<—-a%az 5. )(q)dQ_-/wadQ.

Q

Plus précisément

O, —a2d, P
1 - d d d< = VU.
/Rﬁ‘ Xw (I)(S,Z) l:/thY(m)(U,w) ( —a20, s ) ( 7 ) i y} a2 =0

Cette égalité est valable pour tout ® € D(R* x w) donc
1
/ (v, w) ( _5%302 -tlai(9z ) (Z ) drdy = / fwdrdy,
Y; XY (m) Yi XY (m)

pour tout (v,w) solution de (5.3) et (5.4). Nous venons de démontrer (5.5). Sachant cela, la
formulation variationnelle limite devient

Z=1,y=2m~1 . 1
2m / [a%qv] ! dsdr + / [(p — ho)v+ (g — h1)w] (s =0,7 = -E)dzdy =0,

. z=0,y=—2m"1
R+ xY: wX¥Y(m)

pour tout (v, w) solution de(5.5) et (5.4). Cette fois-ci, on choisit ® € D (w; L2(R*)) quelconque,
donc tel que ®(z = 0,5) = ®(z =1,s) = 0. Alors

[ o= ho (= ] (s = 0,7 = ~d)azdy =,
wxY(m)
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c’est & dire que pour tout ® € D(w; LA(R*)) :
/ B(z, 5 = 0) [/Y( (o= hoo+ (g~ mul (2 =0,7 = —%)dy} -0,

Donc /Y (p—ho)v+(q—hi)wdy=0en (s,2,7) € {0} xwx {—1}, pour tout (v, w) solution

de(5.3) et (5.4). Nous venons de démontrer (5.7). La démonstration de (5.6) est similaire. Ceci
clét la démonstration de la proposition 4.

5.9 Démonstration de la proposition 5

5.9.1 Caractérisation des solutions de (5.3-5.4)

On commence par montrer que la solution (p,q) peut étre décomposée sur les ondes de Bloch
sous la forme (5.8). Soit (p, ¢) la solution du systéme d’équations :

()~ (aey *2)(2)-(8)

On décompose (pz q) sur la base des (14(.),0), (wg(k, )5 0)j=0,...m, keK;, peNt
(07 ¢0())’ et (07 ¢;(k‘7 '))J'=0,..,m, keK;, peN* :

pommy) = Alsz o)+ 3 w7 [ 3 ALE 05K N

0<j’<Sm g p'eN

q(s,2,7,y) = Bo(s,2z,T)dy(y) + Z H,/ZB 18,2, )¢, (K y)dk.

0<5'<m 5 PN
2

(k)
seconde par ¢7(k,.) et en les intégrant sur Y (m) :

Comme o (k) = , bour p € N*, en multipliant la premiére équation par wg(k, ) et la

OrAo(s, 2,T) / Yo (y) ¥ (k, y)dy +

Y(m)

jl

. Ho o ’ -
> o [ X Yo ,s ) [ w0 v

0< 'I< B ! *
<j'<m p'EN Y(m)

et

Z m,/z 'Mp aB (K, s, 2,7) f q&ﬂ(k',y)@(k,y)dydk'"

0<j' <m, p'eN Y(m)

Ao(s,2,7) / 8,(aM o () ) ly

Y (m)

Z m,/z 1 ( lc’AJ L8, 2, T) /d)” y) i (k,y)dydk' = 0.

0<j’'<m p’GN Y(m)
Dans la suite, on utilise les relations entre qﬁg(k, ) et wf;(k, .), les relations d’orthogonalité et le
fait que |[¢5,(k, M|Z2er(my) =1et H’l/)i,(k,.)”%g'(y(m)) =1pourj€{0,..,m}, ke K;et pe N.
Pour p = 0, dans ce cas ¢} (k,.) = ¢o(.) et Pi(k,.) = ¥,(.) quelque soit j et k, il vient :

&er =0et &,-BO = 0.
Pour p#0, j € {0,...,m} et ke K;:
V& g 23k, ) — \Jub(k, ) Bi(k,.) =0
et ﬂ:a Bi(k,.) +\/uilk, JAl(k, ) = 0,

donc 8, A%(k,.) — 2wBj(k,.) = 0 et 0, Bj(k ,.) + 2w Al (k,.) = 0. De fagon équivalente :

. . 1 .
02, Ai(k,.) + (2m) Al (k, ) = 0 et Bj(k,.) = 5—0-A}(k, ),

TT°™p
c’est a dire que :
AJ I(k,s,2,7) = (k, s,z) cos(2nt) + D’ I (K, s, z) sin(27T),

et
Bg(k, 8,2,T) = —Cg(k, s,z)sin(2n7) + Di(k, s, z) cos(2n7).

En conséquence :

p(S,Z, Tay) = A0(87z)¢0(y> i

Z / Z C’ k, s, z) cos(2nT) +D7(k,s,z) s1n(27'r7')) ¢p(k y)dk

0<j<m pEN*

Q(S7Z77-7y) . BO(Saz)¢O(y) S

Z / Z k s, z) sin(2m7) -+—D""(Ic 8, 2) cos(2mT)) qﬁg(k,y)dk_

0<j<m pGN'

Ce qui démontre (5.8).
Remarque : L’ensemble des solutions (p,q) est engendré par les vecteurs (non mormés) or-

thogonauz pour le produit scalaire de L*(Y; x Y (m)) :

() (1) (S ) « (Sesmedie)
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9.9.2 Interprétation de la formulation variationnelle (5.5-5.6)

On établit successivement les équations & I'intérieur, les conditions initiales et les conditions
aux limites vérifiées par les coefficients Ay, By, C’g (k,.) et Dg (k,.).

Les équations a 'intérieur
q

On utilise maintenant le fait que (p,q) est solution de

/ (Osp — al/zazq)v + (859 — 4, (a1/2p))wd7'dy = / fwdrdy
YixY

YixY

pour tout (v, w) solution de

v 0 al/?9, v 0
MaT(w)_<8y(a1/2.) 0 w —(O)'
On remplace successivement le couple (v, w) par I'un des vecteurs cités 3 la remarque ci-dessus.

Posons (v, w) = ( Yoly) )

/ (Osp(s, 2,7, y) = a*(y)B,q(s, 2,7, )y (y)drdy = 0,
Yi XY (m)
ie

3, / p(s, 2,7, Yo (y)drdy — / Yo(y)a2(y)Bug(s, 2,7, y)drdy = 0.
Y:xY(m) YixY (m)

En utilisant Pexpression de p

5, / P(s, 2,7, Yo (y)drdy = B, Ag(s, 2) / Y&(y)drdy

YixY(m) Y1 xY(m)

+ 3 [ kg [ costmnus pataldraya

0<j<m B PEN* Yo XY (m)

+ 3 ap / S 8,Di(k, s, 2) / Sin 2T )l (k, y )by () drdydk

0<ji<m B PEN* YixY (m)
en utilisant les relations d’orthonormalité des wg(k, ), il reste 8,44(s, 2).

D’autre part, en utilisant Pexpression de q

= / Yo(¥)a'(y)B,a(s, 2,7, y)drdy = —3, By, 2) / a2 (y)obo(y) o (y)drdy

YixY(m) Y1 XY (m)
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I / > 8.4k, s, 2) / YoW)a W) Sn@rryg 4 g3 arayd

0<5<m B PEN* YixY(m)
-3 A / > 0.Di(k,s, z) / po(y)a'(y) cos(2T) 8L (k, y)drdydk
0<j<m B PEN" ¥ixY (m)

cos(2mT) dr = / sin(277) dr = 0, il reste _b1/232B0(s,z).

utilisant le fait que / y
t

J Y
En sommant les deux termes

8sAo(s, z) — bY23,By(s, z) = 0.
0 o
Posons (v, w) = ( bo(1) ), il vient
/ (Bsa(s, 2,7,y) — 0:(a'*(y)p(s, 2,7, y))) o (y)drdy =
J Yixy(m)

/ £(8,2,7,y)do(y)drdy
YixY(m)

o, amma)drdy =0, [ a5y =
Y xY (m) Y:xY (m)

f f(8,2,7,9)do(y)drdy
VixY(m)

en utilisant la décomposition de (p, q) on en déduit que :

0sBo(s, z) — bl/zaon(s,z) = fo(s,z).

cos(2mr) i (k,y) ' .
Posons (v, w) = ( — sin(277) ¢} (k, y) ) .

/ (8,p — a'/?8,q) cos(ZWT)lp;(k, y) — (8,q — 8,(a*/?p)) sin(27rr)qbf,(lc, y)drdy
Yy XY (m)

—= f F(s, 2,7, y) sin(2nr) g (K, y)drdy,
Y XY (m)

en remplacant p et ¢ par leur expression :

Z /s}’f/ Z / ( (856’5;(16’,.)cos(27r7')7,llf;,(k’,y)—- )deydk

. . a0, D}y (K,.) cos(2m7) ¢}, (K, ) cos(2nr)ofi (k, )
0<j'<m B P €N YixY (m)

. (=0,C5 (K, ) sin(2nr)gl (K, y)— drdydk
B " / ZN / Bsz;(k’, ) sin(277)at 2yl (K, y)) sin(2n7) ¢ (k, y)
B pl *

0<j'sm Y;xY (m)




— [ £(s,2,7,9) sin(2r7) (k. y)drdy,
YixY

utilisant les relations d’orthogonalité entre les cos(2r7) et sin(277) :

(9301{(16, 8,2) +

a1/2(y) . , . , ,
/ 5 (V08 ky) = G, 4 (k,1)) dyd. DI, 5, )

= / f(s,2,7,y) sin(2n7) @ (k, y)drdy.

Yi XY (m)
C’est & dire :

8,C(k,s,2) + > KT / > / 25 (k, k)0, D (K, 5, 2)dk' =

0<j'<m ' P'EN* Y (m)

= / [(s,2,7,9) sin(2rr) ¢l (k, y)drdy.
YexY (m)

sin(2 :
Enfin, posons (v,w) = ( cos((2?r;>)ﬁp§z§ ), par un calcul similaire, il vient
p

0D}k, 5,2) = D wp [ D" [ T (k,K)0,Ch (K, 5, 2)dk =

!
<4’ <m g P'EN* Y(m)

- / f(s,2,7,y) cos(27rr)¢f;(lc, y)drdy.
YixY(m)

Ce qui prouve (5.9) et (5.12).

Les conditions initiales

Les conditions initiales vérifiées par les fonctions Ay, By, C’J et DJ sont interprétées a I’aide de
Péquation

/ (p— h(l))v + (g — h1)wdy =0 en (s, 2, 7) € {0} x w x {——21—},
Y (m)

et des décompositions (5.8) de (p,q) et de (v, w).

POSODS (’U, ’LU) = (%(y), 0)
[ woody= [ hatody en (s,7) = 0,-1/2)
Y(m) Y (m)
et en utilisant la décomposition (5.8) et les relations d’orthogonalité il reste
200,9) = [ hale,u)a(y) dyz € .
Y (m)
Posons (v, w) = (0, ¢y(y)), on en déduit
Ba(0,9) = [ mzy)dy.
Y‘(m)
Posons (v, w) = (cos(2m7)y3(k,y), —sin(2r7)¢?(k,y)), on obtient :
C’(ka /hozyi/)p(ky)dszEw
Y(m)
Posons (v, w) = (sin(2r7)y(k,y), cos(2wT) gl (k,y)) :
Di(k,0,2) = — / ha(s,9)¢ (k,9) dy Vz € w.
Y (m)

Ce sont les conditions (5.11) et (5.13).

Les conditions aux limites (5.10) et (5.14)

Dans ce paragraphe, on déduit des conditions aux limites vérifiées par les fonctions Ay, By, Cj
et D) qui se déduisent de (5.6). Pour cela, on utilise le fait que

f azqudr =0 en (s,2,y) € Rt x {(0,-2™71),(1,2™7 1)},
Y
pour tout (v, w) solution de(5.3) et (5.4).

En choisissant (v, w) = (¥4(y),0), il vient

J
0<j<m B peEN*

Z m/ Z —CJ(k, s, z)sin(2r7) + Di(k, s, z) cos(2mT)) (j);;(k,y)dkibo(y)dT = 0.

Du fait que [, sin(2r7)dr = [, cos(2r7)dr = 0, il reste a2 (y)do(y)Bo(s,z) = 0 en (s,z,y) €
R* x {(0,—2™"1),(1,2™~1)} donc By(s,0) = B(s,1) = 0.
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En choisissant (v, w) = (cos(27r7-)1/)j;(k, v), — sin(277) ¢! (k, y)), on trouve

[ a@)Bols, 2100ty cos@mri e, gyar -

Y:

/ da) 3wz / D C(K,s,2)sin(2mr) gl (K, )k’ cos(2rr)ys (k, y)dr +

v; 0<j'<m B P'eN*

fa%(y) Z m;’,‘/ Z D;;(k’,s,z) cos(27r7')¢;;(k’,y)d/c’cos(27r7')z/)§(k,y)dT-—- 0,

Y 0<j’<m g pleN®
donc

> w7 [ 3 vk e (W ) DK, o, )k =,

0<j’Sm Yy pens

en (s, z,y) € R* x {(0, —2m1), (1,271},
Enfin, en choisissant (v, w) = (sin(2mr)yd (k, y),cos(27)¢?(k, y)), on trouve

> & [ e K, s, <o,
0<§'<m B penn
en (s,z,y) € R* x {(0, —2m1)

, (1,2™ 1)}, Ce qui montre les conditions aux limites (5.11) et
(5.14). '

5.9.3 Obtention des conditions aux limites (5.15)

L’ensemble des équations qui dérivent des formulations (5
précédente. Pour établir les conditions aux limites (5.15)
directement sur les conditions aux limites.

-5-5.6) ont été construites & la section
il faut effectuer le passage 4 la limite

Soit (p",q") (¢,z) la solution de Péquation des ondes formulée sous forme de systéme d’équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre. On a déja vu que (p,q), la limite & deux échelles
pour les ondes de (pV, ¢") , s’6crit sous la forme :

p(s,z,T,y) = AO(S’Z)¢O(y) +

Z ;g;"/ Z (Ci(k,s, 2) cos(2n7) + Di(k, s, 2) sin(277)) Wik, y)dk
0<i<m B

pEN*

Q(saza T, y) o BO(S’Z)¢O(y) +
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S i [ 3 (~Clth, 5,2 sin(anr) + Dk, 2)con

0<j<m g peN®

(277)) #i(k,y)dk.

Ainsi, on en déduit une approximation deN (o™, " ) parltllvne décomposition analogue dans la-
quelle les fonctions A (t, ), B (t,z), CiN (k,t,z) et DIV (k,t,2) sont Continues en (¢, z) :

P (t, ) = AJ (¢, 2)90(y") + P(e) +

> 5 [ 3 (G5 (ks t,0) cos(amri (B) + D (s, 1, 2) (2 () ik, )

0<j<m B pEN*

g™ (t,x) = BY' (t,z) + Q(e)

Z ,g;”/ Z (=CoN(k,t,x) sin(2m7°(k)) + D2 (k,t, z) cos(2n72¢(k))) ¢ (k, y°)dk

0<j<m 5 peN*

t
op(k)
deux échelles pour les ondes (ﬁ(s), Q(E)) converge vers 0 dans L? et satisfait

iy [ 2 (0 (o amty i ) ( 58 ) () ae=0

pour tous (v, w) solution de (5.3-5.4). La trace de ¢V (¢,z) en z = 0 est égale a

ol ¥ = T _om1 g Th5 (k) = — 1 et ott (P(g),Q(e)) sont tels que leur transformée 4
£

m

gV (t,0) = By (,0) + Q(&)jpm0 +

Z K’;n/ Z (_Cg'N(k7t, 0) SiIl(Z’/TT;;’E(k?)) -+ D'Z;’N(k?,t, 0) COS(ZTFT‘IZ’E(k))) ¢g,(k, —2m—1)dk:

0gj<m g peNr

Dans le cas ot tous les ag;(k) spnt différeqts, l’anablfse de E(;\?rier par fapporfn it moztre qug
chacun des termes By (¢,0), C3N (k,¢,0)¢](k, —2™1) et D (k,t,O)qbp({c,—Z . ) t\en vers
lorsque N tend vers l'infini. Il en va de méme sur Pautre bord du domaine. Ainsi, & la limite,
ona:

Bo(t, z) = C3(k,t, 2)d3(k,y) = Dj(k,t, 2)g}(k,y) = 0 en (2,9) € {(0, -2™71), (1,2™")}.

C’est ce qu'il fallait démontrer. Ceci achéve la démonstration de la proposition 5.
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Epilogue

Un homme voyait la mer pour la premiére fois de sa vie. Il s’extasiait
sur sa beauté, sur son immensité. « Et encore, dit son ami, tu ne vois
que la surface ! » Pour ceux qui ont pu explorer les profondeurs, c’est
un devoir de rappeler toujours aux autres, qu’il est dommage de se
contenter seulement des apparences, de I’écorce, de [’enveloppe, de
’extérieur. Mais si cela nuit a la tranquillité.

« Pour trouver la perle, disait Djaldl-od Din Rimi, il faut plonger ».
Bien siir ! |

On pourrait théoriquement imaginer qu’avec un re’cipzentf de la
patience et du temps, en vidant la mer, on finirait par atteindre la
perle.

C’est une question de technique. C’est la technique. |

Ou bien, avec un masque, en regardant de la surface, on pourrait
apercevoir la perle. C’est déja satisfaisant. C’est déja de I’art, ou tout
au moins un artifice. Mais ce n’est pas suffisant pour nous donner une
connaissance véritable de la perle. If faut plonger : c’est cela le grand
art et la grande technique. Attacher solidement la corde au.tou\r deASOi,
en confier Iextrémité en méme temps que sa vie a un ami tres sur et

plonger, plonger, plonger,...

Claude DURIX
Le Sabre et la vie
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Résumeé

Nous présentons une approche nouvelle
pour la conception des systemes
intelligents distribués dans le cadre du
contrdle des vibrations d’une poutre.
Nous construisons un circuit analogique
distribué qui réalise une approximation
d'une loi de contréle optimal, avec un
systeme d’observation et de controle
utilisant des transducteurs
piézoélectriques distribués. Ce résultat
théorique obtenu a été validé par des
calculs numériques. Nous proposons une
paramétrisation des contréleurs
dynamiques H-infini pour des équations
d’état linéaires de dimension infinie .
Cela a permis de construire deux
contrdleurs dynamiques particuliers
pour Yéquation des ondes et une large

classe de controleurs. Un modeéle
simplifié de 'équation des ondes a deux
échelles, qui modélise I'évolution dun
systéme régi par 'équation des ondes en
une dimension & coefficients et données
oscillants, est présenté. La solution du
modele & deux échelles est décomposée
sur les ondes de Bloch. Les coefficients
de la solution du modele a coefficients
constants sont solutions d’une infinité
d’équations des ondes découplées, posées
sur le domaine macroscopique, avec des
conditions de Dirichlet homogeénes. Une
étude de stabilisation a été réalisée sur
le modele a coefficients constants. Les
résultats théoriques obtenus ont été
validés par des calculs numériques.

Mots clés
Systémes intelligent distribué, contréle H-infini, ondes de Bloch, homogénéisation,
vibrations, circuit électronique, contrdle optimal, contréle distribué, transformation a

deux échelles pour les ondes.

Abstract

We present a new approach for the
design of distributed intelligent systems
within the framework of the beam
vibrations control. We build a
distributed analog circuit which realizes
an approximation of an optimal control
law. The sensors and actuators are
piezoelectric  transducers and are
distributed in the host structure. This
theoretical result has been validated by
numerical simulations. We propose a
parameterization of H-infinite dynamic
controllers for infinite dimension linear
systems. Then two particular dynamic
controllers for the waves equation and a
large class of controllers are derived. A

two-scale model for the wave equation
with oscillating coefficients and data is
formulated. It has been derived using an
asymptotic method based on the two-
scale convergence and on the Bloch
waves decomposition. A numerical
validation in the case of constant
coefficients and oscillating data is also
presented. The coefficients of the
solution of this model are solutions of an
infinity of uncoupled waves equations,
posed on the macroscopic field, with
Dirichlet homogeneous conditions. A
stabilization problem is solved in that.
This result has also been validated by
numerical simulation.

Key words
Distributed intelligent systems, H-infinity control, Bloch waves, homogenization,
vibrations, optimal control, electronic circuit, distributed control, two_scale

transformation for the waves.



