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1 Algorithme de réponse randomisée

On considère la méthode de sondage 1 qui permet de répondre de manière “anonyme” à une question sur des
données sensibles.

Exercice 1.1 (Variance de l’estimateur ).

1. On rappelle que la variance est définie comme la moyenne des carrés des écarts à la moyenne. Montrer que
pour une VAR X , Var[X] = E[X2] − E[X]2.

2. On considère un utilisateur dont la réponse originale à la question est OUI. Soit X la VAR qui vaut 1 si sa
réponse randomisée est OUI et 0 sinon. Évaluer E[X], E[X2]. En déduire que Var[X] = δ1(1 − δ1) avec
δ1 = 3/4.

3. De manière similaire, on considère un utilisateur dont la réponse originale à la question est NON. Soit Y la
VAR qui vaut 1 si sa réponse randomisée est OUI et 0 sinon. Montrer que Var[Y ] = δ0(1− δ0) avec δ0 = 1/4.

4. Soit R la VAR qui compte le nombre de réponses randomisées égales à OUI. Montrer que Var[R] = f.Var[X]+
(N − f).Var[Y ].

5. Montrer alors que Var[f̂ ] = 4 × Var[R] = 3N
4 . Discuter de cette variance.

2 Comparaison théorique entre VarStair et VarLb

Exercice 2.1 (Etude du signe de la différence VarLb − VarStair).

On rappelle que VarLb = 2(∆
ϵ )2 et que VarStair = ∆2 × 2−2/3e−2ϵ/3(1 + e−ϵ)2/3 + e−ϵ

(1 − e−ϵ)2

1. Pourquoi s’intéresse-t-on à ce signe? Quelles sont les conséquences d’un signe toujours positif ?

2. Travailler avec ces deux fonctions de ϵ n’est pas aisé. A lieu de cela, on comparera un autre indicateur de
dispersion qu’est l’écart absolu moyen (EBM). On a EBMLb = ∆

ϵ et EBMStair = ∆ eϵ/2

eϵ−1 .

Montrer qu’étudier le signe de EBMLb − EBMStair revient à étudier le signe de ex − 1 − x.ex/2 pour x ≥ 0.

3. Etudier la dérivée de cette fonction. Conclure quant à cet indicateur de dispersion.
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3 Etude de GRR

On reprend dans cette partie l’algorithme GRR (transparent 12 du cours 4).

Exercice 3.1. On considère un ensemble de N personnes, chacune ayant une réponse personnelle dans {v1, . . . , vk}.
Soit fi le nombre de fois où la valeur vi apparaît dans l’ensemble initial de réponses personnelles.

Soit ri le nombre de fois où la valeur vi apparaît dans l’ensemble obtenu après application du mécanisme MGRR

à chaque réponse individuelle.

1. Montrer que f̂i défini par

f̂i = k − 1 + eϵ

eϵ − 1 ri − N

eϵ − 1 (1)

est un estimateur de fi.

2. Montrer que la variance de f̂i, notée Var[f̂i] est définie par

Var[f̂i] =
(

k − 1 + eϵ

eϵ − 1

)2
V ar[r̂i] (2)

Var[r̂i] = fi × δ1(1 − δ1) + (N − fi) × δ0(1 − δ0) (3)

avec δ1 = eϵ

k − 1 + eϵ
et δ0 = 1

k − 1 + eϵ
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