M1-ISL
Option Initiation a la Recherche. TD1

Jean-Fran¢ois COUCHOT
couchot [arobase] femto-st [point] fr

16 janvier 2022

1 Algorithme de réponse randomisée

On considere la méthode de réponse randomisée ' qui permet de répondre de maniére “anonyme” 2 une question
sur des données sensibles déja vue en CM.

Exercice 1.1 (Code implantant le nettoyage de la réponse). Donner le code (3 lignes tout au plus) de la fonction
reponse_randomisee (rep_o) qui prend en parametre une réponse originale booléenne et qui retourne une
réponse du méme type selon [’algorithme de réponse randomisée original (avec des pieces de monnaie) donné dans
le cours.

Exercice 1.2 (Code implantant I’estimateur). Donner le code (3 lignes tout au plus) de la fonction
estimation_nbre_oui_initiaux (reps) quiprend en paramétre la série de réponses nettoyées et retourne
une estimation du nombre de OU1 qui étaient présents initialement.

Exercice 1.3 (Evaluation numérique statistique du mécanisme). 1. Commencer par donner le code de la fonc-
tion eval_rep_randomisee (nb_exp,data) qui prend en parametres le nombre nb_exp et la sé-
quence de valeurs binaires originales data. nb_exp fois, le jeu de données data est nettoyé selon l’al-
gorithme de réponse randomisée puis le nombre de OUI qui étaient présents initialement est estimé. Cette
estimation est accumulée dans une liste qui est retournée.

2. Donner le code qui calcule la moyenne, la variance/l’écart-type de cette liste.

3. On considere le jeu de données aldult. La donnée sensible est le fait qu’une personne soit vendeuse (Occu-
pation = Sales). Evaluer la démarche de réponse randomisée sur cette question en répétant 100 fois I’expéri-

mentation.

Exercice 1.4 (Extension de 1’algorithme). 1. Définir le nouvel estimateur f' de la réponse randomisée qui re-
pose sur les probabilités p de dire la vérité et q de sortir un OUI si le tirage ne contraint pas de dire la
VErité.

2. Modifier le code précédent pour qu’il prenne en compte cette extension.

3. On considére que p € [0.1,0.2,...,1.0] et q € [0.1,0.2,...,1.0]. Pour chaque paire (p, q), estimer pratique-
ment [’écart-type de f' avec 5 évaluations.

4. Illustrer ceci a l'aide d’un histogramme en 3D, comme donné a la figure 1.4. On pourra s’inspirer de la
référence?

5. Quels semblent étre les bons candidats (p, q) pour minimiser [’écart-type ?
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2 Aspects théoriques

A

Exercice 2.1 (Premiéres preuves). 1. Montrer que I’estimateur est non biaisé. Pour cela, montrer que E[(f)] =
I
2. Estimer théoriquement la variance de ’estimateur :
(a) On rappelle que la variance est définie comme la moyenne des carrés des écarts a la moyenne. Montrer
que pour une VAR X, V[X| = E[X?] — E[X?].
(b) On considere un utilisateur dont la réponse originale a la question est OUI. Soit X la VAR qui vaut 1 si sa
réponse randomisée est OUI et 0 sinon. Evaluer E[X), E[X?]. En déduire que V[X] = 61(1 — 61) avec
6 =p+(1-p
(c) De maniere similaire, on considére un utilisateur dont la réponse originale a la question est NON. Soit
Y la VAR qui vaut 1 si sa réponse randomisée est OUI et O sinon. Montrer que V[Y] = 6o(1 — dp) avec

do = (1 —p)g.
(d) Soit R VAR qui compte le nombre de réponse randomisées égales & OUL Montrer que V[R| = f.V[X] +
(N — f).V[Y].
(e) Montrer alors que V[f] = Vp[éﬂ.
Exercice 2.2 (Contredire la pratique en intégrant la PVP). 1. Dans ce contexte d’extension, quels sont les

rapports de probabilités maximaux suivants ?

PI‘[M ({171)
PI‘[M (.2122)

Y
pour x1,x2,m € {OUI,NON}

Y]

2. On souhaite garantir que ce mécanisme ne dévoilera pas plus d’information que celui de réponse randomisée
initial. Montrer que ceci nécessite que les deux contraintes suivantes soient simultanément établies :

p+(1-p)g p+(1—-p)(1-q)
(1-pg = (1-p)(1—9q) =9

3. Montrer qu’il est nécessaire que p soit inférieur a 1/2 pour que ce systéme ait une solution.
4. Intuitivement, discuter de la variance de ’estimateur f' en fonction de p.

5. Conclure sur l’intérét de cette extension.
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