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In this paper, we study the problem of the Hilbert tower of a number field. We
use a refinement of the result of Golod-Safarevic in the theory of the p-group, due to
Schoof. Using the action of an abelian group on a finite p-group, and the characters
theory of finite groups, we obtain a new criterion of the non finiteness of the Hilbert
p-tower of a cubic cyclic extension over Q. The used method give too some good results
for a totally imaginary cyclic extension of degree 6 over Q.

§1. Introduction.
Soit k un corps de nombres et soit p un nombre premier.
Notons par k; la p-extension abélienne non-ramifiée maximale de k; k; est le p-corps de
Hilbert de k.
Rappelons que I’application d’Artin donne un isomorphisme entre le p-groupe des classes
¢l de k et le groupe de Galois Gal(k, /k).
On peut alors construire & partir de k une suite de corps (k;);5, de la maniére suivante:
ko =k et kiyq est le p-corps de Hilbert de k;. -
On note par L la réunion de ces extensions de k: c’est la p-tour de Hilbert de &; L est
également la p-extension non-ramifiée maximale de k.
On dit que la p-tour de k est finje lorsque 1’extension L/k est finie et qu’elle est infinie
dans le cas contraire.
En 1964, Golod et Safarevic ont donné un critére de non-finitude pour les p-tours; il
permet par exemple d’affirmer que le corps quadratique Q(v/=2.3.5.7.11.13) a une 2-tour
infinie.
Ce critére est une conséquence d’un résultat de théorie des p-groupes, qui donne une
condition nécessaire pour qu’un p-groupe G soit fini.
Plus tard (1965-...), Koch et Vinberg ont donné un rafinement du résultat de théorie
des p-groupes de Golod-Safarevic ([K1], [K2], [V]); celui-ci fait intervenir les filtrations de
Zassenhaus du groupe des relations d'un p-groupe G.

En 1986, Schoof a donné un rafinement homologique de P’inégalité de Golod-Safarevic
{ISc]); c’est ce résultat que nous utiliserons. En voici le rappel.

Soit G un p-goupe fini et soit I 1'idéal d’augmentation de 1'algébre F[G).

Si A est un G-module, nous noterons par H;(A) le groupe homologique H;(G, A).

En utilisant les homomorphismes naturels suivants :

e Hy(IF) — Hy(I¥Y) — - — Hy(D),

on obtient une filtration de H;(J) par les images des groupes H;(/*) dans H;(I ).
Notons alors par Rx(G), k 2 2, le quotient suivant :

Im (Hy(I*') — H\(D))
Tm (H(I¥) — Hy(1))

Ri(G) =
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et posons Ti(G) = dp Rx(G), ol dpRy(G) désigne le p-rang de Ri(G).
On peut alors noter que

2. (G) = r = dpHa(E,).
k22

Si I'on note par d le p-rang de Hy(F,), i.e le p-rang de G, on a donc le résultat suivant,
établi par Schoof ([Sc], théoréme 2.1):
Soit G un p-groupe fini, alors

MGyt —dt+1>0, Vtelo;1]. (1)
k>2

Rappelons que le résultat de Golod-Safarevic indique que r > d%/4.

Nous allons appliquer le résultat de Schoof au groupe G = Gal{L/k), ot k est un corps de
nombres et olt L est la p-tour de Hilbert de k; nous essayerons de majorer convenablement
72(G), voire de Pannuler dans certains cas (§3, §4 et §5), dans la perspective de contredire
(1), ce qui montrera alors que la p-tour de Hilbert de k est infinie.

On obtiendra alors le résultat suivant (§5.1, théoreme 5.2):

Soit k/Q une exztension cycligue de degré 3, et soit p un nombre premier différent de 2
et de 8; alors si le p-rang du groupe des classes de k est supérieur ou égal d 4, k a une
p-tour de Hilbert infinie.

Notons que ce résultat améliore de 2 le rang obtenu par l'inégalité de Golod-Safarevic.

On aura également quelques résultats intéressants dans le cas oll k£/Q est une extension
cyclique de degré 6 et totalement imaginaire (§5.2, théoréme 5.5).

Enfin, dans le paragraphe 6, nous donnerons pour un p-groupe fini G une relation liant d
2

3 72(G) et 3 a3(G), ot a(G) = dy

7 ceci permettra d’obtenir immédiatement le résultat

connu sujvant :

Sotent p # 2 et k un corps quadratique tels que le p-rang du groupe des classes de ce corps
est supérieur ou égal & 2; notons par ky le p-corps de Hilbert de k. Alors le p-groupe des
classes de k; est non trivial,

§2. Rappels.

2.1. Résultats classiques.

On peut retrouver I’ensemble de ces rappels dans [R].
Soient donc k un corps de nombres et p un nombre premier. Notons par L la p-tour de
Hilbert de k que I'on suppose finie. Rappelons alors deux suites exactes:

1—-0EL——»UL——>-ZI—L—-+1, (2)
EL
et
U JL
l—F — I e Th ©

ol Ey, est le groupe des unités de L, cly, le groupe des classes de L, Jy, le groupe des ideles
de L, Uy = HUL,,, UL, étant le groupe des unités du corps complété L, de L en v.
v
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Comme l'extension L/k est non ramifiée, on a
AHYG,UL) =1, ¥nez,

ol G = Gal(L/k).
(2) apporte alors

H"(G ) ~ A™*Y(G, EL).
Comme L est la p-tour de Hilbert de k, alors (lelg),p) = 1, et ainsi
A™G,clL)=1, Yn e Z.

(3) apporte alors
Ju
’ Lx

En utilisant ensuite 'isomorphisme suivant (cf. [T]):

H"(G 2y~ G, 2L

A%(6,2) = H"(G’Lx)
et en prenant n = —1, on obtient
Eyx
~ Hy(G,Z), 4
Nt = H(G,2) @

ol Ej est le groupe des unités de k.

2.2. Réprésentations linéaires des groupes finis.

On peut trouver une partie de ces rappels dans [Sel].

Soient A un groupe abélien fini et p un nombre premier étranger a ’ordre de A.

Si M désigne un F,[A]-module, on sait alors que M est un F,[{A}-module projectif; les
Zy[A]-modules projectifs étant en correspondance bijective avec les F,{A]-modules projec-

tifs, on peut donc remonter M en un unique Z,[A}-module projectif M.

Amsx A tout F,{A}-module M, on associe un Q,{A]-module M ® Q,.

On rappelle ensuite que si deux Zy[A)-modules projectifs définissent des Qp[A]-modules
isomorphes aprés produit tensoriel avec Q,, alors ceux-ci sont isomorphes.

Enfin, on sait que si les caractéres de deux Qp[A}-modules sont égaux, alors ces modules
sont isomorphes.

De ceci, il résulte que montrer la trivialité de M revient 3 montrer la trivialité du caractére
de M ®Q,; de méme, déterminer le p-rang de M, revient & compter le nombre de caractéres
C,{A)-irréductibles intervenant dans la décomposition du caractére de M @ Q.

Pour un F,{A]-module ¥, nous noterons par x[M] le caractére de M ® Q,; de plus,
Vinégalité x[A] < x[B] signifiera que le caractére du Qu{A)-module A divise celui de B, i.e

x [B] = x [A] + somme de caractéres.
Notons alors que si l'on a la suite exacte de F,{A]-modules
1—A-— B—C-—1,

alors

x (Bl = x[A]l+x[C] ;
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si ’on a seulement une injection de A vers B (ou bien une surjection de B vers A), alors
x[A4] < x(B].

Enfin, on rappelle que les caractéres Q,[A]-irréductibles s’obtiennent de la fagon suivante:
Soit 4 un caractére C,[A}-irréductible de A (donc de degré 1) et soit Dy le groupe de
décomposition de p dans Q(O(¥})/Q, ot O(¢) est P'ordre de ¥ ; alors le caractére Q,[A]-
irréductible associé & 9 est la somme des Q,-conjugués de 9, i.e

x= 3, 9"

uveDy

De plus, par cette construction, on obtient ’ensemble des caractéres Q [A]-irréductibles.
P P p

§3. Majorations de x[Ri(G)].

A présent, on se place dans la situation suivante:
P est un nombre premier, k désigne un corps de nombres et k/k une extension galoisienne
de groupe de Galois A, avec |A] étranger 3 p.

Notons par L la p-tour de k, que I'on suppose finie, et par G le groupe de Galois de
L/k. Par maximalité de L, L/k est galoisienne; ainsi A agit sur 'ensemble des groupes
homologiques H;(G, A), notés H;(A) (cf. [Se2], Chapitre VII). En particulier, A agit sur
Ri(G).

Enongons le résultat principal de cette partie, résultat qui donne deux majorations diffé-
rentes de x[Rix(G)], et qui ne fait intervenir que la partie abélienne de G.

Théoréme 3.1: Majorations de x[Ri(G)].

Soit k un corps de nombres, et soit p un nombre premier.

Supposons que la p-tour de Hilbert L de k est finie.

Notons par G le groupe de Galois de L[k, par I'* 'idéal d’augmentation de Ualgébre ]F,[G"b],
et par E; le groupe des unités de k.

Alors on a les deuzr majorations de x [Ri(G)] suivantes:

ad 3
() X(R(G)] € x* [(—G‘%F] -x [,-Im]

ab
(i) x[Rk(G)]Sx[(—GG—a,,—);] +x (gfr]

pour tout k > 2.

Dans les paragraphes 3.1 et 3.2, nous montrerons successivement les deux majorations de
a2

X {Rx(G)); dans le paragraphe 3.3, on donnera un résultat qui permet d’obtenir x 73

ab
A partir de x il théoréme 3.8).
(Gety

3.1. Premiére majoration.
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3.1.1. Premiére relation.

Pour k£ > 2, on a la suite exacte
N Ik-l
0—‘I§—*I—l——*~?§-———*0,

ol I est I'idéal d’augmentation de l'algébre Fo[G]; cette suite exacte devient

o Hy(I¥) — Hy(IF') — Hl( )—» Ho(I*) — Ho(1*) — Ho( 75 )-» 0,
plus précisémment

Ilc

oo Hy(I%) — Hy(I* 1)~-»H1( T* ) TR

— 0,
&’

H1(I" l) H( l: 1) _{k_
Im (H,(I*) = H\(I*-1)) T T++1

Cette suite exacte est en fait une suite de F,[{A}-modules; it vient alors en termes de
caractéres

k-1 I* Hy(I*!
X [Hl(]_k)} =y []kH] [Im(H (Ik;(-——a })11 jk—l))] Vk > 2.

3.1.2. Passage & ’abélianisé.

0— — 0, Vk > 2.

Notons par I* I'idéal d’augmentation de F,[G*}, G*° étant I'abélianisé de G. Il vient alors
immédiatement, par la projection F,[G] — F,;[G**], l'inégalité

Itk Ik
X [7:,;7] <x [—IHI]' VE 2> 1.
En résumé, nous avons

k 1 I k H Ik 1
[H‘( I )] =X [I'*“] X [Im = I)fl(fk-w)]’ Ve22

3.1.3. Introduction de x [Ri(G))].

On part de la suite d’homomorphismes
o Hy(I%) — Hy(IFY) — oo — Hi(1%) — Hy(I).
Définissons alors par ¢x—; ’homomorphisme suivant :
Im (By(1%1) 2=} Hy(D))
Im (Hy(1%) 25 Hy(I))
2 v gea(z) modulo [Im (Hy(1*) 2 Hy(D))].

Br-1 ¢ Hy(IF)

On peut constater que I'm (HI(I") — Hl(I"'l)) factorise ¢r.; de facon évidente; de
plus ;_; est trivialement surjective. Ainsi nous avons

H (II: l)
{;m ) 1))] > X [RW(G)], V2 2.

En résumé, nous obtenons

Ik—l l'k
X [Hl(_IT)] 2 X ['I,,Tﬁ] +x[Re(G)], Vk22.
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3.1.4. Passage au produit tensoriel.
k-1
1l ne reste plus qu’a évaluer x Hl(—I—k—) . Rappelons un résultat classique.

Lemme 3.2:
k-1 k-1

Parce que G agit trivialement sur T alors il existe un A-isomorphisme entre Hl(-—I-k——)

I Ik—l
e

et F _}k—
Démonstration: -
L’isomorphisme entre Ilz ® II,‘ et HI(——I ) se déduit de 'application F,-bilinéaire sui-
vante: ! et
Il omEE )k
1
(X as-1),0) = eezl( —), 0(s) = a,a.0

3€G

Il vient alors en termes de caractéres

k—
x[m(%—})] x|7]- [’k ’], Vk> 2.

k-1

11 est difficile d’évaluer x [-I———

T* ], en effet cela nécessite la connaissance de l'action de A

®k
sur G, i.e la connaissance de G'! Par contre, on peut remarquer que (1_7) se surjecte

k-1
k > 2. Ainsi, il vient

I Ikt I
x[ﬁ]x[-ﬁ—] <xt[g]s vez2
On peut noter que pour k égal 3 2, il n’y a aucune perte d'information dans l'inégalité
précédente.

vers -I-5® E

En notant finalement que é— est A-isomorphe & {cf. {Se2], chapitre VII}, nous

G
Gy
obtenons alors la premiére majoration de x [Rx(G)):

Gub Ik
x [R:(G)] € x* [W] - X [I_"_*"-]
3.2. Seconde majoration de x [R:(G)).

Tout d’abord notons que
x[Re(G)] £ x[H:(1)}

Partons ensuite de
1—zZ-5z2— F, — 1,

pour en déduire

- — Hy(Z) -2+ Hy(Z) — Ha(F,) — Hi(Z) B Hy(Z) — -,
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plus précisémment

__, Hi(z)
p-Ha(Z)

Or on sait que Hy(Z) s’identifie au quotient Ex/Ny /. Ef, (cf. Rappels), et que H,(Z) est
isomorphe & G*® (cf. [Se2], chapitre VII). Ainsi, il vient la suite exacte

— Hy(F,) — Hy(Z)[p] — 1.

Proposition 3.3:

E;

QN .
(Ex)? NipiEL

— Hy(Fp) — G*[p) — 1.

On sait ensuite que H;(I) s’identifie 3 H3(F,), ceci par la suite exacte
1 [ — F[G] — F, — 1.

Ainsi, on obtient

x[R(G)] < x ML (D] = x ()] < x [6™15] + x [ 5]

Finalement, pour obtenir la seconde majoration de x [Ri(G)], il suffit de montrer le lemme
suivant :

Lemme 3.4:
X {(g%s] = x [G**lp])-

Démonstration:
Supposons que G2 = (h}) x - - - {h3), avec h} d'ordre égal 3 p* (d = d,bG).
'a

Il est immédiat que {h},---,h} mod(G**)"} forme une E,-base de (%W'

De méme, {(A)"" -+, (h5)?™" } forme une F,-base de G*[p)].

1l suffit ensuite de remarquer que si pour s € A, hy* = h:“'(') -+, olt ay(s) € Z, alors
a, =1 3

(C

) = () e
Remarque 3.5:
La proposition 3.3 apporte V'inégalité

r—d< dyEy,

ol r = d,H;(F,) et ol d = d,G.

1-2
3.3. Calcul de x [}.—3] .

; . \ | A
Dans ce paragraphe, on donne un résultat qui permet d’obtenir le caractére de — 4 partir

I3
Gab
ey
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Théoréme 3.8: ([M], chapitre 111, proposition 3.4.2)
Soit p un nombre premier différent de 2.

d ab
Si 21[).- désigne la décomposition en caractéres Cp[Al-irréductibles de x [(—b%)—”] (on
=

peut retrouver plusieurs fois le méme caractére), alors on a

1-2 d d
X [7;3-] = }:Zw.-«/a.
=1 =1
i
I?
I est intéressant de rappeler également une F,-base de 753 ¢ pour cela supposons que
ab

Gy est engendré par k},..., A% mod (G®*) en tant que Fy-espace vectoriel (AT € G*);

la famille (h}); forme un systéme minimal de générateurs de G*%. Notons par X; I’élément
hi — 1.
On a alors le résultat suivant (cf. [M], chapitre III, proposition 3.4.1):

Proposition 3.9:
La sous famille de (X;X;)ic; modulo (XiXn X0 )k,mn, composée uniguement d’éléments
- w3

I
non nuls, forme une Fp-base de 75

Remarque 3.10:
-2

I
Pour p # 2, tout élément de 73 s’écrit de maniére unique
> aij(hf — 1)(h} - 1) modulo I'"?,
<5
- 12 PR d-1 -
a;; € Fp ; en particulier, le p-rang de —; est égal 3 d + d.-—2-——, d désignant le p-rang de

I*3
G.
Pour p = 2, tout dépend de la structure de G ; en effet, on peut par exemple avoir h}? = 1
et ainsi le terme (A} — 1)? disparait. Plus précisémment, si G* =~ (Z/2Z)% x G’, avec G
*2
d’exposant supérieur ou égal 2 4, alors le 2-rang de 7 est égal &

d-1
— — dy.
d+d 2 2

Exemple élémentaire 3.11:
On prend A cyclique d'ordre 3 et p = 2; on a trois caractéres C,[A}-irréductibles :

Yo:5 — 1,
s —
Y215 — (4
ol { est une racine cubique de 'unité (non triviale), et ot A = (s).
Supposons que G*? ait pour structure Cz X Cz X Cz X Ca, avec l'action de A définie par:

ab
X [Egib—)’] =291+ 225

alors avec le théoréme 3.8, 0n a

"
X [1—.‘5] =Y+ Y2 + 4.
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§4. Exemples d’annulation de ro(G).

4.1. Cas quadratique.

On se fixe le cadre sunivant :

p est un nombre premier différent de 2 et k un corps quadratique. On note par A le groupe
de Galois de k/Q. On suppose que la p-tour de Hilbert L de % est finie et on note par G
le groupe de Galois de L/k.

On a deux caractéres C,[A]-irréductibles:

Yo s — 1,
P15 — -,
oll A = (s).
Il est clair que

Ey .
X (Ek)p] < 1/)1 1

de méme, on peut remarquer que

Cll=
X [Ed—k);] =d,
olt d = dyclg.
Par le théoréme 3.1, il vient
. dd-1
0 ximens Ly,

(1) x[R:(G)) < (d+ 1)y
Ainsi x [R2(G)] = 0, et par conséquent r2(G) = 0; alors I'inégalité
Yo r(Gytt —dt+1>0
kx2

devient
S (Gt —dt+1>0.
k>3

Rappelons que
r—d <1, remarque 3.5

Ainsi, si k admet une p-tour de Hilbert finie, on a avec (1)
B3 d+1)-dt+1>0, Vteloif,

ie
dycly < 2.

On a alors le résultat suivant établi par Schoof:

Proposition 4.1 ({Sc], théoréme 4.3):
Soit k un corps quadratique et soit p un nombre premier différent de 2; alors si dpcly > 3,
k a une p-tour de Hilbert infinie.

Remarque 4.2:

De maniére identique, on a le résultat suivant :

Soient p un nombre premier différent de 2 et k un corps quadratique imaginaire différent
de Q(+/=3) tels que clg(p) = 1. Alors toute extension quadratique k de k dont le p-rang
du groupe des classes est supérieur ou égal & 3, a une p-tour de Hilbert infinie.
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4.2. Autres exemples.

On considére la situation suivante: ki (s) k=kik

! (t)
e Q(v=-d) =k,

oit k;/Q est une extension cyclique de degré I, ! non nécessairement premier, et d > 0 sans
facteur carré; on suppose de plus que k; est totalement réel.

Soit p un nembre premier, p ne divisant pas 2. Notons par A le groupe de Galois de k/Q;
A est le produit direct de (s) avec (t), ol (s) est le groupe de Galois de k/k; et {t) celui
de k/k;; G désignera le groupe de Galois de L/k, L étant la p-tour de Hilbert de k.
Nous avons 2/ caractéres C,[A}-irréductibles : soit ¢ une racine primitive 1°¢ de Punité,
alors les caractéres C,{A]-irréductibles sont définis par

Yo : s—1;t—1
Y1 2 s—1;t-—¢(

Yo s—1it— (!
Yr 1 s——-1;1—1
Yigei = i i=1,...,01-1
On peut remarquer que pour 0 < 4 < I =1, Yy = 7%, Yo, = (1[;1.,..')'1, puis que
les caractéres (1;)ic/-1 peuvent-étre vus comme caracteres du groupe Gal(k:1/Q), et ¥

comme caractére de Gal(k,/Q).
Supposons que k ne contient pas les racines p*™** de I'unité, alors il vient

x [l =§¢,~

! .
Supposons également que le caractére de Zk - est de la forme a + Y; + ¥i-i, § compris
(cle¥

entre 1 et I — 1 (ici, dpcly = d = a + 2), alors

i 1.2
X [(SS»] - X [Tf} = (a*/2 = a/2+ 1)do+ athsi + aPnr-i.

En appliquant le théoréme 3.1, on obtient
(1) x[Ra(G)] < (a/2 - a/2+ V)vho + atuyi + atpar_,

(i) x[R2(G)] < ( ) 1/’1‘) +opr+ it Y.

1<5<i-1
Ainsi r2(G) = 0. Alors si k admet une p-tour finie L, on a
r3~dt+1>0, Vtelo;lf

1 suffit ensuite de remarquer r — d est inférieur ou égal 3 [ - 1, pour obtenir la proposition
suivante:

Proposition 4.3:
Sous les hypothése de ce paragraphe (en particulier k ne contient pas p, ), si k a une
p-tour de Hilbert finie, on a alors

(-1 41

P vt €]6; 1.

d},dk <
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Par la proposition 4.1, seuls les cas ot @ < 2 sont intéressants: pour @ = 0, l'inégalité
n’apporte rien; pour @ = 1, I'inégalité de la proposition 4.3 est fausse sur ]0; 1{ pour { < 2,
on retrouve ainsi la remarque 4.2; pour a = 2 (dpely = 4), on note que si ! < 6, alors
I'inégalité est fausse sur J0; 1[; on peut alors regrouper 'ensemble des résultats dans un
tableau.

La premiére colonne A indique la valeur de [; la colonne B indique pour comparaison la
limite de l'inégalité

(-1 +1

d>
= t—1t2

)

i.e le cas ot 3(G) est non annulé; la colonne C donne les conditions sur p; enfin, la colonne
. . . N [~

D donne les conditions d’infinitude de G pour le caractére x de (-7%.

Cig

A B|C D

1=2 |5 | p#£2 | dych =dyoly, +dpch, >3

1=3 16 |p#£2,3 | docle =davecx =2¢a+¢¥1 +¥2

I=4 |6 [ p#2 | dpcl =4 avec x =2¢5 + ¥ + 3 ou 294 + 2y

I=6 17 | p#2,6 | dpcly =davecx =25 +¥1+Ys0uds+9¥2+9s

1=6 | 8 | p#2,3 | dpcli =4 avec x = 2Pg + Y2 + ¥4 0u 295 + 293 ou 296 + ¥y + ¥

En fait, dans certains cas les conditions sur x peuvent-étre remplacées par des conditions
sur le groupe des classes des corps k; et k.
On obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 4.4 :
Soit p un nombre premier différent de 2.
Soit k1 /Q une eztension cyclique de degré | totalement réelle, et soit k; un corps quadra-
tique imaginaire; k = kyk,.
Supposons que k ne contient pas les racines p*™* de l'unité, et que
dyely = 2dycly, = fld,,(:lk2 = 4.
Alors dans une des situations suivantes, k a une p-tour de Hilbert infinie.
i)l=3etp=2(3).
iijl=4etp=3(4)
i) I=5etp=—1(5).

w)l=6etp=—1(6).



314 Christian Maire

§5. Cas cycliques de degré 3 et 6 sur @.

Dans cette partie, k/Q est une extension cubique cyclique (§5.1), ou bien cyclique de degré
6 et totalement imaginaire (§5.2). Notons par L la p-tour de Hilbert de k; G = Gal(L/k).
En utilisant le théoréme de Golod-Safarevic, on sait que dés que dycly = d > 6, alors &
a une p-tour de Hilbert infinie. Notons ensuite que si r2(G) = 0, le rafinement de Schoof
permet de dire que la p-tour est infinie dés que d > 4 (on ne montrera pas que 72(G) = 0).
On va donc s’interesser aux situations d = 4 et d = 5. Les théorémes principaux 5.2 et 5.5
sont les conséquences de la proposition suivante :

Proposition 5.1:
Soit le polynéme

Qrpa(t) = (d+2- T2(G))t3 + Tz(G)12 —dt+1.

Alors Q., 4 prend des valeurs négatives sur Uintervalle 10; 1{, lorsque d = 4 et 15(G) < 2,
ainsi que lorsque d = 5 et r(G) < 5.

Notons que pour d = 4 et 75(G) = 2, le minimum sur J0; I[ de Qq2(t) = 43 + 212 — 41 +1

-14 v 46 — 131
est atteint en {p = -1+ Vi3 et vaut 46— 13v13 ~ ~0.032.

Pour d = 5 et 75(G) = 5, le minimum sur ]0; 1[ de Qs,5(2) = 2t + 52 — 5t + 1 est atteint

=3 -2\/5 et vaut 404 —545\/‘% ~ —-0.072.

en t; =

5.1. Cas cubique.

On considere la situation suivante: k/Q désigne une extension cyclique de degré 3, avec k
donc totalement réel; A est le groupe de Galois de k/Q.
Soit p un nombre premier différent de 2 et de 3; il y a trois caractéres C,[A]-irréductibles:

Yo 1 s——1,
PYr 1 s —— ¢,
11}2 : S—"CZ,

ot A = (s), et ol { est une racine cubique de I'unité {non triviale).
On rappelle alors que

Eyx ]
—_ ] = + .
X [(Ek)P 1/11 1,’2
On a alors le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 5.2:

Soit k/Q une extension cyclique de degré 3, et soit p un nombre premier différent de 2 et
de 3.

Alors si dyely > 4, k a une p-tour de Hilbert infinie.

Rappelons que si G est fini, alors avec la remarque 3.5 (r — d < 2) et l'inégalité (1) de
Schoof, on sait que le polyndme Q,, 4 doit étre strictement positif sur ]0; 1.
Ainsi, a partir de la proposition 5.1, pour démontrer le théoréme 5.2, il suffit de montrer

Proposition 5.3:

Soit p un nombre premier différent de 2 et de 3, et soil k/Q une extension cyclique de
degré 3 telle que la p-tour de Hilbert L de k est finie; G = Gal(L[k).

Alors sidycly = 4, on a ro(G) £ 2; sidyeli =5, on ary(G) < 4.



Tours de Hilbert . .. 315

Démonstration:
On montre cette proposition en utilisant le théoréme 3.1. Détaillons les calculs.

1°" cas: d,,clk = 4.
Le caraitére du p-groupe des classes de k peut se décomposer de trois fagons différentes.
Cik
—| =2 2%,.
* X [(Clk)p] ¢l + ¢2

On a alors \
I.
X [I—,g] = 391 + 32 + 4¥bo.

En appliquant le théoréme 3.1, on obtient

(1) x[R2(G)} < 1 + 2 + 44
(7)) x[R2(G)] £ 39 + 3¢,
Ainsi 75(G) < 2.
.y [ cly ] = 391 + ¥. (idem pour 3¢, + %)

(ele)?
na

I-’Z
X[F] = + 693 + 3¢,

(i)  x[Ra(G)] < 3% + 3¢,
(#) x[R2AG)) < d3h1 + 292 5

ainsi 79(G) < 2.

ce 1 _ .

X [-(cl—k)p] = 41),. (idem pour 44;)
na 12

X ['1T3] = 101/)1 ’

(1) x{R2(G)] £ 64n,
(#) x[R2(G)] < ¥1 + 592
ainsi r5(G) < 1.

2°¢ cas: dpely = 5.

!
* X [-(TCI:_)F] = 5¢. (idem pour 59;)

alors
(i) x[R2(G)) £ 109,
(i) x[R2AG) < 6¥1+ %25
ainsi r(G) < 1.
X (-;Ilf)_p] = 4¢’1 + ¢2. (ldem pour 1/)1 + 4102)
ors
(i) x[R2AG)] < 6¢2 + 4o,
(1) x[RoG) £ 59 +2¢s;
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ainsi r5(G) < 2.

. x [(fi’f);] = 361 + 2¢». (idem pour 24, + 3¢5)

alors

(1) x[R2A(G)] < 3¢7 + 91 + 6%,
(1) x[RaAG)] £ 491 + 3925

ainsi r(G) < 4. O
De fagon identique, on a

Corollaire 5.4:

Soit p un nombre premier différent de 2 et de 3, et soit k un corps quadratique imaginaire
de p-groupe des classes trivial.

Sott k/k une ezlension cyclique de degré 3; alors si dycly > 4, k a une p-tour de Hilbert
infinie.

5.2. Cas cyclique de degré 6 sur Q.

Dans ce paragraphe, on considére k/Q une extension cyclique de degré 6 et totalement
imaginaire.

On a alors la situation suivante:
k] (s) k= klkg

3 {t)
Q Q(v=d) =k,

oi k;/Q est une extension cubique cyclique, et olt k2 est un corps quadratique imaginaire.
Notons par A le groupe de Galois de k/Q; A est le produit direct de (s) avec (t), ol (s)
est le groupe de Galois de k/k; et (t) celui de k/k,.

Soit p un nombre premier différent de 2 et de 3; notons alors par L la p-tour de Hilbert
de k et par G = Gal(L/k).

Soit ¢ une racine cubique non triviale de 1'unité; nous avons alors 6 caractéres C,[A)
irréductibles :

Yo : s l;tesl
Y1 1 sl il
Y2 = ¢}

Y3 : s—=-—1;t—1
Y4 = Y3

¥s = Y3t

Notons que le caractire des unités de &k est égal & ¢4 + ¥».

On peut alors dresser deux tables des situations que I'on rencontre en terme de caractéres
lorsque d = 4 et lorsque d = 5 (d = dpcly), en indiquant 1a borne de r;(G) obtenue avec le
théoréme 3.1.

d=4
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Caractére de cly r2(G) < | | Caractére de ¢l | r7(G) <
Y3+ Y4 2 va+ 3y 1
Y3+ 294 + ¥ 2 Y3+ 2¢) + ¥a 1
Y3+ Y1 + 29, 4 23 + 24 2
Yat+Pr+vats 5 W3 +vatys |2
Y3+ 1+ 2¢s 3 a1+ |3
Y3+ 291 + P4 3 2Y3+ 1 + ¢s 2
Ya+ 291+ s 2 23 + 2y 1
Ya+vr+Y2+vs |3 Y3+ 1+ 0
Caractére de cl; ra(G) < || Caractére de cl, ryG) <
Y3+ 31+ ¥4 3 Ya + 4yy 2
Y3+ 3¢+ ¥s 2 Y3+ 3Yq + s 2
Y3+ 2¢1 + Y2+ s 4 Y3 + 2¢q + 295 2
Y3 + 2y + P2 + ¥4 4 23 + 3¢ 1
Y3 + 291 + 294 5 23 + 291 + ¥ 1
Y3+ 291+ Pat s 5 293 + 291 + Y4 4
Y3 + 291 + 295 3 2¢p3 + 291 + 95 3
VY3 + ¥y + Y2 + 2Y4 4 s+ Yy +ya+yy | 4
Ys+dr+ o+ Pats |5 23 + Y1 + 234 5
Y3+ Y1 + 39 4 23+ Y1+ Ya+ s | 6
Y3+ Y1 + 295 + s 6 23 4 Y1 + 245 2
Y3+ ¥y + ¥4 + 25 5 2¢3 + 3¢ 2
Y3+ Y1 + 3¢ 3 213 + 2q + s 2

Ces tables ont été réalisées aprés avoir noté les points suivants:
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(i) Si dpcl, > 3, 1a p-tour de k; est infinie (proposition 4.1), par conséquent il en est

de méme pour celle de k,

(ii) Si dyclk, > 4, la p-tour de k; est infinie (théoréme 5.2), par conséquent il en est de
pClky

méme pour celle de k,

(ili) Le cas ol ¥3 n’intervient pas dans la décomposition du caractére x du groupe des

classes de k est parfaitement connu (corollaire 5.4),

(iv) L’existence de symsétries pour les caractéres.

Certaines combinaisons de caractéres sont alors inutiles : en particulier x = 3t3+- - - (point
(1)), x = 2¢1 + 242+ - - - (point (ii)), ou bien regarder x = 13 + P2 + 215 revient i regarder

X = Pa + 1 + 294 (point (iv)), ot ici x est le caractére du p-groupe des classes de k.
On obtient alors le résultat suivant ;

Théoréme 5.5 : Soit p un nombre premier différent de 2 et de 3.
Soit k/Q une extension cyclique de degré 6 et totalement imaginaire; ki est la sous-

extension de k cubique cyclique sur Q; k; est le sous-corps quadratique de k.

Posons d = dpcly, dy = dpely, et dy = dyely,.
Alors, sous une des conditions suivantes, k a une p-tour de Hilbert infinie.

1) p=2(3)etd> 4.

i) dy = 0 et d > 4 (corollaire 5.4).

iii) dy =0 et d > 4.

w) dy +dy > 4.

v)dy >3 etd>4.
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Démonstration:
Lorsque l'on observe les tables précédentes, on note au total 8 situations pouvant ne pas
vérifier les hypothéses de la proposition 5.1:

ed=4avec x = ¥3+ Y1+ 294

sd=4davecx=Ya+P1+ P+ Vs

od=4avec x =¥+ ¥ + 25

ed=4avec x = 9P3+2¢1 + ¥4

sd=4avecx=vYa+ P+ P2+

ed=4avecx=Ya+ 1+

ed=5avec x =3+ Y1+ 2%+ ¥

ed=>5avec x =2¢a+ ¢+ Ya+ Y5
1 suffit ensuite de remarquer que ces cas n’entrent pas dans les situations du théoréme
55.0

Exemple numérique 5.6:

Prenons ky = Q/—14606 et k; le corps cubique cyclique sur Q, de conducteur m = 18913,
définit par le polynéme X3+ X2~ 6304X + 190531 ; & partir des tables numériques de B,
Oriat [Q] et de M.-N. Gras [G], on note que dscly, = dsely, = 2.

Ainsi, dans ce cas le corps composé k a une 5-tour de Hilbert infinie (théoréme 5.5, iv).

§6. Relation entre a3(G), r3(G) et d.

6.1. Relation.

On se fixe G un p-groupe fini; I est I'idéal d’augmentation de F,[G].
Partons de la suite exacte

k k-1 -
0—I"—1T —*—Ir—’o, k>2,
qui devient
H,y (Ik-l) J G I*
—_—)— 0= — >2.
0= I — w0 e

Pour k£ = 2, on obtient
2

I 7

Alnsti, il vient
I
dpHi(57) = 62(G) + 12(G),

12

oll ag(G’) = dp'I—s.

7
Comme G agit trivialement sur 72> on 2 (lemme 3.2)

I
F1

I

I
Hl(j—z) ~ 1—2 ®
et ainsi

I
d,,Hl(ﬁ) = d?,
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d étant le p-rang de G. On a ainsi obtenu:

Proposition 6.1:
Soit G un p-groupe fini, alors on a

@ = a3(G) + r2(G).

On a alors immédiatement le théoréme suivant :

Théoréme 6.2:

Soit p un nombre premier différent de 2, et soit G un p-groupe fini (non cyclique).
Supposons que r2(G) = 0.

Notons par hy,...,hq, d éléments générateurs de G (d = d,G).

Alors, les relations entre les h;, du type

B2 T [hiy hj)™ = 1,
i<j

ot h € G, 0L a;; <p, avec au moins un élément a;,; non nul, sont d ezclure,

Démonstration:
Tout d’abord notons que pour tout s, t, v € G,eta € Z,on a

(st=1)(v—1)=(s - 1)(v - 1)+ (t = 1)(v ~ 1) modulo I,

et
(s* — 1)(t - 1) = a(s — 1)(t — 1) modulo I*.

2

Ainsi, BV étre engendré en tant que Fp-espace vectoriel, par les éléments

(hi = V)(hj ~ ) modulo I3, i=1,...,d, j=1,...,d.

Ces éléments sont au nombre de
dt Ai=4a%;

d correspond au nombre d’éléments du type (h; — 1)% et A% au nombre d’éléments du type

(hi — 1)(hj — 1), i # j (attention, (h; — 1)(h; — 1) peut-é&tre différent de (h; — 1)(h; ~ 1)).
2

Ainsi, si r2(G) = 0, alors d,,I—3 = d?; cela signifie donc que, modulo I3, il n'y aucune

relation entre les éléments (h; — 1)(h; — 1).

Remarquons ensuite I'identité

[hi, b;]™ 1= aq; ((hi = 1)(h; — 1) — (h; = D)(h; — 1)) modulo I°. (5)

Or, & partir de
12 T (hinhi)™s =1,
i<j
on a
Y i ((hi = V)(hj = 1) = (h; = 1){hi = 1)) = 0 modulo B3,
i<j

ainsi, si r9(G) = 0, tous les éléments a; ; doivent &tre nuls. O
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Il en résulte alors le corollaire suivant :

Coroliaire 6.3:

Soit k un corps de nombres, et soit p un nombre premier différent de 2; notons par ky le
p-corps de Hilbert de k, et par G le groupe de Galois de L[k, L étant la p-tour de Hilbert
de k.

Si r5(G) est nul et si dycly > 2, alors le p-groupe des classes de ky est non trivial.

Démonstration:
Supposons que le p-groupe des classes de k; est trivial; alors L = k; et G = Gal(Lfk) = cli
est abélien.
Soient h; et hy deux éléments distincts d’un systéme de générateurs de G (ceux-ci existent
car dycly 2 2). Alorson a

Ul] ? hg} = 1,

ce qui s’oppose au théoréme 6.2. O

Ce résultat s’applique aux corps quadratiques, car on sait dans ce cas, lorsque G est fini,
que r2(G) = 0 (cf. §4.1); on obtient ainsi

Corollaire 6.4: Cas quadratique.

Soient p un nombre premier différent de 2, et k un corps quadratique ; ky désigne le p-corps
de Hilbert de k.

Si dyely est supérieur ou égal ¢ 2, alors le p-groupe des classes de k, est non trivial.

De maniére identique, on montre

Corollaire 6.5:

Soit p un nombre premier différent de 2.

Soit k une extension quadratique imaginaire, différent de Q(/=3), de p-groupe des classes
trivial et soit k une extension quadratique sur k; ky désigne le p-corps de Hilbert de k.
Sidycly > 2, alors le p-groupe des classes de k, est non trivial.

Remarque 6.6:

Lorsque k est un corps quadratique imaginaire, Lemmermeyer ({L}, 3.1) a montré que dés
que le 2-rang du groupe des classes de & est supérieur ou égal 4 3, le 2-groupe des classes de
k; est non trivial (k; désignant le 2-corps de Hilbert de k). De plus, lorsque ¢ly = C3 x C1,
il donne une bonne description des deux premiers étages de la 2-tour de Hilbert en fonction
du discriminant de k ([L}, Théoréme 2).

6.2. Cas cubique.

Dans ce paragraphe, on va donner une version du corollaire 6.4 pour les extensions cubiques
cycliques de Q.

Corollaire 6.7:

Soit k[Q une extension cubique cyclique, et soit p un nombre premier différent de 8. Notons
par ky le p-corps de Hilbert de k.

Alors dans les trois situations suivantes, le p-groupe des classes de k, est non triviel.

i) p est diffévent de 2, et dycli > 3.
ii) p est congru & 2 modulo 3 (p # 2) et dycly > 2.

1ii) p= 2, avec dycl > 4.
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Démonstration:

Supposons que le p-groupe des classes de k; est trivial (i.e que k; = L est la p-tour de
Hilbert de k). Notons par A le groupe de Galois de k/Q, et par G celui de ky/k; on
rappelle Pexistence de trois caractéres C,[A]-irréductibles 1o, ¥ et Y, = y? (paragraphe
5.1).

On sait que x [ ] 1 + Yo

(Ex)?
Cas ol p est différent de 2:
i) Si le p-rang du groupe des classes de k est égal a 3, le caractére du p-groupe des classes
de k peut se décomposer de deux fagons:
l
. X [%] = 33, ; dans ce cas, on note par le théoreme 3.1 que x [R:(G)] <
k

411 + P, et que x [R2(G)) € 3y, ainsi r5(G) £ 1.

1 est facile de noter ici que ay(G) vaut 6, ainsi az(G) + ro(G) < d?; par conséquent le
p-groupe des classes de ky est non trivial.
cly
X (Clk)P
X [R2(G)] £ 391 + 29 et x[R2(G)] £ ¥a + 240, ainsi r2(G) < 1.

= 2¥; + v¥2; dans ce cas, on a:

Comme a;(G) vaut 6, la conclusion est donc identique a celle du point précédent.
if) Si le p-rang du groupe des classes de k est égal & 2 avec p congru 3 2 modulo 3, alors

( )p est égal & ¥ + 2.
De ceci, on a:

X [R2(G)] < 241 + 292, et x [R2(G)] £ vo; par conséquent, r2(G) = 0 et I'égalié a2(G) +
r2(G) = d? n'est pas vérifiée.

le caracteére de

Casp=2:

Tout d’abord, supposons que G = {C3)% x G’ avec G’ d’exposant supérieur ou égal 3 4.
Ensuite, en utilisant 'inégalité de Safarevic, on note que si le 2-rang du groupe des classes
de k est supérieur ou égal & 6, alors la 2-tour de Hilbert de & est non finie.

l
Si le 2-rang du groupe des classes de k est égal & 4, alors le caractére de (clk)z est égal &
Chi

21 + 24h,.

Dans ce cas, on obtient en utilisant le théoréme 3.1:

X [R2(G)] < 31 + 392 + o et x[R2(G)] < 1 + 2 + 4% + ay + (d2 — a)3e, @ = 0,1,
ou 2, a<d,.

Par conséquent, ro(G) est inférieur a 3 + d,.

On note de plus que ag(G) est égal & 10 — dy ; ainsi az(G) + 72(G) est inférieur 3 13. O

6.3. Conclusions.

Pour terminer, remarquons deux résultats intéressants.

6.3.1. Conclusion 1.

Dans un premier point, nous allons interpréter la condition r2(G) = 0 en terme de relations
du groupe G.
Soient donc G un p-groupe fini et I est I'idéal d’augmentation de F,[G).
Soit
l1—sR— F— G-—1,
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une résolution minimale de G, et soit {z1,---,z,} C R un systéme de relations de G.
Notons par I I'idéal d’augmentation de Fy[[F]]. On rappelle le filtration de Zassenhaus
(F”)921 de F':

zeF, <>z —-1¢€If".

Posons alors:
o= |{zi € Fu, i ¢ Fanr }.

Théoréme 6.8:

r2(G)=0=>15=0.

Démonstration:
Soit {hy,...,hq} un systéme minimal de générateurs de F (d = d,G).
On sait alors que tout élément z; € R peut s’écrire sous la forme

Ty = H hPoi, H {hi, hj]m“' .b, (6)
H i<
o be F5,0<a;<p,et 0<a;; <p(cf. [K1], §7, proposition 7.23, page 71).
Notons que pour p > 3, A7~ 1 € Fa.
Si I'on regarde alors z; — 1 dans F,[G}, on obtient avec (5) (cf. démonstration du théoréme
6.2) et (6)
o Pour p#£ 2: Y o ((hi — 1)(hj — 1) — (h; — 1)(hi = 1)) =0 (),

i
e Pour p=2: Za;(h; -1+ Za;,j ((hi — 1)(h; = 1)~ (h; — 1)}(h; ~ 1)) = 0 (1?),
i i
ou ici, les éléments h; sont vus comme éléments de G.
Si 72(G) = 0, alors a3(G) = d?, cela signifie donc qu'il n’y a aucune relation entre les
éléments (h; — 1)(hj — 1) (cf. démonstration du théoréme 6.2); ainsi a; ; = 0 et de plus,
pourp=2,a;=0.0

8.3.2. Conclusion II.

Ici, G est encore un p-groupe fini ; oublions la proposition 6.1.
On définit, pour k 2 1, ax(G) par

Ik
a(G) = dp(ﬁ_‘{)
Soit P(t) le polyndme suivant construit & partir de G':
P(ty = 1+dt + a3(G)t® + a3(G)E + - -

Alors en fait, Schoof a montré le résultat suivant ([Sc}):
Parce que G est fini, on a

1
:L;;rk(G)‘k —dit4+12> PR’ vt €]0; 1[. M

Au voisinage de 0, nous avons

1

P =l £2(d? — ap(G)) + £2¢(2).
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Ainsi (7) devient au voisinage de 0
1=dt + ro( Q)P + 126" () > 1 - dt + 12 (a!2 = a3(G)) + 3¢(t).

On voit que si r2(G) est nul, alors 'inégalité est contredite au voisinage de 0 dés que d?
est strictement supérieur & az(G); on retrouve alors la proposition 6.3.
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