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In this paper, we study the problem of the Hilbert tower of a number field. We 
use a refinement of the result of Golod-Safarevie in the theory of the p-group, due to 
School. Using the action of an abelian group on a finite p-group, and the characters 
theory of finite groups, we obtain a new criterion of the non finiteness of the Hilbert 
p-tower of a cubic cyclic extension over Q. The used method give too some good results 
for a totally imaginary cyclic extension of degree 6 over Q. 

§ 1 .  Introduction. 
Soit k un corps de hombres et  soit p u n  nombre premier. 
Notons par k l l a  p-extension ab~lienne non-ramifi~e maximale de k ; kl est le p-corps de 
Hilbert de k. 
Rappelons que l 'application d 'Ar t in  donne un isomorphisme entre le p-groupe des classes 
elk de k et le groupe de Galois Gal(kl/k).  
On peut  alors construire h part ir  de k une suite de corps (ki)i>0 de la mani~re suivante : 
ko = k et ki+l est le p-corps de Hilbert de ki. 
On note par L la r~union de ces extensions de k: c'est la p-tour de Hilbert de k; L est 
~g~lement ]a p-extension non-ramifide maximale de k. 
On dit que la p-tour de k est finie lorsque l'extension L/k est finie et qu'eUe est infinie 
dans le cas contraire. 

En 1964, Golod et Safarevic ont donn~ un crit~re de non-finitude pour les p-tours; il 
permet par exemple d'affirmer que le corps quadratique Q(vI-2.3.5.7.11.13) anne 2-tour 
infinie. 

Ce crit~re est une consdquence d'un rdsultat de th~orie des p-groupes, qui donne une 
condition n~cessaire pour qu'un p-groupe G soit fini. 

Plus tard (1965-...), Koch et Vinberg ont donnd un rafinement du r~sultat de thdorie 
des p-groupes de Golod-Saf~trevic ([K1], [K2], [V]) ; celui-ci fait intervenir les filtrations de 
Zassenhaus du groupe des relations d'un p-groupe G. 

En 1986, School a donn~ un rafinement homologique de l'in~gal~td de Golod-Safaxevic 
([Sc]) ; c'est ce rdsultat que nous utiliserons. En voici le rappel. 
Soit Gun p-goupe fini et soit I l'id~al d'augmentation de l'algbbre Fp[G]. 
Si A est un G-module, nous noterons par HI(A) le groupe homologique Hi(G, A). 
En utilisant les homomorphismes naturels suivants : 

..... #1(s k) ---.//1(rk-~) ..... 81(.r), 

on obt ient  une filtration de I f t ( l )  par les images des groupes H I ( I  k) dans HI(/ ' ) .  
Notons alors par  Rk(G),  k > 2, le quotient  sulvant : 

I m  ( H , ( / ~ - ' )  - - - ,  H , ( I ) )  
Rk(a) = z~(~(ik ) ~ uI(I)) ' 
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et posons rk(G) = dpRk(G), oh dpRk(G) ddsigne le p-rang de Rk(G). 
On peut alors noter que 

k>2 

Si l 'on note par d l e  p-rang de Ht(Fp), i.e le p-rang de G, on a donc le r~sultat suivant, 
~tabti par  Schoof ([Sc], tk~or~me 2.1): 
Soit G u n  p-groupe fini, alors 

rk(G)t  t~ - dt + 1 > 0, Vt E]0; 1[. (1) 

Rappelons que le rdsultat de Golod-Safarevic indique que r > d2/4. 

Nous allons appliquer le r6sultat de Schoof au groupe G = Gat(L/k) ,  o5 k est un corps de 
nombres et oh Les t  la p-tour de Hilbert de k ; nous essayerons de majorer convenablement 
ra(G), voire de l 'annuler dans certains cas (§3, §4 et §5), dans la perspective de contredire 
(1), ce qui montrera  alors que la p-tour de Hilbert de k est infinie. 

On obtiendra alors le rdsultat suivant (§5.1, th6or~me 5.2) : 

Soil k /Q  une eztension cyclique de degr6 3, et soit p u n  hombre premier diffdrent de 2 
et de 3; alors si le p-rang du graupe des classes de k est supdHeur ou dgal d ,t, k a une 
p-tour de Hilbert infinie. 

Notons que ce rfisultat amdliore de 2 le rang obtenu par l'infigalitfi de Golod-Safarevic. 

On aura ~galement quelques r~sultats int~ressants darts le cas off k/Q est une extension 
cyclique de degrd 6 et totalement imaginaire (§5.2, th6or~me 5.5). 

Enfin, dans le paragraphe 6, nous donnerons pour un p-groupe fini G une relation liant d 
I s 

b. r2(G) et ~. a2(G), off a~(G) = dpff ; ceci permettra d'obtenir immddiatement le r~sultat 

connu suivant : 

Soient p ~ 2 e t k  un corps quadratique tels que le p-rang du groupe des classes de ce corps 
est supdrieur ou dgal ~ 2; notons par kl le p-corps de Hilbert de k. Alors le p-groupe des 
classes de kl  est non trivial. 

§2. Rappels. 

2.1.  R d s u l t a t s  c l a s s i q u e s .  

On peut retrouver l 'ensemble de ces rappels dans [K]. 
Soient donc k un corps de nombres et p u n  nombre premier. Notons par L la p-tour de 
Hilbert de k que l 'on suppose finie. Rappelons alors deux suites exactes : 

UL 
1 - -~  EL ~ LIL ~ ~L  ~ 1, (2) 

et 

1 - - ~  ~ - - - -  ~ - - .  clL - - - .  1, (a) 
EL L x 

o~ EL est le groupe des unit~s de L, e l l  le groupe des classes de L, .]L te groupe des id~les 
de L, UL = 1"[ UL,, UL, 6tant le groupe des unitds du corps compldt~ L~ de L en v. 

t t  



Tours de Hilbert . . .  305 

Comme l'extension L/k  est non ramifi4e, on a 

~--[n(G,Z,~L) = 1, Vn  c= Z, 

oh a = GM(L/k).  
(2) apporte alors 

/ /  ( G , ~ L J  - ]~'"+I(G, EL). 

Comme L est la p-tour de Hilbert de k, alors (IclLl,p) = 1, et ainsi 

. f [ '~(G,  e lL)  = 1, Yn e Z. 

(3) apporte alors 
m . )  . , ,  &. ~"(a, ~ _~ H (a, Z-~" 

En utilisant ensuite l'isomorphisme suivant (cf. [T]): 

#" -~ (c ,  ~.) = .~"(a,  YL Z-~)' 

et en prenant n = - 1 ,  on obtient 

E~ 
- -  _ H ~ ( a , ~ . ) ,  
NL/kEL 

oh E~ est le groupe des unit~s de k. 

(4)  

2.2. R d p r d s e n t a t i o n s  l l n d a i r e s  des  g r o u p e s  finis. 

On peut trouver une partie de ces rappels dans [Sel]. 
Soient A un groupe ab~lien fini et p u n  hombre premier ~tranger ~. l'ordre de A. 
Si M d~signe un Fp[A]-module, on salt aJors que .~ est un ~'p[A]-module projectif; les 
Zp[A]-modules projectifs ~tant en correspondance bijective avec les Fp[A]-modules projec- 
tifs, on peut doric remonter .~ en un unique Zp[A]-module projectif M. 
Ainsi ~ tout IFp[A]-module /~/, on associe un Qp[A]-module M ® Qp. 

On rappelle ensure que si deux Zp[A]-modules projectifs d~flnissent des Qp[A]-modules 
isomorphes apr~s produit tensoriel avec Qp, alors ceux-ci sont isomorphes. 
Enfin, on salt que si les caract~res de deux Qp[A]-modules sont ~gaux, alors ces modules 
sont isomorphes. 

De ceci, il r~sulte que montrer la trivialit~ de J~ revient ~. montrer la trivialit~ du caract~re 
de M®Qp ; de m~me, ddterminer le p-rang de .~, revient ~ compter le nombre de caractbres 
Cp[A]-irr~ductibles intervenant dans la d~composition du camct~re de M ® Qp. 

Pour un rp[A]-module .~,  nous noterons par X[,~/'] h camct~re de M ® Qp; de plus, 
l'in~gMit~ x[A] ~_ x[B] signifler'a que le camct~re du Qp[A]-module A divise celui de 13, i.e 

x [B] = X [AI + somme de curaetdres. 

Notons alors que si l'on a la suite exacte de Yp[A]-modules 

1.----~ A---* B----*C---* I, 

alors 
x [ B ] = x [ A ] + x [ C ]  ; 
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si l'on a seulement une injection de A vers B (ou bien une surjection de B vers A), alors 

x [A] _< x [B] .  

Enfin, on rappelle que les caract~res Qp[A]-irr6ductibles s'obtiennent de la fa~on suivante : 
Soit ¢ un caract~re Cp[A]-irr~ductible de A (donc de degrd 1) et soit D o le groupe de 
d6composition de p dans Q(O(¢)) /Q,  o~ O(¢)  est l 'ordre de ¢ ;  alors le caract~re Qp[A]- 
irr6ductible associ6 ~ ¢ est la somme des Qp-conjuguds de ¢, i.e 

x= ~ ¢". 
uED~, 

De plus, par cette construction, on obtient l'ensemble des caract~res Qp[A]-irr6ductibles. 

§3. Majora t ions  de x[Rk(G)]. 

A present, on se place dans la situation suivante : 
pes t  un nombre premier, k d6signe un corps de nombres et k/k_ une extension galoisienne 
de groupe de Galois &, avec I/x[ 6tranger ~, p. 

Notons par /, la p-tour de k, que l'on suppose finie, et par G le groupe de Galois de 
L/k .  Par maximalit~ de L, L / k  est galoisienne ; ainsi A agit sur l'ensemble des groupes 
homologiques Hi(G, A), notes Hi(A) (cf. [Se2], Chapitre VII). En particulier, A agit sur 
Rk(a). 

Enon~ons le r6sultat principal de cette partie, r~sultat qui donne deux majorations diff& 
rentes de X[Rk(G)], et qui ne fait intervenir que la pattie ab~lienne de G. 

T h 6 o r ~ m e  3.1 : M a j o r a t l o n s  de X [Rk(G)]. 
Soit k un corps de nombres, et soit p u n  nombre premier. 
Supposons que la p-tour de Hitbert I, de k est finie. 
Notons par G le groupe de Galois de L/k ,  par I* l'iddal d'augmentation de l'alg~bre Fp[G"b], 
et par Ek le groupe des unit~s de k. 
Alors on a les deuz majorations de X [R,~(G)] suivantes: 

( i)  x [ .a~(a) ]  _< x"  I.(co',)"J - x l,,,,,~+,j, 

[ 1 r l, (ii) x[Rk(G)] < X L(C.), j +x L~E-~J 

pour tout k >_ 2. 

Dans les paragraphes 3.1 et 3.2, nous montrerons successivement les deux majorations de 

X[R,(G)]; dans le paragraphe 3.3, on donnera un r~sultat qui permet d'obtenir X 

[a-, 1 
partir de X [(a")'J (th~or~me 3.S). 

3.1.  P r e m i e r e  m a j o r a t i o n .  
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3.1.1.  Premi&re  re la t ion .  

Pour k _> 2, on a la suite exacte 

l k - I  
O --'* Ik ""~ l k-I ~ ~ - ' -+0 ,  

oh I est l'id~al d'augmentation de l'alg~bre Fp[G] ; cette suite exacte devient 

Ik-1 ik - I  
. . . .  H l ( l  k) ~ H I ( I  k-l  ) ----* H I ( ~ )  ----* Ho(I  k) ----. Ho(I k-I ) ---.* H0(- -~- )  ---* 0, 

plus prtcis~mment 

ik-1 i k 
. . . .  H~(P) ~ ~ ( P - ~ )  - - .  H~(--/~) - - . / - ~  - - .  0, 

d'oh 

0 ---, I m ( H l ( I k )  ---, H i ( i k_ l )  ) ---, HI(--iT.- ) ~ ~ ---. O, Vk > 2. 

Cette suite exacte est en fair une suite de F~[A]-modules; il vient alors en termes de 
caract~res 

x [H~(--g-)J = x + x  [rm(H~(i-~-~-~(Sk_,)) ,  1 , Vk ~ Z 

3.1.2. Passage  b l 'ab~lianis& 

Notous par I* l'id~al d'augmentation de Fp[G~b], G "b ~t~nt l'ab~lianis~ de G. I1 vient alors 
imm~dia.tement, par la projection Yp[G] ~ Fp[G°b], l'in~galit~ 

x[7: j<-x v k > l .  

En r~sum~, nous avons 

x [ u , ( - V - )  ] >_ x + x  vk >_ 2. 

3.1.3. I n t r o d u c t i o n  de  X IRk(G)]. 

On part de la suite d'homomorphismes 

. . . .  H , ( I  k) ~ H i ( I  k - l )  . . . . .  Hi(/2) -"," Hi( I ) .  

D4finissons alors par ~Sk-1 l'homomorphisme suivant : 

Xm (HI( I  ~-') ~-~ SiCl)) 
~k-, : tt~(I k-~) - ' - '  

On peut constater que Ira .(Hl(I ~) ---* Hl(I/~-l))  factorise ~k-, de faqon ~vidente ; de 
plus ~Sk_l est trivialement surjective. Ainsi nous avons 

1 x i m ( H , ( p - ' ~ - ~ K Z ~ _ , ) ) j  > x[R,(G)] ,  Vk >_ 2. 

En r~sum~, nous obtenons 

[ 1~- ' ]  [ I ' ~ ]  xiSh(~)J>_x ~ +xIRKG)], Vk>2. 
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3.1.4. Passage au p r o d u i t  tensoriel .  

• [ P - '  1 
n ne reste plus qu% evaluer X L J |HI("~-)]"  Rappelons un r4sultat elassique. 

L e m m e  3.2 : 
Ik - i  i k - ,  

Parce que G agit trivialement sur - - -~ ,  alors il eziste un A-isomorphisme entre Hx (--~--) 

I I k-1 
et .-~ O I~ . 

Ddmonstration : 
I I k-a I k-l 

L'isomorphisme entre ~-~ ® - - ~  et H~(--~-)  se dSduit de l'appficxtion IFp-bifin4aire sui- 
vxnte : 

I I k-* I ~-I 
i2 x i ~  * Hl(-7~-- ) 

it-2 
( ~  . ,C~ - x),,) ~ e e z,(-Tr-), e ( , )  = .o,. u 
~eG 

11 vient alors en termes de caract~res 

xL.,(-v.) j  =x ~ .xt-Tv- J, vk_>2. 

[z~-'l Il est difficile d'4valuer X | " ~ | ,  en effet cela n~cessite la connaissance de Faction de A 
L - - J  

( IV~ 
sur G, i.e la connaissxnce de G! Par contre, on peut remarquer que ~,~) se surjecte 

I I ~-I 
vers ~-~ ® - 7 ,  k > 2. Ainsi, il vient 

On peut noter que pour k ~gal & 2, il n'y a aucune perte d'information d~ns l'in4gafit4 
pr~c~dente. 

I G +6 
En notxnt fin~lement clue ~ est A-isomorphe b. ~ (cf. [Se2], chap~tre VII), nous 

obtenons alors la premiere majoration de X IRk(G)] : 

X[Rk(G)] < X, [ C.b ] [ i . k ]  - [ ( c , , , ) , ' j  - x ~ - 

3.2. S e c o n d e  m a j o r a t i o n  de x [Rk(G)]. 

Tout d'abord notons que 

Partons ensuite de 

pour en d~duire 

X [RkCG)I _< X [H,CX)]. 

.... H~Cz) ~ H~(z) --* H2CF,) ---* H, CZ) ~ H, CZ) .... , 
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plus prficisfmment 

#2(z) --. a2fF~)  - - .  a ~ ( z ) b , ] - - ,  x. 
1 - - ~  p.H2(~.) 

Or on salt que H~(Z) s'identifie au quotient Ek/NMkE L (ci r. Rappels), et  que l t l (Z)  est 
isomorphe k G "b (cf. [Se2], chapitre VII).  Ainsi, il vieat la suite exacte 

P r o p o s i t i o n  3.3 : 

Ek 
(Ek) ~ .NL/kEL 

- - - .  a ~ ( r . )  - - .  c ' b [ p ]  ~ a. 

On sait ensuite que Hi(I )  s'identifie ~ H.~(~p), ceci par la suite exacte 

x - . . ,  ~ .---, F~[G] - - ~  F ,  - - ~  1, 

Ainsi, on obtient 

x [Rk(G)] _< x [//~(I)] = x[//2(Fp)] _< x [a~[p]] + X 

Finalement,  pour obtenir la seconde majorat ion de X [Rk(G)], il suffit de montrer  le lemme 
suivant : 

L e m m e  3.4 : 

x [ (a , , ' ) "J  = x f r_,l[G,bteq 

D6monstration : 
Supposons que G ab = (h~) x - . .  (h~), avec h~ d 'ordre ~gal/~ po, (d = dpG). 

Gab 
I1 est imm6diat que {h~, . . . ,  h i raod(G~b) I'} forme une ~'p-ba~e de (G~,b)----- ~ .  

De m&ne,  {(h~) p°~-~,-. . ,  (h~) p*~-~ } forme une Fp-base de G°b[p]. 
I1 suffit ensuite de remarquer que si pour  s E A,  h7 ~ = h~ ~'( ' ) --- ,  oh ai(.~) E Z, slots 
( (h,) , ,  ° , - ' ) '  = (~,,)o,',-'~,,,¢,).... [] 

R e m a r q u e  3.5 : 
La proposition 3.3 apporte l'in6galJt~ 

r - d <_ dpEk, 

o{1 r = dpH2(Fp) et oh d = dpG. 

['1 3.3.  C a l c u l  de  X ~ • 

• . 1 . 2  

Dans ce paragraphe, on donne un r~sultat qui permet d'obtenJr le caract~re de ~T~ ~ part i r  

I t "  1 de X [ (G~b),  j .  
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T h d o r ~ m e  3 . 8 :  ( [M] ,  c h a p l t r e  I I I ,  p r o p o s i t i o n  3 .4 .2 )  
Soit p u n  nombre premier diffdrent de ~. 

Si E ddsigne la ddcomposition en caract~res C~[Al-irrdductibles de X l ( a . b ) ,  j (on 

peut retrouver plusieurs lois le m~.me earact~re), alors on a 

i : l  j=[  

,/'*2 
[lest int~ressant de rappeler ~galement une ~'p-base de ~-~: pour cela supposons que 

(Gab)p est engeRdrd par h i ..... h~ rood (G~b) ~ en tant que ~'p-espace vectoriel (h~ E G~b); 

la famiUe (h~)i forme un syst~me minimal de g~n~rateurs de Gab. Notons par Xi l'dl~ment 
h~ - 1. 

On a alors le r~sultat suivant (cf. [M], chapitre Ill, proposition 3.4.1): 

Proposition 3.9 : 
La sous famille de ( XiXj) i<j  modulo ( XkXmXn)k,m,,~, composde uniquement d'dldments 

non nuls, forme une Fp-base de 1-.- ~ ,  

Remarque 3.10 : 

Pour p ~ 2, tout dl~ment de ~ s'dcrit de mani~re unique 

 :,j(h7 - 1)(h  - z) modulo r 

ai j  E Fp ; en part iculier ,  le p- rang de ~-~ est  ~gal ~. d + d. , d d~signant le p - rang  de 

G. 
Pour  p = 2, tou t  d~pend de la s t ruc ture  de G ; en effet, on peut  par  exemple avoir h~ '~ = 1 
et  ainsi le t e rme (h~ - 1) 2 disparait .  Plus  pr~cisdmment ,  si G ~b = ( Z / 2 Z )  d2 x G' ,  avec G '  

1-2 
d ' exposan t  sup~rieur ou dgal h 4, alors le 2-rang de ~ est dgal b. 

d + d . - ~  --~ - d2. 

E x e m p l e  ~ l ~ m e n t a i r e  3 .11 : 
On prend A cyclique d 'ordre  3 et  p = 2 ;  on a trois caract~res Cp[A]-irr~ductibles : 

~ b o : s  ~ 1, 

~ l : s  ~ (, 
¢2 : s ---. (~, 

o~ ( est une racine cubique de l 'uni t~ (non  triviale),  e t  off A = (s). 
Supposoas  que G ~ nit  pour  s t ruc ture  C~ × (72 × C~ × C~, avec l 'action de A d~finie par  : 

alors avec le thdorbme 3.8, on a 

[ 1°2 ] 
x y ~  = , h + ~ 2 + 4 0 o .  
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§4.  E x e m p l e s  d ' a n n u l a t i o n  d e  r2(G).  

4.1. C a s  q u a d r a t i q u e .  

On se fixe le cadre suivant : 
p est un nombre premier diff6rent de 2 et k un corps quadratique. On note par A l e  groupe 
de Galois de k/Q.  On suppose que la p-tour de Hitbert /, de k est finie et on note par G 
le groupe de Galois de L/k .  
On a deux caract~res C.p[A]-irr~ductibles : 

~0 : S 

~) l  : S 

o~ A = (s). 
I1 est clair que 

de m6me, on peut remarquer que 

oh d = dpclk. 
Par le th6or~me 3.1, il vient 

x _ < ~ ;  

x L(dD N 

(i) X [R2(G)] < Z L S ~ ¢ 0 ,  

(ii) x[R2(G)] < (d+ 1)¢1. 

Ainsi X [R2(G)] = 0, et par consequent rz(G) = 0 ; alors l'in~galit~ 

rk(G)t k - dt + 1 > 0 
k>2 

devient 
rk(C)t k - dt + 1 > O. 

k>3 

Rappelons que 
r - d < l ,  remarque3.5.  

Ainsi, si k admet une p-tour de Hilbert finie, on a avec (1) 

t 3 ( d + l ) - a t + l > O ,  VtE]0 ; I [ ,  

i.e 
clpct~ < 2. 

On a alors le r4sultat suivant ~tabli par Schoof: 

P r o p o s i t i o n  4.1 ([Sc], t h 4 o r ~ m e  4 .3 ) :  
Soit k un corps quadratique et soit p un nombre premier diffdrent de ~ ; alors si dpcll~ > 3, 
k a une p-tour de lfilbert infinie. 

R e m a r q u e  4 .2  : 
De mani~re identique, on a l e  r4sultat suivant : 
Soient p un nombre premier diff4rent de 2 et k_ un corps quadratique imaginalre diff4rent 
de Q(~/'L'-~) tels que c/k(p ) = 1. Alors toute extension quadratique k de k_ dont le p-rang 
du groupe des classes est sup4rieur ou dgal ~ 3, a une p-tour de Hilbert infinie. 
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4 .2 .  A u t r e s  e x e m p l e s .  

On  consid~re la  s i tuat ion suivante:  ki  (s) k = kxk2 

t ( 0  

o Q ( , / : ~ )  = k2 

0~1 k l / Q  est une  extension cyclique de degr~ l, l non n~cessairement premier,  et  d > 0 sans 
f~cteur  carrY; on suppose de plus que ka est to ta lement  r~el. 
Soit  p u n  nombre  premier,  p ne divisant  pas 2l. Notons  p~r A l e  groupe de Galois de k/Q,  
A est  le produit direct de (s) ~vec (t),  oh  (s) est  le groupe de Galois de k/k~ et (t) celui 
de k/k2 ; G d~signera le groupe de Galois de L/k ,  L ~tant  la p-tour de Hilbert  de k. 
Nous  avons 21 caract~res C~[A]-irr~ductibles : soit (~ une r~cine primit ive 1 "m" de l 'unit~, 
alors les car~ct~res Cp{A]-irr~ductibles sont  d~finis p~r 

~0 : s - - ~ Â ;  t - - - - * l  

~1 : s----~ l ; t - - - - ~  

~bt_l : s ---* 1 ; t ~ ~t-1 

~bt : s ----, - 1  ; t ---~ 1 

~bt+i = ~bt~/'i i = 1 , . . . , / - 1 .  

On peut  r emarquer  que pour 0 _< i ~ I -  1, ~bt-i = ~bi -1 , ~b2t-i = (~bl+i) - l ,  puis que 
les caract~res  (~b;)i<t-1 peuvent-fitre vus comme caract~res du groupe Gal(kx/Q), et ~bt 
comme caract~re  de Gal(k2/Q). 
Supposons  que k ne cont ient  pa~ les racines  peme8 de l 'unit~, alors il vient  

l-1 

j--I 

clk 
Supposons  ~galement  que le caract~re de ~ est  de ta forme a~t + ~i  + ~ t - i ,  i compris 

en t re  1 et  l - 1 (ici, dvclk = d = a + 2), alors 

L ~ J  - X ~7~ = (aZ/2  - a / 2  + Z)~o + a~bl+i + a~b~t_i. 

E n  appl iqu~nt  le th~orbme 3.1, on ob t ien t  

( i )  X[R2(G)] _< (a2/2 - a/2 "F 1)~bo + a¢t+i -t- a~b2t-i, 

Ainsi r2(G)  = 0. Alors si k admet  une p- tour  finie L, on a 

rt 3 - d t  + l > O, Vt E]O;I[. 

11 sttffit ensu i te  de remarquer  r - d est  inf6rieur ou ~gal ~ l - 1, pour ob ten i r  In proposit ion 
su ivante  : 

P r o p o s i t i o n  4 .3  : 
Sous  les hypoth~se de ce paragraphe (en  particulier k he corttient pas Pv ), si k a une 
p-tour de Hiibert fin/e, on a alors 

(t - 1)t 3 + 1 
d p c l k <  t - t  3 ' VtE]O;][.  
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Par ta proposition 4.1, seuls les cas o5 a < 2 sont intdressxnts:  pour a = 0, l'in~galitd 
n ' appor t e  rien ; pour a = 1, i'in~galitd de la proposit ion 4.3 est fausse sur ]0; 1[ pour i < 2, 
on retrouve ainsi la remarque 4.2; pour a = 2 (dpclk = 4), on note que si ! < 6, alors 
l 'in~gzlitd est fausse sur ]0; 1[; on peut  alors regrouper l 'ensemble des r~sultats dxns un 
tableau.  
La premiere colonne A indique la valeur de l ; la colonne B indique pour comparaison la 
limite de l'indgalitd 

d >  ( l - 1 ) t  2 + 1  
- t - -  t 2 ' 

i.e le cas o~ r2(G) est non annul~ ; la colonne C donne les conditions sur p ; enfin, la colonne 
clk 

D donne les conditions d' infinitude de G pour le caract~re X de (elk)------- ~ .  

A D 

1=2 5 p ~ 2 dt, clk= dt, clt ~ + dpclk3 >_ 3 

1=3 6 p -~2 ,3  d p c l k = 4 a v e c x = 2 C ) s + ¢ t + ¢ 2  

1=4 6 p ~ 2 deelt -.= ,4 a.vec X = 2¢,t q- ¢1 q" ~3 ou 2¢4 -t- 2¢2 

I=5 7 p~2,5 dpeh.-4avecx:2¢5+~'l-l-~baou2~bs-l-¢2+~z 

I=6 dr, elk = 4 avec X = 2~bs + ~b2 + ~b4 ou 2~b6 + 2~bs ou 2¢s + ~bl + ~b5 

En fait ,  dxns certains cas les conditions sur X peuvent-fitre remplacfies par  des conditions 
sur le groupe des classes des corps kl et k~. 
On obt ient  alors le r~sultnt suivant : 

T h d o r ~ m e  4.4 : 
Soit p u n  nombre premier different de 2. 
Soit k z / Q  une extension cyclique de degrd I totalement rdelle, et soit k2 un corps quadra- 
tique imayinaire ; k = klk2. 
Supposons que k ne contient pas les racines pemes de l'unit~, et que 

dpclk = 2dpclki = 2dpclk2 = 4. 

Alors clans une des situations suivantes, k a une p-tour de Hilbert infinie. 

i) l = 3 e t p = . 2 ( 3 ) .  

ii) l = 4 et p =  3 (4). 

iii) t = s et p =_ - 1  (~) .  

iv) t = 6 et  p _=_ - 1  (6 ) .  
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§ 5 .  Cas cyc l iques  de  deg r6  3 et  6 sur  O. 

Dans cet te  pat t ie ,  k /Q  est une extension cubique cydique (§5.1), ou bien cyclique de degr6 
6 et to ta lement  imaginaire (§5.2). Notons par  L la p-tour de ttilbert de k ; G = Gal(L/k) .  
En utilisant l e  th6or~me de Golod-Safarevic, on sait  que d~s que dl, clk = d _> 6, alors k 
a une p- tour  de Hilbert infinie. Notons ensuite que si r~(G) = 0, le rafinement de School 
permet  de dire que la p- tour  est infinie d~s que d >_ 4 (on ne montrera pas que r2(G) = 0). 
On va donc s ' interesser aux si tuations d = 4 et d = 5. Les th6or~mes principaux 5.2 et 5.5 
sont les cons6quences de la proposit ion suivaate : 

P r o p o s i t i o n  5.1 : 
Soit le polyn6me 

Qr,,d(t) = ( d +  2 - r2(G))t  3 + r2(G)t ~ - dt + 1. 

Alors Q,2,,t prend des valeurs ndgatives sur l'intervalle ]0; 1[, lorsque d = 4 et r2(G) < 2, 
ainsi que Iorsque d = 5 et r2(G) _< 5. 

Notons que pour d = 4 et r2(G) = 2, le min imum sur ]0; 1[ de Q4,2(t) = 4t 3 + 2t 2 - 4t + 1 
- 1  + v ~  46 - 13v5-~ 

est a t te int  en to = - -  et vaut _ -0.032.  
6 27 

Pour  d = 5 et r2(G) = 5, le minimum sur ]0; 1[ de Qs,s(t) = 2t 3 -t- 5t 2 - 5t q- 1 est a t te int  
- 5  + v ~  404 - 55v~ 

en tl = - -  et vaut _ -0 .072 .  
6 54 

5 .1 .  C a s  c u b i q u e .  

On eonsid~re la si tuation suivante : k / Q  d~signe une extension cyclique de degr~ 3, avec k 
done to ta lement  rSel ; A est le groupe de Galois de k /Q.  
Soit p un nombre premier different de 2 et de 3 ; il y a trois caract~res Cp[A]-irr~ductibles : 

¢0 : S - " - + l ,  

¢1 : s - - - - . ( ,  

¢2 : s - - - ~ (  ~, 

oR A = (s), et o~t ( est  une racine cubique de l 'unit~ (non triviale). 
On rappelle alors que 

X = ¢1 + ¢2. 

On a alors le r~sultat principal de ce paragraphe.  

T h ~ o r ~ m e  5,2 : 
Soit k /Q  une extension cyclique de degrd 3, et soit p u n  nombre premier different de 2 et 
de 3. 
Alors si dpclk > 4, k a une p-tour de Hilbert infinie. 

R a p p d o n s  que si G est  fini, alors avec In remarque  3.5 (r  - d < 2) et l'in~galit~ (1) de 
School', on sait que le polynSme Qr2,d dolt ~tre s t r ic tement  positif sur ]0; 1{. 
Ainsi, 5. par t i r  de In proposi t ion 5.1, pour d~montrer  le th~or~me 5.2, il suffit de montrer  

P r o p o s i t i o n  5.3 : 
Soit p u n  hombre premier diffgrent de 2 et de 3, et soit k /Q  une extension cyclique de 
degrg 3 telle que la p-tour de Hilbert L de k est f inie;  G = Gal(L/k) .  
Alors si dpclk = 4, on a r2(G) < 2 ; si dpelk = 5, on a r2(G) <_ 4. 
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D6monstration : 
On montre cette proposition en utilisant le th6or~me 3.1. D6taillons les calculs. 

1 er ca.s : dpclk = 4. 
Le caract/~re du p-groupe des classes de k peut se d~composer de trois fa~ons diff~rentes. 

• x I.(~--~k)"J = 20~ + 2~2. 
On a alors 

[ ' ]  x ~-~ = 301 + 305 + 4¢0. 

En appliquant le th~or~me 3.1, on obtient 

(i) x [R2(C)I < 0, + 02 + 40o 
( i i )  X [R2(G)I _< 301 + 302. 

Ainsi r2(G) < 2. 

[ elk 1 = 30, + 02. (idem pour 302 + 0 , )  
• x L(d~)pj 
On ~. 

F] X ~ = 0 z + 6 0 ; + 3 0 o ,  

i.e 

(i) x [R2(e)] < 300 + 3,h, 
( i i )  x [ R 2 ( G ) ]  _< 401 + 202 ; 

ainsi r2(G)  < 2. 
[ clk ] 

• X [(c/k)p] = 402. (idem pour 40t) 

On a 
i-2 

i.e 

(i) x[R2(G)] _< 6¢,,  

( i i )  X [R2(G)] _< £', + 502 ; 

ainsi r2(G) < 1. 

2 eme cas : dpclk = 5. 

- -  [ c l k  ] 
• X [ ~ ]  = 5,h.  (idem pour 502) 

alors 

(i) x[R2(c)] < 1002, 

(ii) x [R2(v)] < 6¢, + ¢2 ; 

ainsi r2(G)  <_ 1. 
. f elk 1 

X [ ~ ]  = 4¢1 + ¢, .  (idem pour ¢t + 4¢2) 

~lors 

(i) x [n~(a)]  < 6¢2 + 4¢o, 
(ii) x [ R d a ) ]  _< 5 ~  +20~ ; 
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ainsi r2 (G)  < 2. 
fclk ] 

• X [(c--~k)p j = 3~bl + 2~b2. (idem pour  2~bl + 3~b7) 

a~lors 

(i) x [R~(G)] _< 3¢2 + ¢~ + 6¢0, 
(ii) x[R2(G)] < 4¢1 + 3¢2 ; 

ainsi r2(G) < 4.13 

De fa~on identique, on a 

C o r o l l a i r e  5 .4  : 
Soit p u n  hombre premier diffdrent de ~ et de 3, et soit k_. un corps quadratique imaginaire 
de p-groupe des classes trivial. 
Soit k/k_ une eztension cyclique de deyrd 3; alors si dpclk >_ 4, k a une p-tour de Hilbert 
infinie. 

5 .2 .  C a s  c y c l i q u e  d e  d e g r d  6 s u r  O. 

Dans  ce paragraphe ,  on consid~re k /Q  une extension cyclique de degr6 6 et  to ta lement  
imaginaire .  
On a alors la s i tuat ion suivante : 

kl (~) k=/~lk2 

0 _ _ Q(vC-d) = k2 

oh. kl/Q est une extension cubique cyclique, et oh ks est un corps quadratique imaginaire. 
Notons par Ale groupe de Galois de k/Q; A est le produit direct de (s) avec (t), oh (s} 
est le groupe de Galois de k/kl et (t) celui de k/k2. 
Solt pun nombre premier different de 2 et de 3 ; notons alors par L la p-tour de Hilbert 
de k et par G = Gal(L/k).  
Soit ~ une racine cubique non trivi~e de l'unit6; nous avons alors 6 caract~res Cv[A]- 
irrdductibles : 

~Po : s ~ - * t ; t ~ - - * 1  

~ a  : s , - ~ - I  ; t ,--* 1 

Notons que le caract~re des unitds de k est ~gal ~t ~bl q- ~b~. 

On peut alors dresser deux tables des situations que l'on rencontre en terme de caractbres 
lorsque d = 4 et lorsque d = 5 (d = dvclk), en indiquant la borne de r2(G ) obtenue avec le 
th~or~me 3.1. 

d=4 
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d = 5  

Caracthre de cl~ 

~3 + ¢] + 2~,~ 

~ + ~ + 2~s 

~s + 2 ~  + ~ 
'/'3 + ~ + ¢'~ + ~4 

r~(G) < 
2 
2 
4 
5 
3 
3 
2 
3 

Caract~re de cl~ 
~ + 3 ~  + ~4 
~3 + 3~x + ,~ 

~ + 2gq + ,~ + ~s 5 
~ + 2 ~  + 2 ~  3 

~ 3 +  ~ + ~ + ~4+  ~s 5 
~3 "4- ~bl 4" 3~4 4 

~ + ,/q + 3~,~ 3 

r~(C) _< 
3 
2 
,t 
,1 

Ces tables ont ~t~ r$alisSes apr$s avoir not6  les 

Caract~re de ch. r~(G) <_ 

tbs + 2~t + ~ 1 
2~b.~ + 2 ~  2 
2g'3 + ~4 + ,~ 2 

2,,~s + ~bt + ',6s 2 
2~'s + 2 ~  1 
2',~3 + ~b~ + ~ 0 

CaractSre de clk 
~a + 4~4 

~s + 2~,4 + 2~s 

2g'3 + 2g'x + ~4 
2~a + 2~z + ~5 

2g,~ + ~x + 2~4 

2.tb3 + ~ + 2~'~ 
2g,3 + 3g'4 

points  suivants  : 

2 
2 
2 
1 
1 
4 
3 
4 
5 
6 
2 
2 
2 

(i) Si dpclk2 > 3, la p-tour  de k2 est infinie (proposi t ion 4.1), par  consequent il e n e s t  
de m~me pour  celle de k, 

(ii) Si dpclkl _~ 4, la p-tour  de kl est  infinie ( th~or~me 5.2), par  consequent il e n e s t  de 
m~me pour  ceUe de k, 

(ill) Le cas o/1 ~'3 n ' in tervient  pas dans la d~composit ion du caract~re X du groupe des 
classes de k est parfa i tement  connu (corollaire 5.4), 

(iv) L'existence de symdtries pour  les caract~res.  

Certaines combinaisons de caract~res sont alors inutiles : en particulier X = 3~b3+. • • (point  
(i)), X = 2¢'1 + 2~2 + ' "  (point  (ii)), ou bien regarder  X = ~b3 + ~2 + 2Os revient ~, regarder  
X = ~b3 + ~l  + 2~/,4 (point  (iv)), oh ici X est le caract~re  du p-groupe des classes de k. 
On obt ient  alors le rdsultat  suivant : 

T h d o r / ~ m e  5.5 : Soit  p u n  hombre premier diffdrent de 2 et de 3. 
Soit k / Q  nne eztension c#clique de degrd 6 et totalernent imaginaire ; k l  est  la sous- 
eztension de k cubique cyclique sur Q ; ks est le sons-corps quadratique de k. 
Posoas d = dpclk, dl = dpcll~ et d2 = dpeI~.  
Alors, sous une des conditions suivantcs, k a u n e  p- tour  de Hilbert infinie. 

i) p =  2(3) e t d >  4. 

ii) dx = 0 et d >_ 4 (corollaire 5.4). 

iii) d 2 = 0  et d >_ 4. 

iv) dl + d2 > 4. 

v) d] > 3  et d >_ ,t. 
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D~mons t r a t ion  : 
Lorsque Yon observe les tables pr~c~dentes, on n o t e  au  to ta l  8 s i tua t ions  pouvant  ne  pas 
v6rifier les hypo theses  de la proposit ion 5.1 : 

* d = 4 avec X = ¢3 + ~bl + 2~4 

* d = 4 avec X = ¢3 + ¢1 + ~b4 + Cs 
• d = 4 avec X = Ca + ~bl + 2~s 

• d =  4 avec X = 03 +201 + 04 
• d = 4  avec X = ¢3 +t/)1 + ¢2 + !ba 
• d =  4 avec X = Ca + ¢ 1  + ¢4 
• d = 5 avec X = Ca + ¢1 + 2~b4 + ~bs 
• d = 5 avec X = 2 ¢ 3 +  ¢1 + ¢4 + Cs 

I1 sufftt e n s u r e  de r emarquer  que ces cas n ' e n t r e n t  pas d ans  les s i tua t ions  du  th~or~me 
5.5. n 

E x e m p l e  n u m d r i q u e  5 . 6 :  
Prenons  kl = Q ~  et k2 le corps cubique cyclique su r  Q, de conduc teur  m = 18913, 
d6finit par  le po lyn5me X 3 + X 2 - 6304X + 190531 ; ~ par t i r  des tables  num~riques  de B. 
Oriat  [0] et de M.-N. Gras  [G], on note  que dsclk, = dsclk2 = 2. 
Ainsi,  dans  ce cas le corps compos~ k a une 5- tour  de t t i lbert  infinie ( th~or~me 5.5, iv). 

§6. R e l a t i o n  e n t r e  a2(G),  r2(G) e t  d. 

6 . 1 .  R e l a t i o n .  

On  se fixe G u n  p-groupe  fini ; I e s t  l ' id6al d ' a u g m e n t a t i o n  de Yp[G]. 
P a r t o n s  de la sui te  exacte  

i~ -~  O ---+ I t  ----+ I k -1 - - -*  - - ~  ---* O , k>_2,  

qui devient  

Hdl  k-l) 
0 ~ i m ( H l ( l ~  ) ---,  H l ( i k _ l )  ) 

Pour  k = 2, on obt ient  

Ainsi,  il vient 

12 
oa a2(G) = dp~.  

ik-1 I k 
-- ,  H,(-;r-)_~. ---, I - ~  ---~ O, Vk ~ 2. 

I I2 0---,R2(G)----,H,( ) - - .~- - ,o .  

dJt~ ( ~ ) = a2( C ) + ,'2(0), 

I 
C o m m e  G agit  t r iv ia lement  sur  i f ,  on a ( h m m e  3.2) 

I I I 
~rl(?~) ~- ~ ® ~ ,  

et ainsi 

dpHt ( ~ ) = d 2, 
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d ~tant  le p- rang de G. On a ainsi ob tenu  : 

P r o p o s i t i o n  6.1 : 
Soil G u n  p-groupe fini, alors on a 

d 2 = ~ 2 ( G )  + r2(G) .  

319 

On a a l o r s  imm6dia tement  le th6or~me suivant  : 

T h ~ o r ~ m e  6.2  : 
Soit  p u n  nombre premier diffgrent de 2, et soil G u n  p-groupe fini (non cyclique). 
Supposons que r2(G) = O. 
Notons par h i , . . . ,  ha, d gIdments g~n~rateurs de G (d = d~,G). 
Alors, les relations entre lea hi, du type 

h~. 1-i [hi, h~] ~' '  = 1, 
i<j 

off h E G, 0 < al,j < p, avee au moins un dldment otid non nul, sont d ezelure. 

D6mons t ra t ion  : 
Tout  d ' abord  notons  que pour  tout  s, t, v E G, e t a  E Z, on a 

( s t - 1 ) ( v - 1 ) - ( s - 1 ) ( v - 1 ) + ( t -  1 ) ( v - l )  modulo I 3, 

et 
(~°--  l ) O - 1 ) = - - a ( s -  U ( t - - 1 )  moduto S a. 

Ainsi,  ~-~ va 6tre engendrfi en rant  que Fv-espace vectoriel, par  les 61fiments 

( h i -  1)(hi  - 1) modulo 13 , i = 1 . . . . .  d, j = 1 , . . . , d .  

Ces $lSments sont au nombre  de 
d + A ~ = d  2 ; 

d correspond au nombre  d'61$ments du type (hi - 1) 2 et  A] au nombre d'61$ments du type  
(hi - 1)(hi - 1), i # j (a t tent ion,  (hi - 1)(hi  - 1) peut-~tre different de (h i  - 1 ) ( h i -  1)). 

Ainsi,  si r2(G) = 0, alors dn-i5 = d2; cela signifie donc que, modulo i3,  il n 'y  aucune  

relat ion ent re  les 61~ments (hi - 1)(hi  - 1). 
R.emarquons e n s u r e  l ' ident i t6 

[hi, hi]"'" - 1 - ol,j ((hi - 1)(hi  - 1) - (h~ - 1)(hl - 1)) modulo Z 3. (5) 

Or, k par t i r  de 
ha" I ~  [hi, hi] a ' ' '  = 1, 

i<j 

oR a 

~ , j  ( (h l  - 1)(hi  - 1) - ( h ~  - X ) ( h i  - 1 ) )  - 0 modulo 13, 
i<j 

ainsi, si r2(G)  = 0, tous les ~l$ments oti,j doivent ~tre nuls. 13 
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II en r6sulte alors le corollaire suivant : 

Coro l t a i r e  6.3 : 
Soil k un corps de nombres, et soil p u n  nombre premier diffirent de ~; notons par k I le 
p-corps de Itilbert de k, et par G le groupe de Galois de L/k ,  L dtant la p-tour de Hilbert 
dek .  
Si rz(G) est nul et si dpclk > 2, alors le p-proupe des classes de kl est non trivial. 

D~monstration : 
Supposons que te p-groupe des classes de k x est trivial ; alors L = kx et G = Gaf(L/k)  =clk 
est ab61ien. 
Soient hx et h2 deux 616merits distincts d 'un syst/~me de g6n6rateurs de G (ceux-ci existent 
car dpclk >__ 2). Alors on a 

thl,h2l = 1, 

ce qui s'oppose au th~or~me 6.2. t~ 

Ce r6sultat s'applique aux corps quadratiques, car on sail dans ce cas, lorsque G est fini, 
que r2(G) = 0 (cf. §4.1) ; on obtient ainsi 

Coro l l a l r e  6 .4 :  Cas  q u a d r a t i q u e .  
Soient p un nombre premier diffdrent de ~, et k un corps quadratique ; k 1 ddsigne le p-corps 
de Hilbert de k. 
Si dpclk est supdrieur ou dpal d 2, alors le p-groupe des classes de kl est non trivial. 

De mani~re identique, on montre 

C o r o l l a i r e  6 .5  : 
Soil p u n  hombre premier diffdrent de 2. 
Soil k une extension quadratique imapinaire, di f f  drent de Q(x/'2-3), de p-proupe des classes 
trivial et soil k une extension quadratique sur k_; kl ddsipne le p-corps de Hilbert de k. 
Si dpelk > 2, alors le p-groupe des classes de kl est non trivial. 

R e m a r q u e  6 .6  : 
Lorsque k est un corps quadratique imaginaJre~ Lemmermeyer ([L], 3.1) a montr6 que d~s 
que le 2-rang du groupe des classes de k est sup6rieur ou dgal ~ 3, le 2-groupe des classes de 
kl est non trivial (kl ddsignant h 2-corps de Hilbert de k). De plus, lorsque c lk=  C2 × C2, 
il donne une bonne description des deux premiers ~t~tges de la 2-tour de Hilbert en fonction 
du discriminant de k ({L], Th6or~me 2). 

6 ,2 .  C a s  c u b i q u e .  

Dans ce paragraphe, on va donner une version du coroUaire 6.4 pour les extensions cubiques 
cycliques de Q. 

Coro l l a l r e  6.7 : 
Soil k /Q une extension cubique cvclique, et soil p u n  hombre premier diffdrent de 3. Notons 
par kl le p-corps de Hilbert de k. 
Alors dans les trois situations suivantes, le p-groupe des classes de k I est non trivial 

O p e s t  diffdrent de g, et dpclk > 3. 

ii} p e s t  congru d e modulo 3 (p ¢ 2) et dpclk > 2. 

iii) p = 2, avec d2clk >_ 4. 
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D~monstration : 
Supposons que le p-groupe des classes de kl est trivial (i.e que kl = Lest la p-tour de 
Hilbert de k). Notons par A le groupe de Galois de k/Q, et par G celui de kl/k; on 
rappelle l'existence de trois caract~res Cp[A]-irr6ductibles ¢o, ¢I et ~b2 = Zb~ (paragraphe 
5.1). 
On sait  que X = ¢1 + ¢2. 

Cas off p e s t  diffdrent de 2: 
i) Si le p-rang du groupe des classes de k est figal g 3, le caract~re du p-groupe des classes 
de k peu t  se d4composer  de deux fa{ons : 

[clk ] 
* X [ ~ j  = 3~bl; dans ce cas, on note  pa r  le th6or~me 3.1 que x[R2(G)]  _< 

401 + 02, et que X [R2(G)] < 3¢2, ainsi r2(G) _< 1. 

I] est facile de rioter ici que a2(G) vaut 6, ainsi a2(G) + r2(G) < d 2 ; par  cons6quent le 
p-groupe des classes de kl est non trivial.  

f elk 1 • X [(c--~k)pj = 2¢1 + ¢2;  dans ce cas, on a :  

X [R2(G)] _< 3!bl + 2~.b2 et X [R2(G)] -< ~,b2 + 2~b0, ainsi r2(G) < 1. 

Comme as(G) vaut 6, la conclusion est donc identique ~. celle du point  prfic~dent. 

ii) Si le p-rang du groupe des classes de k est figal ~. 2 avec p congru ~ 2 modulo 3, alors 
c/k 

le caract~re  de ~ est dgal b. ¢1 + ¢2. 

De ceci, on a :  
X [R2(G)] _< 2¢1 + 2¢2, et  X [R2(G)] _< !bo ; par  consfiquent, r2(G) = 0 et l'dgali6 a2(G) + 
r2(G) = d 2 n 'es t  pas vdrifide. 

C a s p =  2: 
Tout d ' abord ,  supposons que G = (C2) d~ × G ~ avec G '  d 'exposant  supfirieur ou ~gal ~t 4. 
Ensuite,  en ut i l isant  l'infigalitfi de Safarevic, on note  que si le 2-rang du groupe des classes 
de k es t  supfirieur ou figal b. 6, alors la  2- tour  de Hilber t  de k est non finie. 

clk 
Si le 2-rang du groupe des classes de k est $gal b. 4, alors le caract~re de ~ est dgal 

2~hl + 2~2. 
Dans ce cas, on obt ient  en utilisant le thdor~me 3.1 : 
X [R2(G)] < 3¢1 + 3~b2 + Co et X [R2(G)] _< ¢1 + 02 + 4~/,o + a¢1 + (d2 - c~)02, ct = 0 ,1 ,  
ou 2, a < d2. 
Par  consdquent,  r2(G) est infdrieur ~ 3 + d2. 
On note  de plus que as(G) est dgal ~ 10 - d2 ; ainsi as(G) + r2(G) est inf6rieur ~ 13. 

6.3. Conclusions. 

Pour terminer, remarquons deux r~sultats int~ressants. 

6.3.1.  C o n c l u s i o n  I. 

Dans un  premier  point ,  nous allons in terpreter  la condit ion r2(G) = 0 en terme de relat ions 
du groupe G. 
Soient donc G nn p-groupe fini et I e s t  l ' id~al d ' augmenta t ion  de Fp[G]. 
Soit 

1---~ R----* F - - ~ G - - +  I, 



322 Christian Maire 

une rdsolution minimale de G, et soit ( x l , - - - , x ~ }  C R un systbme de relations de G. 
Notons  par  IF  l 'id4al d 'augmenta t ion  de Fp[[F]]. On rappeUe le filtration de Zassenhaus 
(F~)~>1 de F :  

x • F .  ~=~ x -  l • I F". 

Posons alors : 
~" = I{=~, • F . ,~ ,  ¢ F~+t}I. 

T h $ o r 6 m e  6.8 : 

' 0 .  r2(G) = 0 ==~ r 2 ---- 

D4monstration: 
Soit {hl .... , hd} un syst~me minimal de g4n4rateurs de F (d = dpG). 
On salt alors que tout 416ment xk E R peut s'4crire sous la forme 

• ~ = I I  h,,-~,. I I  {h,, hi] °'.,.b, (6) 
i i<j 

oh b • Fa, 0 _< ai < p, et 0 _< a,,j < p (cf. [K1], §7, proposition 7.23, page 71). 
Notons  que pour  p > 3, h~ p - 1 • F3. 
Si l 'on regarde alors x t  - 1 dans Fp[G], on obt ient  avec (5) (cf. d4monstrat ion du th4orbme 
6.2) et (6) 

• Pour p # 2:  y ~  al , j  ((hi - 1)(hi - 1) - (h i  - 1)(hl - 1)) = 0 ( in) ,  
id 

• Pour  p = 2:  y ~  cq(hi  - 1) 2 + ~ al,j ( (hi  - 1)(hi - 1) - (h i - 1)(hl - 1)) - 0 (I3), 
i i,j 

oh ici, les 414ments hi sont  vus comme 414ments de G. 
Si r2(G) = 0, alors a2(G) = d 2, cela signifie donc qu'il n 'y  a aucune relation entre les 
414ments (hi  - 1)(hi - 1) (cf. d4monstra t ion du th4orbme 6.2); ainsi ai,j  = 0 et de plus, 
pour  p = 2, a~ = 0. O 

6.3.2. Conclusion I I .  

Ici, G est encore un p-groupe fini ; oublions la proposit ion 6.1. 
On d4finit, pour  k _> 1, ak(G) par  

I k 
a k ( c )  = dp(?~7) .  

Solt P ( t )  le polynSme suivant construit  ~. par t i r  de G : 

P(O = t + dt + a2(G)t ~ + aa(G)~ s + - . -  

Alors en fait, Schoof a montr4 le r4sultat suivant ([ScD: 

Parce que (7 est fini, on a 

Tk(C)t ~ -- at + 1 > p--~,~, Vt •I0; I[. 
k>.2 

Au voisinage de 0, nous avons 

= I - at + ~(d ~ - adO)) + t2~(0. 
e(t) 

(T) 
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Ainsi (7) devient au voisinage de 0 

1 - dt + rz(G)t 2 + t2e'(t) > I - at + t 2 (d 2 - as(G)) + t2e(t). 

On volt que si r2(G) est nul, alors l'in(,'gal]t~ est contredite au voisinage de 0 d~s que d 2 
est strictement sup~rieur $ a2(G) ; on retrouve alors la proposition 6.3. 
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