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Compléments & un Résultat de Safarevic

Par Christian Maire & Besangon

(Regu le 2.6.1996)

Abstract. Soient k un corps de nombres et p un nombre premier; notons par L la p - extension
maximale de k non-ramifiée et non-complexifiée, et par G le groupe de Galois Gal(L/k). On se
propose alors de montrer dans la continuité de travaux de SAFAREVIC, lorsque G est fini, I’existence

d’un isomorphisme entre Ha (G,Fp) et un certain groupe de nombres de k.

1. Introduction

Soient k un corps de nombres, et » un nombre premier.

Lorsque L est la p—extension non-ramifiée, non - complexifiée, maximale de k‘, et
G = Gal(L/k), SAFAREVIC [Sa] a établi 1'existence d'une surjection {2 de ‘Fl;}'y vers
(H*(G,F,))", ol A = {z € k%, (z) = QP} et ol * est le foncteur dual de Pontrjagin;
on retrouve une bonne description de cette surjection dans un papier de KISILEVSKY
et LABUTE [KL).

Dans ce papier, on se propose de donner un résultat plus précis que celui de Sa-
FAREVIC, lorsque L/k est finie, en montrant l'existence d’un isomorphisme entre
k_’WVLA_/EE'—‘T et (H*(G,F;))", olt Eg™ est le groupe des unités de L (§6, Corollaire 6.4
du Théoreme 6.2).

En fait, on va se placer dans un cadre assez général en considérant des p— extensions
¥ - ramifiées, S-décomposées, ou £ = T U T, ne contient que des places finies de k
mais peut contenir des places au —dessus de p, et ou S = SyUS,, avec S ne contenant
que des places finies et Sy, que des places infinies réelles.

On va définir dans un premier temps un symbole généralisé pour les extensions
galoisiennes (§2), et donner quelques propriétés de ce symbole (§3).

Dans le Paragraphe 4, on construit ’homomorphisme Qf qui intervient dans le
résultat principal; on calculera un certain noyau qui fait apparaitre, dans la situation
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modérée (T, = @), le groupe de nombres
AS = {z € k*, (z) = Q®Qs,, z € kX* pour tout v € T, z > 0 en dehors de Seo} -

On retrouvera alors un résultat analogue & un résultat de Koch ([K1], Chapitre 11,
Proposition 3.11):

Si k3 désigne la p - extension mazimale de k, T - ramifiée modérée, S - décomposée,
alors il eviste une surjection Q3 de -;—\;;1; vers (ker(H2 (GS,F,) =4 g (G, F,,)))‘,
ot G§ = Gal(k?/k), G = Gal(k/k), k étant la p - extension mazimale de k.

Dans le Paragraphe 5, nous donnerons une application intéressante lorsque k contient
Up; on obtient ainsi (Théoréme 5.5):

Soient S un ensemble fini de places de k et £ un ensemble fini "assez gros” de places
finies de k. Alors on a linjection H%(G,Fy) pdd H*(G,F,), ot GE = Gal(k/k),
kg étant la p - extension mazimale de k, T - ramifiée, S ~ décomposée.

Enfin le dernier paragraphe est consacré a la démonstration du résultat principal.

2. Définition du symbole généralisé

2.1. Situation

Soient p un nombre premier, et K/k une p-extension finie de groupe de Galois G.

On se fixe ¥ et S deux ensembles finis, disjoints, de places de k: ¥ est un ensemble de
places finies de k, et est réunion de T avec Ty, ou1 T ne contient que des places étrangeres
a p, et T, que des places au~-dessus de p; S est réunion de deux sous - ensemble S,
et S, O Sp ne contient que des places finies (So C ple,o, pleo étant 'ensemble des
places finies de k), et ol Seo ne contient que des places réelles (Seo C plf°,,, PII°,
étant I’ensemble des places réelles de k). Pour p # 2, on suppose que Sy = Pl

A ¥ on associe le module M de k suivant

M = Hv H v/ = mm,
veT veT,

ol ny (K/k) est le plus petit entier tel que tout élément de U, o (K/k)

Ky /ky, wlv quelconque (on rappelle que si k, est le complété de k en v, et 7 une

uniformisante de k,, alors le groupe multiplicatif Ul:, o(KIE) est 1o sous — groupe du

groupe des unités Uy, de k, congrues a 1 modulo 7™ (K/ k)). L’extension K/k étant

finie, n, (K /k) existe. L’introduction de T, correspond & I’autorisation de ramification

sauvage en p dans K/k.
A T et S, on associe le sous—groupe du groupe des ideéles J; de k suivant

gy = [TUb [T o™ 11k I Us..

veT veT, vES vgSUT

est norme dans
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On leur associe également la p - extension maximale F de k, T - ramifiée, S - décompo-
sée, incluse dans K'; on rappelle que cela signifie que P’extension F/k est non - ramifiée
pour les places finies en dehors de X et est totalement décomposée pour les places
de S; en particulier, pour v € S,,, v est réelle et reste réelle dans F’; on ne parlera
pas de ramification pour les places infinies, mais de complexification; d’autre part, on
rappelle également que peuvent se ramifier dans K/k uniquement les places au - dessus
de p, et les places v de k vérifiant Ny,qv = 1(p).

On peut noter que F' est le sous - corps fixé par le sous - groupe H de G, engendré
par

(a) les groupes de décomposition Dy, (K /k) des places wlv, w € plg, v € S;

(b) les groupes d’inertie I, (K/k) des places w|v, w € plko, v ¢ ZUS.
Notons enfin par F' le sous-corps de K fixé par H?[G,H];ona kC FC F' C K.

2.2. Construction du symbole

Rappelons tout d’abord que le symbole de réciprocité local (-, K, /k,) donne un
o ';. — et D2(K/k), on Du(K/k) désigne I'abélianisé de

Dy (K /k); de plus, si € est élément de Uy, , alors (¢, Ky /ky) appartient & I8 (K /k),
i.e., a

isomorphisme entre

1y (K/k)
Iu(K/k) N [Dw(K/k), Du(K/[k)]
Rappelons ensuite le résultat classique suivant:

Lemma 2.1. Pour tout w € plg o,
[Du(K/k), Du(K/K)] = [Lu(K/k), Du(K/kK)].
Alors, il est immédiat de voir que pour
(a) wjv, w € plgo, v¢LUS,
[Dw(K/k), Du(K/k)]N1u(K[k) = [Du(K/K),1u(K/K)] C [G,H];
(b) wlv, w € plx, v €S,
[Dw(K/k), Dyw(K/k)] C [G,H].

Ainsi, pour toute composante z, de z = (Zy)y € U,;": > €t pour toute place w € plk,
wlv, le symbole (z,, Ky/ky) est défini sur F' (F' étant le corps fixé par H?[G, H]).

Remarque 2.2. Pour z,, composante de z € U,f: m» le symbole (z, Ky /ky) restreint
3 F' peut étre vu comme un relevement en un élément de D,,(K/k) restreint & F'.

Définition 2.3. On peut alors définir le symbole généralisé pf( /k.5

H
Prpes  Ubm — BE,. Gl

@)y —  [] (zv,Ku/ks) mod H?[H,G].

uEplk
w|v gcque
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Ici
Il (@ Ku/ky) mod H?(H,G]

vEplk
wiv gegue

signifie que I’on regarde le produit des restrictions & F' des symboles. On peut noter
que le choix de w|v n’intervient pas et que le produit est fini. Il est également immédiat
de voir que par construction pf( /.5 €8t surjectif.

Remarque 2.4. Si K/k est abélienne, alors pf( /x,x coincide avec le symbole usuel
restreint au sous —corps fixé par H?. Ainsi si z € k* nu,ﬁM, alors pf{/k'z (z) =1.

On peut noter que dans ce cas z est une S - unité congrue a 1 modulo [], .5 v (E/%).
On notera E ,, ce sous—groupe des S —unités de k; lorsque £ =@ et S = pl°_, ce
groupe est égal au groupe ES™® des unités de k au sens ordinaire; lorsque £ = S = §,
il est égal au groupe E}°® des unités de k au sens restreint.

3. Propriétés du symbole

3.1. Restriction de symboles

On considére K/k et L/k deux p—extensions finies avec K C L.

Notons par My, H et par L(f, M, » le module, le sous—groupe de Gal(L/k) et le
sous — groupe du groupe des idéles de k, associé & I, S, et L/k (cf. Paragraphe 2.1);
de méme, Mg, Hy et Z,(f' My désigneront les objets associés a K/k. 11 est clair que
Mg divise M. Notons également par G, le groupe de Galois de L/k, par Gk celui
de K /k, et par Gk celuide L/K.

H Gr/x

~ Hy, et que
GL/k

On peut alors remarquer que

Lemma 3.1. ([M], Chapitre 4, Lemme 4.1.1.) Nous avons l'isomorphisme suivant

GL - Gk
Gr/k(HL)’[HL,GL] ~ (Hk)"|Hk,Gk]

Notons enfin par Fi et par Fy (resp. Fi et F) les sous—corps de K (resp. de L)
fixés par Hg et par (Hk)?[Hk,Gk] (resp. Hy et (HL)P[HL,GL)); alors FyNK = Fi
et F; NK = Fy.

On peut définir le symbole généralisé associé & L/k:

H
S . yS il
PL/kx - uk,.Mz, — (HL)p[HL,GL] '

de méme, on peut définir le symbole généralisé associé & K /k:

Hg
S . 1S SO  S—
Pk/kE - uk.Mx (HK)p[HK,GK] :
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3 s ; S S
Il faut remarquer que Pk i,z €St défini sur U m, C Ui pye -
Pour z € UP M, on désire regarder

(v, Lw/ky) mod G x(HL)P[HL,GL],

nvec Wlv, W € pl, et z, la v—composante de z.

On rappelle que ceci a bien un sens: En effet d’aprés la Remarque 2.2,
(v, Lw/ky) mod (Hp)P[Hy,GyL] doit étre vu comme un élément de Dw(L/k) re-
streint & F7, sous - corps de L fixé par (Hp)P[Hy,Gy]. Ainsi

(zvs Lw/k,) mod G x(HL)?[HL,Gy)

doit étre vu comme un élément de Dw(L/k) restreint au sous-corps fixé par
Gk (HL)?[HL,GL], i.e., restreint & F| N K (= Ff).
Notons ensuite que
(a) pour z, € k), v € 5,
(zv, Lw/ky) mod G, (HL)[HL,GL)
= (2v,Lw/ky) mod Dw(L/K) - [Dw(L/k), Dw(L/k)]- Gr/k(HL)?[HL,GL];

(b) pour z,, € Uy,, v € plpo, v ¢ TUS,

(Zu, Lw/ky) mod Gp/x (Hy)P|Hy,G1)
= (2v,Lw/ky) mod Dw(L/K) - [Iw(L/k), DWw(L/k)] - Gr/k(HL)?[HL,GL].
Or pour z, € kX, v € S, (zy, Lw/ky) mod Dw(L/K)-(Dw(L/k), Dw(L/k)] doit étre
vu comme la restriction de (z,,Lw/k,) au sous—corps de L fixé par
Dw(L/K) - [Dw(L/k}, Dw(L/K)]. Par la propriété du symbole de réciprocité local,
on a

(zy, Lw/ky) mod Dyw(L/K) - [Dw(L/k), Dw(L/k)] = (zv,Kw/ky).
Ainsi,
(zu, Lw/ky) mod Gk (HL)P[HL,GL] = (24, Kuw/ky) mod Gpx(HL)?[HL,GL].

Or, (zy, Kuw/ky) mod G i (HL)P[HL,G1) doit étre vu comme un élément de D, (K/k)
restreint au sous-corps de L fixé par GL/K(HL)”[HL,GL]. Par le Lemme 3.1, on a

finalement
(zv,Kw/k,,) mod GL/K(HL)p[HL,GL] = (zv,Kw/k,,) mod (HK)p[HK,GK].

Il en est de méme pour z, € U, avec v € plgo, v ¢ ZUS.
On a alors le résultat suivant:

Proposition 3.2. Soient L/k et K/k deuz p—extensions finies avec K C L; F|
désigne le sous - corps de L fizé par (HL)P[HL,GL) et Fjy = FyNK, i.e. Fi estle

sous — corps fizé par Gk (HL)?[HL,GL)- s
Alors pour tout z de Uy 5, , la restriction de Pi/k,z(z) d Fy est égale d py )y (7).
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3.2. Limite de symboles

Soient L/k une pro-p-extension, et (L;);er une famille de p—extensions finies sur
k, avec J;c; Li = L.
Pour L/k, v € Ty, définissons par n,(L/k) le plus petit élément de INU {0} tel que

pour tout 7 € I, pour tout w|v, w € pl,, (U,:'v"““/k),Lg‘w/ku) = 1. On peut noter que
ny(L/k) ne dépend pas du choix de la famille (L;)ics. Posons

My = v [T oo

veT veT,
Notons par p‘}’:__ k.S le s, mbole généralisé associé a4 L, S, et L;/k; ce symbole peut étre
défini sur US ,,, , ou
Up, = TTUL TT U™ 11k IT Uk,
veT veT, vES vgEZuUS
avec U,::"(L/k) =1, si ny(L/k) = oo.
Ainsi, on a
ps . uS — H"
ibE S TRMe T ()P HL G

ot G; = Gal(L,/k), et ou H; est le sous-groupe de G; engendré par les groupes de
décomposition dans L;/k des places w|v, w € plr;, v € S, et par les groupes d’inertic
dans L;/k des places w|v, w € plr, 0, avec v ¢ U S. On peut noter que Pf.-/k.z est

surjectif.
Le systéme

(wrna)

(H:)"[H:,Gi) ] iet

muni des restrictions G; = G;, L; C L;, est projectif. Sa limite s'identifie & m:p-'[’ﬁm
ot G = Gal(L/k), et ot Hy est le sous - groupe de G, engendré par les limites pro
jectives des groupes de décompositon (Dy(L;/k));c;, wiv, v € S, et par les limites
projectives des groupes d'inertie (I (Li/k));e ) wlv, w € plr; 0, v ¢ ZUS. De ce fait
on peut définir p3 k5

Définition 3.3. Pour une pro-p-extension L/k, on définit un symbole généralis
pf Jk,£ comme suit
H
s S L
: — ———
PLjk,x Ui m, (HL)p[HL,GL]

T = (Tv)y +— (pf‘/k’z(m))iel'

Remarque 3.4. p7 Jk.x ©st surjectif.
De plus, si L/k est une pro-p-extension abélienne, alors

Vz€k*NUSpm, P‘z/k,z(ﬂi) =1.
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34.3. Action sur une norme globale

Soient L/k et K/k deux p~extensions finies, K C L; on se place dans la situation
ou la ramification est modérée en prenant T, = @. On reprend les notations du
’aragraphe 3.1.

On peut définir le symbole généralisé de L/k, associé 4 T et &4 S:

Hp

S . S
Pt Uem = THAE G

ou

W= TTULTIR I Ukes m=]]v.

veT vES vgSuUT veT

Pour I’extension L/K, nous définissons le symbole p¥ JKT

H
< s L/K
cUR ., —
PL/K,T K, (Hy k)’ [Hi k, Gkl

Ww)o — ] @w Lw/Kw)mod (Hy/k)'[Hik,Gr/k),

wEplx

ou

1) UR m = Nuwer) Uk HNuesx) Ko Nugscyoroo Ukw

2) T(K) = {w € plg, wv, ve T}, S(K)={w € plk, wlv, veS},

3) Gk = Gal(L/K),

4) Hy/k est le sous—groupe de (71 x engendré par les groupes de décomposition
dans L/K des places Wjw, W € ply, w € S(K) et par les groupes d’inertie dans L/K
des places W|w, W € plp o, w ¢ S(K)UT(K).

Soit ¥y = (yw)w €élément de L(f;,m; il est clair que Nk y appartient & u,fm; ainsi
P kT (N y) est bien défini. Nous avons alors le résultat suivant:

Proposition 3.5. ([M], Chapitre 4, Proposition 4.1.2.) Pour y élément de u,S('m,
nous avons
et (Nisky) = pjxr (v) mod (HL)P[HL,Gul.
1 faut noter que p; /K.T (y) mod (Hy)P[HL,GL] doit étre vu comme un élément du
groupe de Galois Gal(L/K), donc de Gal(L/k), restreint au sous - corps de L fixé par

(HL)?[HL, GL)-
On a alors la proposition suivante:

Proposition 3.6. Soit L/k une p - extension finie. On rappelle que H|, est le sous -
groupe de G = Gal(L/k) engendré par les groupes de décomposition dans L/k des
places w|v, w € ply, v € S, et par les groupes d’inertie dans L/k, des places w € plk o,
wlv,vg SUT.

Si K désigne le sous - corps de L fizé par Hy, (K = FL), alors pour z € K* OU;";’m
(= ER ), nous avons

iy (Nipz) = 1.
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Proof. En appliquant la Proposition 3.5, on a pour z € Ef,
Pf/k,'r (NK/k“’) = pi/K.T(z) mod (HL)"[HL,GL].
Or
piyk.r(z) mod (HL)[Hy,GL] = pfk 7(z) mod Gal(L/Fy)(Hy k)" (Hiyx,GL/k),

ou F; est le sous—corps fixé par HpP[Hp,GL] Notons ensuite que
pf/K,T(z) mod Gal(L/F})(Hy/k)?[Hr/k,GL k] est la restriction de pf/K_T(a:) a
F,’1 N Fi/K, ol F[’,/}( est le sous—corps de L fixé par (HL/K)"[HL/K,GL/K]. En
utilisant la Proposition 3.2, on a

PE/K,T(-'E) mod (Hp)P[HL,GL] = pg‘i/K.T(z)-

F} /K étant abélienne (de groupe de Galois égal A ('H_L)'FI[%L_GT])’ le symbole pf,i KT
coincide avec le symbole usuel, et par conséquent p,s,, /K rlr) =1 0
1 /K.

Corollary 3.7. Supposons que la p —extension mazimale K de k, T -ramifiée
modérée, S - décomposée, est finte. Soit K une pro-p - extension contenant K, alors
pour tout élément x de E,S('m, ona

Pipr (Nkpz) = 1.

4. Construction de 5

4.1. Situation

Soit T’ un ensemble de places finies de k, &' = T U T, avec (T",p) = 1, et avec
T, ne contenant que des places au-dessus de p. On peut noter que L' n’est pas

nécessairement fini.
Soit. $' un ensemble fini de places de k (S’ = SUSL,); on suppose L' et S’ disjoints.

Si p = 2, on suppose deplus que S5, = pli,.

Aux ensembles ¥’ et S', on associe:

i) kg:: la p-extension maximale de k, L' - ramifiée, S'- décomposée,

ii) n, pour v € I: c’est le plus petit élément de IN U oo tel que tout élément de
U,?I soit norme locale dans toute extension galoisienne K' C kg, finie sur k; n, = |
pour v € T,

lll) M' = HUET’ v HvET,’, vn/"a

iv) ufcg,M' = HUGT’ UI:‘, HueT;, U:: HvES" ky Hugz'us' Uk, -

Soit £ C ' un ensemble fini de places finies de k (£ = T, UT) et soit S un ensemblc
fini de places de k (S = So U S), avec S’ inclus dans S.

A Y et S, on associe
i) kg : la p-extension maximale de k, T -ramifiée, S - décomposée,
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i) M =IT,er v lyes 0™, ) est relatif a kg,

Ny 1 n,
i) Ue m = [uer Uk, nveT,, Up Tlves B2 Tlognus Us. -
On a alors le schéma suivant

eyl

kg HE kg,

k

oil G5, = Gal(kg /k), G& = Gal(kg/k), ot k est la p-extension maximale de k, et
ol Hg est le sous—groupe de Gg: engendré par les groupes de décomposition dans
krfgf/k des places w|v, w € plkii’ v € S, et par les groupes d’inertie dans kS, /k des
places wjv, w € plkgj wVEIUS.

Appliquant la suite de Hochschild - Serre & cette situation, on a alors la proposition
suivante:

Proposition 4.1. ([M], Chapitre 4, Proposition 4.2.1.) Nous avons la suite ezacte
suivante

HS 1 ab
r S
— G

— - —» G'Sab,
(HE)"[HE, GE/] PrE

(ker (H2(GE.F,) < HYGE.Fy)))
ot pG“" est égal au quotient E’T%_G]

4.2. Symbole généralisé dans kg /k

En appliquant les résultats du Paragraphe 3 & ’extension kg: /k, et aux ensembles

¥ et S, on définit le symbole pfs,/k =
21k,

HE

C U —_— .
kM (HE)"[HE, G

s
Prs
kS /k,E

A partir ce symbole, on peut définir ﬁfs,/k -
o/ /™

5 U pm . H
Dy : 7
kS, /KD (UkS,M " jkp) US 0 (HE)'[HE,GE]

T = (Ty)y +— pff:j/k,z(z)'

Remarque 4.2. Il est facile de voir que le symbole des éléments de L(,f MmNT?

appartient a (Hg).
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Remarque 4.3. Si kz, /k est une pro-p-extension, avec |J; K| = kS, alor

pks1 kS doit étre vu comme limite projective de symboles, i.e. pour z de U ms

Pks' /k, E(z) (pK'/k E(z))
Si ’on reprend alors la suite exacte de la Proposition 4.1, 0n a:

Theorem 4.4. ([MIJ Chapitre 4, Théoréme 4.2.1.) Sous les hypothéses du Para-
graphe 4, nous avons le diagramme commutatif sutvant

. HE '
(ker(H’(Gg,Fp)—-?H’(GB,,FP))) —~ (Hg)ﬂ[yg,ag:] PGS ab - PGgab
135 LA t g 1§
ker(n) o U m a Jk Tk
(U p N TP) U JkpkxuksM' TePEXUZ'y .

ol pks, JhE est surjectif.

En particulier, on a lexistence d’un homomorphisme QE'}: de ker(n) wvers
(ker (H* (G, F;) + H*(GE.,F,))) "

Remarque 4.5. Ce diagramme, dans le cas de pro-p-extensions, doit étre vu
comme un diagramme de limites projectives: Si kS, /k est une pro- p—extension, soit
(K!)ies une famille de p—corps galoisiens finis sur k, telle que |, K = k§.; & K, on

associe le module )
My, = [ v J] v,
veT! veET,
ol T est ’ensemble fini des places de k étrangeres a p se ramifiant dans K/k, et ou

; est le plus petit entier tel que tout élément de U‘t ' est norme locale dans K] /k;
blen entendu, on a
Un =1

icl

Soit K; = K!Nkg; il est clair que le systéme (K)ics forme un systéme inductif, de lin-
ite k,SJ; de plus K; est le sous - corps de K| engendré par les groupes de décomposition
dans K| /k des places de K| au—dessus de S, et par les groupes d’inertie dans Ki/k
des places finies de K! au-dessus des places de k qui ne sont pas dans S UE; en
particulier, K;/k est galoisienne.

Notons G} le groupe de Galois de K|/k, G; celui de K;/k, et H; celui de K;/K;.
Ainsi, on a

N/ . v/ .
=~ lim G], §1, Corollaire 3),
Jkl’kx o M v‘— jkpkxuk‘M: ([ ] § )

car E;'Z}F est compact [AT)].
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. . Vs '
I'ur maximalité de kg,, on remarque que

lim—ﬁ—s,— ~ lim T :
T TRPRUL  TPE* N e Ik

insi, U5, est défini comme suit

s . Jk 0“:/. . rab
N e 4 A
it 2 (Jk”k"NK;/kJK;> b (’G' ) ’

)i/ €tant le symbole usuel.
De ceci, on déduit que \Ilg', et \Ilg sont des isomorphismes, et par conséquent que

2:;; est surjectif.
1.3. Calcul de ker(n)

Afin que le diagramme du Théoréme 4.4 soit complet, il ne reste plus qu’a déterminer
wr(n). Tout d’abord, notons par Ai,, le groupe de nombres suivant

Vi = {z €k, (z) = Q°Qs,, T € k",‘pU:vI“ pour tout v € £, z > 0 en dehors de S},

i Qg, est un idéal construit au - dessus de So. On peut noter que kP c AS,, et que

wour v € T,
€ kUL & zek)”.

“n ce qui concerne les places v de T}, on peut avoir deux cas extrémes: Si n; = oo,
lors Ug® = 1; si n, = 0, l'information pour v € T, dans A3, est vide.

On définit également A%, sur le méme modele:
Vi = {z €k, (z)=QQg,, T € kxPUg* pour tout v € £', z > 0 en dehors de S, } .
Remarquons ensuite que
US g N TRPEXUS vy
(U pa 0 T7) US

ker(n) =

) a alors la proposition suivante:

Proposition 4.6. (Calcul de ker(n).) On a l’isomorphisme suivant
w A3
ker(n) ~ ATA," .

Proof. On construit w de la fagon suivante:
S s' Ads
UkIM njkpkxukvM/ —_ ATI,

z €U py = jPar’ +— w(z) = a modulo AS,
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ola € k*, j€ Ji, et GU,‘E'M,.

Il est clair que w est bien défini, surjectif, et que (uf MmN Jk”)u,f”M, C ker(w)
Réciproquement: soit z = jPaz’ € L(,f’:M n Jk”k"u,flj‘,‘, tel que a € Ai;,; alors i
existe u € U,f"M,, y € Ji tel que a = uy?. Par conséquent, ¢ = (yj)Puz', i.e
z € (U py N TP)US oy et ainsi

ker(w) = (US N TeP) U py - C
On ‘peut conclure alors ce paragraphe par le théoréme suivant:

Theorem 4.7. Soient ¥ un ensemble fini de places finies de k, et ' un ensembl
de places finies de k contenant L; S et S' sont deuz ensembles finis de places de k
avec S’ inclus dans S.

kg: désigne la p — extension mazimale de k, ¥’ - ramifiée, S’ - décomposée;

G$, = Gal(kg /k).

k}S: désigne la p - extension mazimale de k, T - ramifiée, S — décomposée,

Gy = Gal(kg/k).

Alors on a la surjection sutvante

% —+ (ker(H2(GS,F,) » H?(GE,Fp)))",
ot
AS, = {z €k, (z) = Q"Qs,, 3 € KXPUM Yu € T, £ >0 en dehors de Seo},
Ay = {zek*, (2) = Q"Qq, z € kUL Yw € S, 5> 0 en dehors de S.,} .

Corollary 4.8. On a l'injection suivante:

s *
ker (H*(G3,F,) — H?(G,F,)) < (2::) '

ou G = Gal(k/k).

Proof. On applique le Théoréme 4.7 avec X' égal 4 I’ensemble des places finies d«
k, et §' = 0 pour p =2, ou §' = plf’,  pour p # 2 (pour v[p, n; = 00); dans ce cas, 01
a l/k m C L(S N JiP. 1l suffit alors de noter que grace au théoréme de GRUNWALI

(AT, Chapxtre 10, §1, Théoréeme 1), on a

S _ xp
AMI — k . [

Corollary 4.9. Situation modérée. Si k désigne la p - extension mazimale de k
T - ramifiée modérée, S — décomposée, alors on a la surjection Q sutvante

A,

k<P

—» (ker (H*(G$,F,) — H*(G,Fp)))",
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m A = {z € k*,(z) = QPQs,,z € kX? Yu € T, £ > 0 en dehors de Soo }, et ot

(5 = Gal(k$/k).

4.4. Localisation

Dans ce paragraphe, on prend &' = plxo, §' = @ si p = 2, 0u §' = pli°, sip # 2.
Alors, k,:, est égal a k, et n! = oo pour les places v divisant p.

On rappelle que T est un ensemble fini de places finies de k, ¥ = T U T}, et que S
okt un ensemble fini de places quelconques, avec SNX = §.

Pour une place v de pl, G, désignera le p-groupe de Galois absolu de ky, i.e., Gy
est le groupe de Galois sur k, de la p—extension maximale de k,. Notons par P2( ,F )
I'homomorphisme canonique suivant:

P(k,F,) : H*(G,F,) — @ H*(Gu,Fy).

vEpl

On sait que P?(k,F,) est injectif, et que de plus si k contient u,, alors cette injection
reste encore valable si I'on effectue la somme sur pli \ {vo}, pour toute place vy de ply
(K1), §11, Propositions 11.1 et 11.2).

Considérons le court diagramme suivant:

H2(GS,F,) 5 H2(G(p),F,)
e N\ I P*k,F,)
@ H*(G.,F,)
vEply

ot ©f = P?(k,F,)oinf.
Si lon regarde la projection de 'image de 6 sur le facteur correspondant a v, on

a alors le lemme suivant:

Lemma 4.10. Pour toute place v finie n’appartenant pas ¢ T, et pour toute place
v de Soo, ON G-

Im (H*(G,F,) — H*(G,,Fy)) = 0.
Proof. Soit v € pl; il faut remarquer que l'on a le diagramme commutatif suivant
B (Gs,F,) b HYG,F,)

Jres lres

H2(Dy (k§/k),F,) Zh H(G,,F,)

ou Dy, (IcE,lF ) est le groupe de décomposition dans kg 2 /k d’une place quelconque w
de kS au-dessus de v (on doit voir ce diagramme comme étant un diagramme de

hmltes)
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On peut immédiatement noter que pour w € plks w|v, v € S, le groupe Dy, (k& /k, F,
est trivial.
Pour v € plr o, v ¢ X, ’homomorphisme

H*(Dy (k§/k),F,) =4 H(G.,Fy)
se décompose de la fagon suivante
H?(Dy (K$/K),F;) % H(Gal(k3"/k.).F;) 5 H2(B..F,),

ou k" est la p-extension maximale de k,, non-ramifiée. Or on sait quc
Gal(k?" [k,) ~ Z,. Ainsi H*(Gal(k3"/k,),F,) est trivial. ]

Notons par B(X, S) I'’ensemble de places de k suivant

B(Z,5) = SUPI \ S

et par B(Z, S) A
B(Z,S) = B(Z,5)\ {w},

oll v est une place quelconque de B(X, S).
On a alors la proposition suivante:

Proposition 4.11. On a l’égalité sutvante
S
ker(Hz(G,S:,F,,) - Ga ) Hz(tiv,F,)) = ker (H*(G§,F,) ™ H'G.F,)).
v€B(L,S)

De plus si k contient jp, alors on peut remplacer B(Z, S) par B(z,S).

5. Cas particulier: u, C k

Dans cette partie, on va supposer que k contient pp.
Pour T et S quelconques, rappelons tout d’abord la définition du groupe de:

S - classes de rayon m, noté cli . :

I
(5.1) df = PS: (TSO)
oum = HueT v, ou I; T est 'ensemble des idéaux de k étranger & T', et ol
= {(z),z € k*,z=1(m),z > 0 en dehors de S } .
On va alors appliquer le Corollaire 4.8 a la situation suivante:

(i) S est un ensemble fini de places de k, et on pose mo = [],¢s, ¥;
(ii) £ (£ = T UT,) contient ’ensemble des places de k au—-dessus de p;
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(iii) T est tel que
clplh.on\sw - dplh.oo\suo <E) .

k,mo k,mo

re Sw .

Ainsi, ici clzl:n:"\ est le groupe de Galois sur k de l'extension abélienne maximale
de k, So - ramifiée, pli%, \ Soo —décomposée ([M], Chapitre 1, Proposition 1.1.2).

Définition 5.1. On dit que I est assez gros s'il vérifie (ii) et (iii).

Enoncgons alors le résultat principal de ce paragraphe.

Proposition 5.2. Sous les conditions précédentes, on a:
A = P,
Tout d’abord deux lemmes.

Lemma 5.3. Pour z € A3, Uestension L = k(z'/?) /k est non - ramifiée pour les
pluces finies en dehors de Sy, et est TU DI\ Soo — décomposée.

Proof. On peut noter que l'extension L/k est cyclique de degré diviseur de p, et que
yue la ramification en Sy est modérée. Par la théorie de KUMMER, seules les places
nu - dessus de (pz) peuvent étre ramifiées. Par hypothese, (z) = QPQs,, i.e., pour
v|(z), v ne divisant pas p, v € Sp, on a v(z) = 0 (p), ainsi wlv ne se ramifie pas dans
I./k; pour v|p, on a = € k)*, ainsi L/k est non ramifiée en w|v. En fait, on peut
noter que les places au—dessus de p sont totalement décomposées dans L/k; il en est
do méme pour les places de T. Pour p = 2, en notant que z est positif en dehors de

5w, il vient immédiatement que L/k est pli’, \ Soo —décomposée. O

Soit B un idéal de I g, (i.e., étranger & Sp); on sait par hypothese que B peut
x'écrire sous la forme
a) H v

vETD

ol a € lc,t,';l" oo\ = {z € kX, 281 (m), £ > 0 en dehors de plf° \Se}-
On en déduit le lemme suivant:

Lemma 5.4. Sotent ¢ € AiA, et L= k(:z:l/”); alors pour tout B € I g,,
B = (&)NpuD,

+P5f oo \Seo

0 @ € kg ,etDelps,.

Proof of Proposition 5.2. Soit z € A%, L = k(z'/?); on va montrer que Gal(L/k)
ost trivial, ainsi il viendra que A, = k*?.

Par le Lemme 5.3, nous savons que L est inclus dans L, ot L désigne 'extension
nbélienne maximale de k, Sp - ramifiée modérée, plr \ So — décomposée. Alors, par
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I'isomorphisme du corps de classes et avec (5.1),

1
Gal(L/k) = — gt :
e NrslL,se
ou P,:l,'r;::"\s” = {(a), ac€ k;ﬁl:f“\sm}. Par le Lemme 5.4, on en déduit donc |
trivialité de Gal(L/k). (

On peut alors énoncer le Théoréme 5.5 qui est une conséquence immédiate de |
Proposition 5.2.

Theorem 5.5. Soient p un nombre premier, et k un corps de nombres contenar

pp-
Soient S un ensemble fini de places de k et = un ensemble fini de places finies de k

supposons ¥ assez gros. Alors on a Uinjection

H*(GE,F,) — H*G,F,),
ot G§ = Gal(kg/k), k§ étant la p-estension mazimale de k, T -ramifiée, S
décomposée.

Corollary 5.6. Si T est assez gros (non nécessairement fint), alors on a linjectio

HY G, F,) @ P H*(Du(ki/k),Fy).

veB(T,S)
wlvegcq

6. Situation modérée

Dans cette partie, on se place dans la situation ol la ramification est modéré
(T, = 0) ; on suppose que la p—extension maximale L (= k3) de k, T -ramifi¢
modérée, S-décomposée, est finie. On rappelle que E‘,;s m désigne le groupe des S
unités de k congrues & 1 modulo m, c’est —a—dire

Ef,m = kxﬂu,‘f’m,

U = JTUL IT®> I U

veT  veS  vgSUT

ou

On supposera alors que p # 2, ou bien que E,f'm = E‘im, avec S = SUp kooos E,f,
est donc égal ici au groupe des Sp - unités de k au sens ordinaire, congrues a 1 modul

m.
Notons par ¢35, le groupe de nombres suivant:

S = {zek}S=, (z) = Q*Qs,},

ot k}S~ = {z € k*,z =1 (m), = > 0 en dehors de S}
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8.1. Lien entre ¢, et cly  [p], et entre ¢35, et A5,

Rappelons que si clf‘m est le groupe des S-classes de k de rayon m, alors ¢l _ [p]
pxt celui de ces classes qui sont tuées par p; Ef , = L*NU3 . (UF,, est défini sur le
modtle de U ., cf. Paragraphe 3.3).

P’roposition 6.1. ([M], Chapitres 3 et 4, Propositions 3.3.1, 4.4.1 et 4.4.2.)
n) On a la suite ezacte .
E; .

(B ) NLjk B3

— Hy(GF,Fp) — dinlp] — 1.

h) On a la suite exacte

ES S s
km — . Sy S ] — 1
(Ef ) NLpES (k5= Ny 1 E5 .. ko ’

1 —

oi 85 est défini comme suit: pour z de i3, (z) = QPQs,, on pose
() = cim(Q).

¢) On a l'isomorphisme suivant

AS, ds, 3
KPNL B o~ (khSe NEP)NyES

1.2. Théoréme principal

On peut maintenant énoncer le résultat principal.

Theorem 6.2. Soient p un nombre premier, et k un corps de nombres.

Sotent T un ensemble fini de places finies de k, et S un ensemble fint de places de
k(S =8yUSwx)

On pose B(T,S) = T U pli* \Seo, et B(T,S) = B(T,S), privé d’une place quel-
rongue.

Notons L la p - extension mazimale de k, T - ramifiée modérée, S - décomposée, et
(5 le groupe Gal(L/k).

Supposons p # 2, ou bien E,ﬁm = E,‘Em, avec S = Suplit,, et supposons également
L/k finie.

Alors, si

ker| H*(G7.F,) - P H*(G..Fy)| = H?*(G3,Fy),
veB(T,S)
on a
Am

~ 2(nS *
kxpNL/kEiq,,m - (H (G ’FP)) .
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St de plus k contient up, alors on peut remplacer B(T,S) par B(T,S).

Proof. Avec les points a et b de la Proposition 6.1, on a

S
|H2(GF,Fp)| = (kvtsﬁ)p;vnz,/kEf‘m ;
avec le point ¢,
AS
(6.1) |H2(G§,F,,)| > mﬁ.

Rappelons ensuite que par le Corollaire 4.9, on a la surjection

A
kxP

(6.2) % (ker (H?(G5,F,) = H2(T(0),F,)))" ;

de plus cette surjection est induite par le symbole généralisé défini comme suit (Théor&s

4.4
) ) uksm Hjs"
et GE ngP) T (HRPHR.C]

Ainsi, & z de A;Sn, on associe un idéle z’ de Uf'm (Proposition 4.6), et on a
05(2) = A pr(@);

en particulier, pour z de N, /kEf‘m, I’idele associé peut étre z lui —méme, et ainsi pa
le Corollaire 3.7

ng‘(NL/kEf.m) = ﬁf/k.T(NL/kEf.fn) = 1.

On peut ainsi factoriser Qf par Ny, /kEf'm.
Par la Proposition 4.11, par hypothése, avec (6.2), et en notant que (H*(G3,F,))" =
H,(G%,Fp), on a la surjection
As

—_T % H,(G5,F,);
kXPNL/kEf'm 2(GT) P)

avec (6.1) on conclut alors facilement.

Corollary 6.3. Soient p un nombre premier, et k un corps de nombres contenan
Hp-
On prend S = plit,, et T = {vo}, avec vo place quelconque de plyo (non au
dessus de p). Notons par L la p-eztension mazimale de k, T —ramifiée et non
complezifiée, et par G le groupe de Galois Gal(L/k). Supposons L[k finie. Alors o
a lisomorphisme susvant:
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o Ay, = {z € k*, (z) = QF, z € k)\¥}, et ou E§rY, est le sous - groupe des unités de
|, au sens ordinaire, congrues ¢ 1 modulo m = leuerw.

Corollary 6.4. Soit So un ensemble fini de places finies de k, S = Sp U pli®_;
supposons que la p - extension mazimale L de k, Sy - décomposée et non — complexifide,
et finie; G = Gal(L/k).

Alors on a l'isomorphisme susvant:

o AS = {z € k%, (z) = QPQs, }, et ot E} est le groupe des Sy - unités de L au sens
ordinaire.

Lorsque Sy est vide, L est la p - extension mazimale de k, non- mmiﬁée et non-
complezifiée; on obtient alors l'eristence d’un isomorphisme entre W
(G, Fp), ol E°rd est le groupe des unités de L au sens ordinatre et ot A =

(s € k. (z) = 7).
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