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CompMments B un Rbsultat de Safarevic 

I’iLr Christian Maire a Besanqon 

(ReGu le 2.6.1996) 

Abstract .  Soient k un corps de nombres et p un nombre premier; notons par L la p-extension 
maximale de k non-ramifik et non-complexifi6e, et par G le groupe de Galois Gal(L/k). On se 
propose alors de montrer dans la continuit6 de travaux de SAFAREVIC, lorsque G est fini, I’existence 
d’un isomorphisme entre H1 (G,F,) et un certain groupe de nombrea de k. 

1. Introduction 

Soient k un corps de nombres, et p un nombre premier. 
Lorsque L est la p - extension non - ramifi6ee, non - complexifi&, maximale de k ,  et 

G = G a l ( L / k ) ,  SAFAREVIC [Sa] a Ctabli l’existence d’une surjection R de & vers 
(H2(G,FP))*, oh A = {z E k x ,  (z) = QP} et oh * est le foncteur dual de Pontrjagin; 
on retrouve une bonne description de cette surjection dans un papier de KISILEVSKY 
et LABUTE (KL]. 

Dans ce papier, on se propose de donner un rbul ta t  plus prkcis que celui de SA- 
FAREVIC. lorsque L / k  eSt finie, en montrant ]’existence d’un isomorphisme entre 
kxpNL,bEr * et (H2(G,Fp))*,  oh Erd est le groupe des unites de L ($6,  Corollaire 6.4 
du Theoreme 6.2). 

En fait, on va se placer dans un cadre assez gknkral en considkrant des p - extensions 
C - ramifikes, S - dCcomposCes, oh C = T U Tp ne contient que des places finies de k 
mais peut contenir des places au - dessus de p ,  et oh S = SO US,, avec SO ne contenant 
que des places finies et S, que des places infinies rbelles. 

On va ddfinir dans un premier temps un symbole gCnCralis6 pour les extensions 
galoisiennes (§2), et donner quelques propriCtCs de ce symbole ($3). 

Dans le Paragraphe 4, on construit l’homomorphisme 0; qui intervient dans le 
rbsultat principal; on calculera un certain noyau qui fait apparaitre, dans la situation 
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modbr& (Tp = 0), le groupe de nombres 

A; = {x E k X ,  (2) = QPQso, x E k,XPpour tout v E T, x > 0 en dehors de S,}. 

On retrouvera alors un rbultat analogue B un rbultat de KOCH ([Kl], Chapitre 11, 
Proposition 3.11): 

Si k; dbigne la p - extension maaimale de k, T - mmifide moddrde, S - ddcomposde, 
alors il eriste une surjection fl$ de $ uers (ker(H2(G$,Fp) 2 H2(?7,Fp)))*, 

oti  G; = Gal(k$/k), G = Gal(k/k), 
Dans le Paragraphe 5 ,  nous donnerons une application intbressante lorsque k contient 

pp; on obtient ainsi (ThhrBme 5.5): 
Soient S un ensemble fini de places de k et C un ensemble fini p s ”  de places 

finies de k .  Alors on a l’injection H 2  (Gj?, Fp) 8 H2 v, Fp) , ou Gj? = Gal(kg/k), 
kg dtant la p - extension mazimale de k, C - mmifide, S - ddcomposde. 

Enfin le dernier paragraphe est consacre a la dbmonstration du resultat principal. 

dtant la p-eztension mazimale de k. 

2. Ddfinition du symbole gdnCralis6 

2.1. Situation 

Soient p un nombre premier, et K/k une p-extension h i e  de groupe de Galois G. 
On se h e  C et S deux ensembles finis, disjoints, de places de k: C est un ensemble de 

places finies de k, et est reunion de T avec Tp, oh T ne contient que des places btranghres 
a p, et Tp que des places au-dessus de p; S a t  reunion de deux sous-ensemble So 
et S,, oh So ne contient que des places finies (SO C $k ,O,  $k,O btant l’ensemble des 
places finies de k) , et oij S, ne contient que des places rklles (S, C plL&, pl& 
&ant l’ensemble des places r&lles de k). Pour p # 2, on suppose que S, = pZi:,. 

A C on associe le module M de k suivant 

M = n v IT v n u ( K / k )  = mmp , 
VET WET, 

oij n,(K/k) est le plus petit entier tel que tout blement de Uky nu(K/k) est norme dans 

K,,,/k,, w(w quelconque on rappelle que si k, est le completc5 de k en v ,  et a une 

uniformisante de k,, alors le groupe multiplicatif Urvu(K/k)  est le sous - groupe du 
groupe des unit& u k ,  de k, congrues a 1 modulo . L’extension K/k &ant 
finie, n, (K/k) existe. L’introduction de Tp correspond 8. l’autorisation de ramification 
sauvage en p dans K/k. 

( 

) 

A C et S, on associe le sous-groupe du groupe des idhles 3. de k suivant 



Maire, Complhments a un RRsultat de Safarevic 151 

On leur associe Cgalement la p -  extension maximale F de k, C - ramifiCe, S - dCcompe 
sbe, incluse dans K ;  on rappelle que cela signifie que l’extension F / k  est non - ramifiCe 
pour les places finies en dehors de C et est totalement dCcompos6e pour les places 
cle S; en particulier, pour v E S,, w est rCelle et reste rCelle dam F ;  on ne parlera 
pas de ramification pour les places infinies, mais de complexification; d’autre part, on 
rappelle Cgalement que peuvent se ramifier dans K / k  uniquement les places au - dessus 
de p ,  et les places v de k verifiant N ~ I Q  w = l(p). 

On peut noter que F est le sous - corps fix6 par le sous - groupe H de G, engendrb 
par 

(a) les groupes de dCcomposition D w ( K / k )  des places wlv, w E P l K ,  v E S; 
(b) les groupes d’inertie I w ( K / k )  des places w)v ,  w E p l K , O ,  v $! c U S. 

Notons enfin par F’ le sous-corps de K fix6 par HP[G, HI; on a k C F C F‘ c K .  

2.2. Construction du symbole 

Rappelons tout d’abord que le symbole de rkciprocitk local ( . , K, /k , )  donne un 
et D$’(K/k) ,  ou Dk*(K/k )  dCsigne I’abelianisC de isomorphisme entre 

D,(K/k); de plus, si E est dement de u k y l  dors  (€,~,/k,) appartient a I$’(K/k),  
i .  e., a 

k: 
N K , I L , K :  

I W  W / k )  
I w  ( K / k )  rl PW(K/k), D w ( K l k ) l *  

Rappelons ensuite le rbultat classique suivant: 

Remarque  2.2. Pour z, composante de x E U c M  le symbole (xu, Kw/k , )  restreint 
a F’ peut 6tre vu comme un relbvement en un ClCment de D w ( K / k )  restreint B F’. 

DQfinition 2.3. On peut alors dCfinir le symbole gCnCrdis6 p i I k , = :  
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Ici 
(xu, Kw/k , )  mod H P [ H ,  GI 

WPPlb 
Wy(Y qcplIe 

signifie que l’on regarde le produit des restrictions a F‘ des symboles. On peut noter 
que le choix de w(u n’intervient pas et que le produit est fini. Il est hgalement immbdiat 
de voir que par construction pg,t,c est surjectif. 

Remarque 2.4. Si K / k  est abblienne, alors p:IL,c cohcide avec le symbole usuel 
restreint au sous-corps fix6 par HP. Ainsi si x E k X  n U:, , alors p ~ I k , c ( x )  = 1. 

On peut noter que dans ce cas x est une S - unit6 congrue A 1 modulo nvEC v ” ~ ( ~ l ~ ) .  
On notera E t M L  ce sous-groupe des S-unit& de k;  lorsque C = 8 et S = pl;&, ce 
groupe est egal au groupe Erd des unit& de k au sens ordinaire; lorsque C = S = 0, 
il est Bgal au groupe ELes des unites de k au sens restreint. 

3. Propridtbs du symbole 

3.1. Restriction de symboles 

On considkre K / k  et L / k  d e w  p-extensions finies avec K C L. 
Notons par ML, HL et par U f , M L ,  le module, le sous-groupe de Gal(L/k) et 1~ 

sous-groupe du groupe des idhles de k ,  associC C, S ,  et L l k  (cf. Paragraphe 2.1); 
de mbme, M K ,  H K  et U f , M K ,  dbigneront les objets aasoci6s a Klk.  11 est clair que 
M K  divise ML. Notons bgalement par GL le groupe de Galois de L/k ,  par GK celui 
de K l k ,  et par G L / K  celui de LIK. 

On peut alors remarquer que H L G L I K  = H K ,  et que 
G L I K  

Lemma 3.1. ([MI, Chapitre 4, Lemme 4.1.1.) Nous auons l’asomorphisme suiuant 

Notons enfin par FK et par F;( (resp. FL et Pi) les sous-corps de K (resp. de L )  
fixkspar H K  et par ( H K ) ’ [ H K , G K ]  (resp. H L  et ( H L ) ’ [ H L , G L ] ) ;  a l m s  FLnK = FK 
et Ft n K = Fh.  

On peut dBfinir le symbole g6nCralisb associB B Llk:  

de mCme, on peut ddfinir le symbole gBnbralisC associd B Klk:  
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Ainsi, 

( Z v ,  L W / h )  mod GL/K(HL)’[HL, GL] = ( ~ u , K w / ~ u )  mod GL/K(HL)’[HL,GL]. 

Or, (xu, K,, , /ku)  mod G L / ~ ( H ~ ) ’ [ H ~ ,  GL]  doit 6tre vu comme un Clement de D , ( K / k )  
restreint au sous-corps de L fix6 par G L I K ( H ~ ) ’ [ H ~ , G ~ ] .  Par le Lemme 3.1, on a 
finalement 

(x , , ,K , /ku)  mod GL/K(HL)’ [HL,GL]  = ( x V r K w / k u )  mod (HK)’ [HK,GKI .  

I1 en est de m&me pour x,, E uk,, avec u E plk$, v 4 ,E U S. 
On a dors  le resultat suivant: 

Proposition 3.2. Soient L / k  et K / k  d e w  p-extensions finies avec K c L; FL 
dbtgne  le sous -corps de L fie‘ par (HL)’ [HL,  GL]  et FA = FL n K ,  i. e. F,& est le 
sous - corps fie‘ par G L / ~ ( H ~ ) ’ [ H ~ ,  G L ] .  

Alors pour tout 3: de U t M L ,  la restriction de p z l k > c ( x )  ci FA est dgale a p c , k , z ( x ) .  
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3.2. Limite de symboles 

Soient L / k  une pro-p-extension, et (Li)igI une famille de p-extensions finies sur 
k ,  avec U,,, L, = L .  

Pour L / k ,  v E Tp, dkfinissons par n, (L /k )  le plus petit Clement de IN U (00)  tel quc 

pour tout i E I ,  pour tout wlv, w E p l ~ , ,  (Ur;(L/k' ,  L,,,,,/ku) = 1. On peut noter quc 
n, (L /k )  ne depend pas du choix de la famille (L,)ic=,. Posons 

ML = n v n w n u ( L / k ) .  

V E T  VET, 

Notons par p i , j k , C  le s;mbole gCn6ralisC associC a C,  S, et Li /k ;  ce symbole peut 6tre 
defini sur UCML , oh 

avec U,"'(LIk) = 1, si n, (L /k )  = 00. 

AinsiSvon a 

ofi Gi = Gal(L, /k) ,  et ofi Hi est le sous-groupe de G, engendrC par les groupes dt 
decomposition dans L, /k  des places wlu, w E plLi ,  v E S, et par les groupes d'inertit 
dans L, /k  des places w(v ,  w E p l ~ ~ , ~ ,  avec v $$ C U S. On peut noter que pzi /k ,z  esi 
surjectif. 

Le systeme 

( (Hi)p[Hi ,  H i  Gi] ) 
muni des restrictions Gj  -+ G,, L, C L,, est projectif. Sa limite s'identifie a & 
oh GL = Gal(L/k), et ofi HL est le sous-groupe de GL engendre par les limites pro 
jectives des groupes de decompositon (Dw(L,/k)) ic=, ,  w(v ,  w E S, et par les limite 
projectives des groupes d'inertie ( Iw(L, /k) ) ic=I ,  wIu, w E p l ~ , , ~ ,  v $$ C U  S. De ce fait 
on peut definir p i I k , C .  

Definition 3.3. Pour une pro-p-extension L/k l  on dCfinit 
p&k,C comme suit 

un symbole gCn6ralisc 

Remarque 3.4. p&k,z est surjectif. 
De plus, si L / k  est une pro-p-extension abklienne, dors 

v z  E k X  nu&l,? P i / k , ) 2 ( Z )  = 
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3.3. Action sur une norme globale 

Soient L l k  et K l k  deux p-extensions finies, K C L; on se place dans la situation 
c i i  la ramification est modkr& en prenant Tp = 0. On reprend les notations du 
I'aragraphe 3.1. 

On peut dkfinir le symbole generalis6 de Llk ,  associC a T et A S: 

Oil 

VET vES V ~ S U T  VET 

Pour l'extension LIK , nous dkfinissons le symbole p i I K 8 7 . :  

O U  

1) uZ,m = l-IwET(K) Gw IIWWK) K;  I I w e s ( K ) U T ( K )  U K ,  1 

2 )  T ( K )  = {W E p l ~ ,  W ~ V ,  v E T } ,  S ( K )  = {W E p l ~ ,  W J V ,  v E S } ,  
3) G L / K  = Gal (L /K) ,  
4 )  H L I K  est le sous -groupe de G L I K  engendrC par les groupes de dkomposition 

dans L / K  des places Wlw, W E ~ Z L ,  w E S ( K )  et par les groupes d'inertie dans LIK 
des places W J w ,  W E p l ~ , , ~ ,  w 4 S ( K )  U T ( K ) .  

Soit y = (yW), C16ment de Ui,,; il est clair que N K I ~ ~  appartient B U:m; ainsi 
p&k,T (NKIkY)  est bien dbfini. Nous avons dors ie rbultat suivant: 

Proposition 3.5. ([MI, Chapitre 4, Proposition 4.1.2.) Pour 9 Cldment de id:,,, 
nous avons 

S 
PL/k,T " K / k Y )  P ~ / K , T  ( Y )  mod (HL) ' (HL,GL]  . 

I1 faut noter que p f I K , T  ( y )  mod (HL)' [HL,  GL] doit Btre vu comme un dement du 
groupe de Galois G a l ( L / K ) ,  donc de Gal(L/k) ,  restreint au sous-corps de L fixe par 
( H d P [ H L ,  GLI. 

On a alors la proposition suivante: 

Proposition 3.6. Soit L l k  une p - eztension f i n k  On mppelle que H L  est le sous - 
groupe de G L  = Gal(L/k)  engendrd par les Qroupes de dtcomposition duns Lfk des 
places wlv, w E p l ~ ,  v E S, et par les grwupes d'tnertie duns L / k l  des places w E p l ~ , ~ ,  
W I V ,  v 4 S u T .  

Sa K ddssigne le sous - corps de L he' par H L  ( K  = FL) , alors pour x E K nu;,, 
(= Eg,m), nous auons 

Pz/k,T ( N K / k z )  = * 
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Proof .  En appliquant la Proposition 3.5, on a pour x E Ei,m 

P ; / k , T  ( N K / k x )  P i / K , T ( Z )  mod (HL)PIHL,GLl ' 

Or 

P Z / K . T ( x )  mod ( H L ) P [ H L ,  G L ]  = P i / K , T ( Z )  mod Gal(L/Ft)(HL/K)PIHL/K, GL/K]r 

oh FL est le sous-corps fix6 par HL~[HL,GL] .  Notons ensuite que 
P ; / ~ , ~ ( Z )  mod Gal(L/Ft)(HL/K)'[HL/K, GLIK] est la restriction de P & ~ , ~ ( z )  a 
FL f l  FLIK1 oh F&l.K est le sous-corps de L fix6 par (HL/K)~[HLIK,GL/K].  En 
utilisant la Proposition 3.2, on a 

P ? / K , T ( x )  mod (HL>p[HL, G ~ ]  = &'L/K,T(Z).  

F,!/K etant abklienne de groupe de Galois Cgal a &I) , le symbole p$,K,7. 

0 co'incide avec le symbole usuel, et par consequent &, /K,T(z)  = 1.  
( 

Corollary 3.7. Supposons que la p -extension maximale K de k, T -mmi;fitt 
mode're'e, S - de'compose'e, est finie. Soit R une pro - p  - extension contenant K; alors 
pour tout e'lkment x de Eg.,,, on a 

4. Construction de 0; 

4.1. Situat ion 

Soit C' un ensemble de places finies de k, C' = T U Ti,  avec (T' ,p)  = 1, et aver 
TL ne contenant que des places au-dessus de p. On peut noter que C' n'est pas 
nkcessairement fini. 

Soit, S' un ensemble fini de places de k (S' = Sh U Sk); on suppose C' et S' disjoints. 
Si p = 2, on suppose deplus que Sk = pl&,. 

Aux ensembles C' et S', on associe: 
i) kg: : la p - extension maximale de k, C' - ramifiCe, S'- dCcompos&, 

i i )  n: pour v E EL: c'est le plus petit Clement de IN U 00 tel que tout ClCment ( I t ,  

Uc!  soit, norme locale dans toute extension galoisienne K' C kg: finie sur k; nh = I 
pour v E TI 

iii) M' = nuET, nu,T:, v":, 

Soit C C C' un ensemble fini de places finies de k (C = TpUT) et soit S un ensemblv 

A C et S, on associe 

iv) u&41 = ~ u E T '  u:, nvET; ucj n u E S '  nu4C'US' 'ku' 

fini de places de k (S = SO U Sm), avec S' inclus dans S. 

i) lcg : la p-extension maximale de k, C -ramifi&, S- d&compos&, 



h l i u i c ’ ,  ComplCments a un Rhsultat de Safarevic 157 

oil  GZ: = Gal(kg:/k), Gg = Gal(kg/k), ou k est la p-extension maximale de k, et  
oil  H g  est le sous-groupe de Gg: engendre par les groupes de decomposition dans 
A$/k des places W ~ W ,  w E p l k s l ,  w E S, et par les groupes d’inertie dans kg:/k des 
1)laces w(w, w E plksl o ,  w $ C u S .  

Appliquant la suite de Hochschild - Serre a cette situation, on a alors la proposition 
suivante: 

E’ 

E’ 

Proposi t ion 4.1. ([MI, Chapitre 4, Proposition 4.2.1.) Nous auons la suite exacte 
suivante 

ou pGab est egal au quotient G~[G,G] G 

4.2. Symbole  genhralisd dans kz:/k 

C et S, on dkfinit le symbole p$; lk ,C:  
En appliquant les resultats du Paragraphe 3 A l’extension k;:/k, et aux ensembles 

A partir ce symbole, on peut dkfinir j5&k,C: 

Remarque 4.2. I1 est facile de voir que le symbole des Clements de UZM fl Jkp 

appartient a (H;)’. 
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Remarque 4.3. Si k $ / k  est une pro-p-extension, avec U i  Ki = 91, ~ I O I H  
-S doit 6tre vu camme limite projective de symboles, i. e. pour z de #?dk,M , 

' k ; : / k J  

Si l'on reprend alors la suite exacte de la Proposition 4.1, on a: 

Theorem 4.4. ([M , Chapitre 4, ThQrhme 4.2.1.) Sow les hypothkses du Pa7.w 
gmphe 4 ,  nous avons I] e diagramme cornmutatif suivant 

06 ";: /k ,c  est sudectaj. 

(ker(H2 (Gc, Fp) -+ H 2  (Gs:, F,))) *. 

S' s En particulier, on a l'existence d'un homomorphisme flcl:C de ker(q) v e n  

Remarque 4.5. Ce diagramme, dam le cas de pro-p-extensions, doit btre vii 
comme un diagramme de limites projectives: Si k g : / k  est une pro-p-extension, soit. 
(Ki)jc, une famille de p- corps galoisiens finis sur k ,  telle que UiK,' = kg:; B Ki ,  0 1 1  

associe le module 
My = n v n v n l - i ,  

oh T,! est l'ensemble fini des places de k Ctrangkres B p se ramifiant dans K,!/k, et oil 

YZ;,~ est le plus petit entier tel que tout ClCment de Ukv"*' est norme locale dams K,'/k; 
bien entendu, on a 

U T :  = T'. 

Soit Ki = Kjnk;; il est clair que le systbme (K, ) iE,  forme un systhme inductif, de lini- 
ite k g ;  de plus Ki  est le sous-corps de K: engendrC par les groupes de dCcompositioir 
dans KiJk des places de Ki au-dessus de S, et par les groupes d'inertie dam Kl/k 
des places finies de Ki au-dessus des places de k qui ne sont pas dans S U C; ell 

particulier, K,/k  est galoisienne. 
Notons G: le groupe de Galois de K : / k ,  G, celui de Ki/k,  et Hi' celui de K:/K,. 

Ainsi, on a 

VET! VET; 

n' 

i E I  

car &!& est compact [AT]. 
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I ' i i t ,  iiiaximalitC de kg: ,  on remarque que 

i l i i n i ,  est dCfini comme suit 

etant le symbole usuel. 
I)(> ceci, on dCduit que Qg: et Qg sont des isomorphismes, et  par consequent que 
S '  s l):,;b est surjectif. 

1.3. Calcul de ker(v) 

Afin que le diagramme du ThCoreme 4.4 soit complet, il ne r a t e  plus qu'& determiner 
I~ ' i ' (7 / ) .  Tout d'abord, notons par A% le groupe de nombres suivant 

\;,, = (2: E k X ,  (2:) = QPQso, 2: E ktPU,"j pour tout u E C, 2: > 0 en dehors de Sm}, 

)ii Qso est un id6d construit au-dessus de So. On peut noter que k x p  c A&, et que 
)our v E T ,  

x~ k,"'U;, ++ x E k t P .  

~ ; I I  ce qui concerne les places u de Tp,  on peut avoir d e w  cas extrbmes: Si n: = 00, 

~Iors Ut: = 1; si n, = 0, l'information pour u E Tp dans A 5  est vide. 
On dCfinit Cgalement A S ,  sur le meme modble: 

\L, = {x E k X ,  (x) = QPQs~, x E ktPUIII:V pour tout u E C', x > 0 en dehors de S&} . 

Hemarquons ensuite que 

)11  a alors la proposition suivante: 

Proposition 4.6. (Calcul de ker(q).) On a l'isomorphisme suivant 

w A& 
ker(q) N -. 

A%, 

Proof .  On construit w de la fason suivante: 

x E Ut, = jpax' w W ( X )  = Q modulo A%, , 
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oh Q E k X ,  j E ,?k, et x' E u&,,. 
I1 est clair que w est bien dCfini, surjectif, et que (UcM n Jkp)U&,,, c ker(w) 

RCciproquement: soit x = jpaz' E U<M n ,?~pkxU$,,l tel que a E AS,; alors i 
existe ti E u&,,,, a, E ~k tel que a = uyp. par consbquent, x = (q/j)pux', i . t ,  
z E (uCM n J ~ P ) u ~ ( M ,  et ainsi 

ker(w) = ( U t M  n Jkp) U;hl . c 

On 'peut conclure alors ce paragraphe par le thCorBme suivant: 

Theorem 4.7. Soient C un ensemble fini de places finies de k ,  et C' un ensembll 
de places f in ies de k contenant C; S et S' sont deux ensembles f in is de places de k 
avec S' i n c h  dans S .  
k$: de'siyne la p - extension maximale de k ,  C' - mmifide, S' - dtcomposde; 

Gg: = Gal (kgi /k) . 
k s  ddsigne la p - extension maximale de k ,  C - mmifide, S - ddcomposde; 
GZ = Gal(Ic$/k). 
Alors on a la  surjection suivante 

OU 

A 5  = {x E k X ,  (2) = QPQso,  x E kCpULi Qv E C, x > 0 en dehors de S,}, 

AS, = {x E k x ,  (x) = QPQs;,, x E k ~ p U ~ ~  Vv E C', x > 0 en dehors de Sk} 

Corollary 4.8. On a l ' inject ion suivante: 

ker(H2(Gg,Fp) + HZ(G,!Fp)) L) (%)*, 
o& G = G a l ( k / k ) .  

Proof .  On applique le ThCorkme 4.7 avec C' Cgal a l'ensemble des places finies dc 
k, et S' = 0 pour p = 2, ou S' = pl;:, pour p # 2 (pour V I P ,  n: = 00); dans ce cas, 0 1  
a ZA:lM, C U:, fl ,?kp. 11 suffit alors de noter que griice au thCorBme de GRUNWALI 
([AT], Chapitre 10, $1, Theorkme l),  on a 

AS, = k X p .  c 

Corollary 4.9. Situation mod6rCe. Si k$ d b i g n e  la p - extension maximale de k 
T - ramifide moddre'e, S - ddcompose'e, alors on a la su jec t i on  fl? suivante 

+ (ker(H2(G&Fp) -+ H2(g,!Fp)))*, 
k x p  
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i r r i  A:, = {x E k X , ( x )  = Q P Q s o r x  E kCP Vv E T ,  x > 0 en dehors de S,}, et oli 
(:; = G a l ( k $ / k ) .  

d ./1. Localisation 

h n s  ce paragraphe, on prend c‘ = plk ,o ,  S‘ = 0 si p = 2, ou S‘ = pli;m si p # 2. 
~ i o r s ,  kz: est egal a k, et 71: = 00 pour les places v divisant p .  

On rappelle que C est un ensemble fini de places finies de k, C = T u Tpl et que S 
or;!, un ensemble fini de places quelconques, avec S n C = 0. 

Pour une place v de p h ,  G,, dCsignera le p -  groupe de Galois absolu de k, ,  i. e., G, 
(+fit, le groupe de Galois sur k ,  de la p-extension maximale de k,. Notons par P2(k ,  Fp) 
I ‘I~omomorphisme canonique suivant: 

P2(k,Fp) : H2(E,Fp) + @ H2(Gw,Fp). 
U E P l k  

0 1 1  sait que P 2 ( k ,  IFp) est injectif, et que de plus si k contient pp, alors cette injection 
Icste encore valable si l’on effectue la Somme sur plk \ {vo} ,  pour toute place vo de plk 
( [ K l ] ,  511, Propositions 11.1 et 11.2). 

Considerons le court diagramme suivant: 

H2(GZ,Fp) 2 H2(~@),IFp) 

8s: I J P 2 ( W P )  

oil 8; = P2(k ,FP)o in f .  

il alors le lemme suivant: 
Si l’on regarde la projection de l’image de 0s sur le facteur correspondant tr u,  on 

Lemma 4.10. Pour toute place v finae n’appartenant pas d C, et pour toute place 

Proof .  Soit, 21 E p l k ;  il faut remarquer que l’on a le diagramme commutatif suivant 

in j H2(G;,Fp) ----t H2(E,Fp) 

3. res J res 

H 2  (Ow ( k g / k )  , Fp) 3 H2 (G, , Fp) 

ou D w ( k : , F p )  est le groupe de decomposition dans k g / k  d’une place quelconque w 
11e k i  au-dessus de v (on doit voir ce diagramme comme &ant un diagramme de 
limites). 
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On peut immhdiatement noter que pour tu E plk. , wlv, v E S, le groupe D, ( k g / k ,  F,, 

Pour v E plk.0, v $! c, l’homomorphisme 
est trivial. 

H 2  (D, ( W k )  , F,) % H 2  (GI, Fp) 

se dkcompose de la faqon suivante 

H2(D,(k~/k),Fp) 2 H2(Gal(k,”’/k,),F,) 2 H 2 p v l F p )  , 

oh k,”’ est la p-extension maximale de k,, non-ramifit%. Or on sait qut. 
0 Gal(k,”‘/k,) = Z,. Ainsi H2(Gal(k,”’/k,), F,) est trivial. 

Notons par B(C,  S) l’ensemble de places de k suivant 

m, S) = C u Pli:m \ so0 ’ 

m, S) = B(C,  S) \ {vo) ’ 
et par B(c, S) 

oh vo est une place quelconque de B(C,  S). 
On a alors la proposition suivante: 

Proposition 4.11. On a I’dgalitC suivante 

ker H2(G&Fp) 3 @ H 2 ( ~ , , , F , )  = ker (H2(GglFp) ‘2/ H2(G,Fp)), ( vEB(C,S)  1 
De plus si k contient p,, alors on peut emplacer B ( C ,  S) par B(C, S). 

5 .  Cas particulier: pp C Ic 

Dans cette partie, on va supposer que k contient p,. 
Pour T et S quelconques, rappelons tout d’abord la dbfinition du groupe d(8: 

S-classes de rayon rn, not6 I A ; , ~ :  

oh m = nvET v, oh Ik,T est l’ensemble des id6aux de k 6tranger A T ,  et oh 

p:; = {(z), 2 E k X ,  z 1 (m) ,  2 > 0 en dehors de Sm) 

On va alors appliquer le Corollaire 4.8 A la situation suivante: 
(i) S est un ensemble fini de places de k, et on pose rno = nvEso v ;  

(ii) C (C = T u T,) contient l’ensemble des places de k au -dessus de p ;  
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( i i i )  C est tel que 

PG:, \sac Aiiisi, ici dk,mo est le groupe de Galois sur k de l’extension abklienne maximale 
k ,  SO -ramifike, pl;& \ S, -dCcomposQ ([MI, Chapitre 1, Proposition 1.1.2). 

Ddfinition 5.1. On dit que C est assez gros s’il vkrifie (ii) et (iii). 

Enoncons alors le resultat principal de ce paragraphe. 

Proposi t ion 5 .2 .  Sous les conditions prdcddentes, on a: 

= k x p .  

Tout d’abord deux lemmes. 

Lemma 5.3.  Pour x E A L ,  l’extension L = k ( x ’ / P ) / k  est non-ramifide pour les 
places finies en dehors de SO et est C U plh:, \ S, - de‘composde. 

Proof .  On peut noter que l’extension L / k  est cyclique de degrk diviseur de p ,  et que 
clue la ramification en So est modkrCe. Par la t hh r i e  de KUMMER, seules les places 
1 1 1 1  -dessus de ( p x )  peuvent Btre ramifiks. Par hypothbe, (x) = Q P Q a ,  i.e., pour 
iiI(z)’ 21 ne divisant pas p ,  v 4 So, on a v ( x )  0 (p), ainsi wlzl ne se ramifie pas dans 
l , / k ;  pour V I P ,  on a x E k t p ,  ainsi L / k  est non ramifibe en w ( v .  En fait, on peut 
iioter que les places au-dessus de p sont totalement dkcomposkes dans L l k ;  il en est 

m&me pour les places de T. Pour p = 2, en notant que x est positif en dehors de 
0 

Soit B un idCal de Ik,So (i.e., ktranger a SO); on sait par hypothese que B peut 

SW, il vient immkdiatement que L l k  est pl::, \ S, - dkcomposCe. 

r;’Ccrire sous la forme 
B = (a) n v o w ,  

UEC 

+Pl;T,\Scc - 
oil o E kmo - { x  E k X ,  z 1 (m), x > 0 en dehors de pZ;&\S,}. 

O n  en dCduit le lemme suivant: 

Lemma 5.4. Soient x E ALJ et L = k ( x l / P ) ;  alors pour tout B E Ik,So, 

B = (a )NL/kD,  

, et E I L , S ~ .  +PG.T- \Sm ori N E kmo 

P r o o f  of Proposition 5 .2 .  Soit x E Ah, L = k ( x l / P ) ;  on va montrer que G a l ( L / k )  
tvil, trivial, ainsi il viendra que A 5  = k x p .  

Par le Lemme 5.3, nous savons que L est inclus dans i, ou k dCsigne l’extension 
iildlienne maximale de k ,  So - ramifiCe modCrQ, plh& \ S, - dCcompos6e. Alors, paI 
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I’isomorphisme du corps de classes et avec (5.1), 

) .  Par le Lemme 5.4, on en dCduit donc 1 

On peut alors Cnoncer le Theoreme 5.5 qui est une consequence immediate de 1 

pl’:m‘sm = {(a), a E k,, +pl;:, \sea 
‘k,rno 

trivialit6 de Ga.l(L/k). r 

Proposition 5.2. 

Theorem 5.5. Soient p un nombre premier, et k un corps de nombres contenar 

Soient 5’ un ensemble fini de places de k et C un ensemble fini de places finies de k 
P P .  

supposons C assez gros. Alors on a l’injection 

H2 (G, Fp) 9 H2 (G FP) 7 

ou G$ = Gal(kz/k), k$ &ant la p - eztension mazimale de k, C -mmifite, S 
dtco mpos t e  . 

Corollary 5.6. Si C est assez p s  (non nkcessairement fin;), alors on a l’injectio 

HZ(G&Fp) 9 @ H 2 ( W k ; / k ) J p ) .  
.EB(E.S) 

wlv*=q 

6. Situation moddrde 

Dans cette partie, on se place dans la situation oij la ramification at mod&( 
(Tp = 0) ; on suppose que la p- extension maximale L (= k;) de k, T - ramifii 
moder&, S-decompos&, est finie. On rappelle que E{ ,  dbigne le groupe des S 
unites de k congrues 

Eks,, = kXnU{,, 

1 modulo m, c’est-a-dire 

OU 

VET vES v ~ S U T  

s On supposera alors que p # 2 ,  ou bien que ECm = Ej!,,, avec 3 = 5’ U pl;:,; Ek,, 
est donc Cgal ici au groupe des So -unit& de k au sens ordinaire, congrues a 1 modul 
m. 

Notons par 12 le groupe de nombres suivant: 

‘2 = {z E kzsm, (2) = QPQso}, 

oij kkSm = {z E k x ,  z 3 1 (m),  z > 0 en dehors de S,}. 
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l j , l .  Lien entre L; et cI;,+b], et entre LL et A; 

It;ippelons que si cl:., est le groupe des S-classes de k de rayon m, alors ~l:,~[p] 
IWI i ~ l u i  de ces classes qui sont tukes par p; E:,, = L x  nu&,, (U;,,, est dCfini sur le 
t i i ~ ~ l d r  de Uz,m, cf. Paragraphe 3.3). 

l'roposition 6.1. 
1 1 )  On a la suite exacte 

([MI, Chapitres 3 et 4, Propositions 3.3.1, 4.4.1 et 4.4.2.) 

I ) )  On a la suite ezacte 

oii h:, est dkjini comme suit: pour x de L; ,  (x) = QPQs,,, on pose 

~ Z ( X )  = d;Tm (Q) . 
c )  On a 1 'isomorphisme suivant 

( I ,  2. Theorbme principal 

On peut maintenant Cnoncer le rCsultat principal. 

Theorem 6.2. Soaent p un nombre premier, et k un corps de nombres. 
Soient T un ensemble fini de places finies de k ,  et S un ensemble fini de places de 

On pose B ( T , S )  = T U pl&,\S,, et l?(T,S) = B(T,S) ,  priud d'une place quel- 

Notons L la p - extension maximale de k ,  T - ramifide modkrde, S - ddcomposke, e t  

A ( S  = so u S,). 

r-onque. 

6'::: le groupe G a l ( L / k ) .  

1 , lk  finie. 
Alors, si 

Supposons p # 2, ou bien E:,m = E k , m ,  s avec 9 = SUpl&, et supposons kgalement 

+ @ H2pv,lFp) = H2(G$,IFp), 
vE B (T ,S )  

on a 
N (H2(G$,Fp))*. 

kXPNL/kE;,m 
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Si de plus k contient pp, alors on peut remplacer B(T,S)  par B ( T , S ) .  

Proof.  Avec les points a et b de la Proposition 6.1, on a 

Rappelons ensuite que par le Corollaire 4.9, on a la surjection 

de plus cette surjection est induite par le symbole gBnCralis6 d6fini comme suit (ThBorei 
4.4) 

Ainsi, a x de A;, on associe un idble x' de Utm (Proposition 4.6), et on a 

= bf /k ,T(")  ; 

en particulier, pour x de NL/kE2,m,  l'idble associ6 peut dtre z hi-mbme, et ainsi pal 
le Corollaire 3.7 

n$(NL/kE;,m) = b f / k , T  ( N L / k E ; , m )  = . 

On peut ahsi factoriser 0; par NLIkEi,,. 

H2 (Gg, FP) , on a la surjection 
Par la Proposition 4.11, par hypothbe, avec (6.2), et en notant que (H2(G$ ,  Fp))* = 

avec (6.1) on conclut alors facilement. c 

Corollary 6.3. Soient p un nombre premier, et k un corps de nombres contenari 
PP. 

On prend S = &em, et T = { v o } ,  avec uo place quelconque de plk ,o  (non au 
dessus de p). Notons par L la p -extension maximale de k,  T -mmifiCe et non 
complmfie'e, et par G le p u p e  de Galois Gal(L/k) .  Supposons L l k  finie. Alors o 
a l'isomorphisme suivant: 
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i ~ i i  A:, = {x E k x ,  (x) = QP, x E k ~ o p } ,  et ou EFk est le sous-groupe des unit& de 
I #  (LIL sens ordinaire, congmes a 1 modulo m = nw,vET w .  

Corollary 6.4. Soit SO un ensemble fini de places finies de k ,  S = So upl;;,,; 
nripposons que la p - extension maximale L de k ,  SO - dtcomposde et non  - complexifite, 
c v t  finie; G = Gal(L/k). 

Alors on  a 1 'isomorphisme suivant: 

AS 

oil As = {x E k X ,  (2) = QPQs,}, et ou E; est le p u p e  des SO -unite's de L au sens 
ordinaire. 

Lorsque SO est vide, L est la p-extension mazimale de k, non-ramifie'e et non-  
et 

li2(G,Fp), ou EYd est le groupe des unitb de L au sens ordinaire et oti A = 

iwmplexifie'e; on obtient alors l'en'stence d'un isomorphisme entre k X  P N L , k E y d  A 

{x E k X ,  (2) = ep}. 
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