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Introduction

Soient k un corps de nombres et deux ensembles finis disjoints T et S de places
de k, non archimédiennes pour T et quelconques pour S (S = So U So); ka
désignera I’extension abélienne maximale de k, T-ramifiée modérée et S-décomposée.
En prenant T vide et S égal a ’ensemble des places réelles de k, kf’:T, que l'on
peut noter k¢"¢, correspond au corps de Hilbert de k& [Kol, th. 2.2]; on sait que
dans ce cas le groupe de Galois de k"¢ /k s’identifie au groupe des classes au sens
Ir¢ capitule dans Cl,‘z;,fd [Kol, chapitre 2, §2, th.

2.18]. En remarquant que Gal(k{;/k) s’identifie au groupe clf,, des S-classes de

ordinaire de k, noté clg?, et que c

rayon m = J[ v (cf .§1), il est naturel de s’intéresser & la capitulation de cli m
veT
dans cl}q{(ﬁzm que l'on notera par abus clf,, ou K = kfr, m(K) = I w,
weT(K)

S(K) = {w € plg, w|v, v € S}, et ou T(K) = {w € plk, wlv, v € S} (cf. §3) et,

de maniere plus générale, au noyau de ’application
.S . S s
IK/km clgm — g m

définie & partir d’une extension K/k galoisienne finie, T-ramifiée modérée de groupe
de Galois G' (cf. §2). On peut se référer a un travail de Jaulent [Jal, §3 , corollaire
14] qui donne une version du théoréeme 94 de Hilbert pour les corps de rayons; [Jal]
contient de plus une bonne bibliographie concernant le probléme de la capitulation.
Iwasawa [Iw], pour T vide et S égal a I’ensemble des places réelles de k, puis
Matsumura [Mat], pour 7' quelconque et .S égal aussi a ’ensemble des places réelles
de k, se sont intéressés de plus a I'image de jIS(/k’m ; en reprenant leur méthode, on va

montrer que le quotient (Cl}g(,m)G /3K /km(cli ) s'injecte dans le groupe cohomologique
H*(G, Ef,,), ol Ef; , est le groupe des S-unités congrues a 1 modulo m, ceci lorsque
K/k est galoisienne finie, T-ramifiée modérée, et de plus, on aura une majoration

H*(G, E3
SI c,-g 5 K'm)ls (cf. §4, théoreme 4.1).
|(cl% )" 138 /km (€lR )]




Dans une cinquiéme partie nous étudierons le cas particulier ou K/k est cyclique, T-
ramifiée modérée ; nous verrons alors que la majoration du théoreme 4.1 est optimale,
i.e on montrera que

I 5

|H2(G’ Els{,m)l __ vESpUpli, o0
(el ) 8 (b ) fo

f, étant le degré résiduel de v dans K/k, et f = ppem{f,,v € So U pl,co}-

Mais avant de développer ces points, on peut faire quelques remarques sur les
notations que ’on est amené & utiliser puis sur 1’extension abélienne maximale T-
ramifiée modérée et S-décomposée d’un corps de nombres k.

1 Notations - Remarques

Pour un corps de nombres k, on notera pl; 1’ensemble des places de ce corps; pli
est la réunion de ’ensemble des places finies, plio, et de celui des places infinies,
Pl ; dans ce dernier, on peut distinguer le sous-ensemble des places réelles, pli°_,
de celui des places complexes plf . ’
Si v désigne un élément de pli, on notera également par v la valuation associée a la
place v; pour = € k*, v(z) peut avoir trois significations:

o v € plio: v(z) est la v-valuation normalisée de z,

o v € plit :sio,(z) > 0 (on dira que z est positif en v), alors v(z) = 0 sinon
v(z) = 1, ol o, est le plongement associé a la place v,

e v €pli :v(z)=0.

Pour v € plio, on confondra v avec I'idéal premier qui lui correspond; pour un
élément v de pli, k, désignera le complété de £ muni de la norme | |, ; en ce qui
concerne les unités locales elles sont définies naturellement, a savoir par U, = {z €
kX,v(z) = 0} ; en particulier pour v € pli°_, on trouve k, = IR et Uy, = R* *:on
désignera par U, le groupe des unités locales principales.

Pour K, extension galoisienne finie de k, et pour v, place de k, nous noterons par w
une place de K au-dessus de v, w|v; alors si K, désigne le complété de K en w, on
sait que K, /k, est une extension galoisienne finie de groupe de Galois le groupe de
décomposition de w dans K/k, groupe que 1’on notera D,,(K/k) ou encore D,(K/k);
I,(K/k), noté aussi I,(K/k), désignera le groupe d’inertie de w dans K/k. Dans le
cas archimédien, par définition I,, est toujours trivial ; une place infinie se décompose
ou bien reste inerte et dans ce cas on parle de complexification, notion introduite

par Jaulent [Ja2].

a) Groupes de nombres.



On prend pour T et S deux ensembles disjoints de places de k, T' C pli0, S = SoUSw
avec So C plko et Seo C pli,co; & T on associe le module m de k suivant :

m = ][ v.

On notera alors:

kr = {z € k*, (z,T) =1}

k¥ = {z € kr, v(z) =0 Vv € plroo}

kfSe={xek*/z=1(m)etv(z) =0 Vv € plio\Sw},
={zek*/z=1(m)etv(z)=0VYv€ pli},

E} ={z €k} 5/ v(z)=0Vv€ plo\So},

Eirt = {z € k*/ v(z) = 0 Vv € plio},

E, = {z € k*/ v(z) =0 Vv € pli},

(So) = {2s, }

(So) est le sous-groupe de I; construit a partir des idéaux de S;.

b) Groupes d’idéaux.
I, désignera le groupe des idéaux non nuls de k; on rappelle alors que les idéaux
premiers de k correspondent a pli,. On notera alors:

Py ={(z), z € k*},
Pt ={(z), ¢ € ¥},
Pkm ={(z), z €k},
={(2), ¢ € k, ™},
PkT ={(2), (z,T) =1},
Lir={Q€I, (Q,T) =1}

¢) Groupes d’idéles.

Jx désigne le groupe des ideles de k, j,:m le sous-groupe des idéles de k dont la
v-composante appartient & U}, pour tout v de T' U pl oo-

Z/lks:m désignera le produit suivant:

MU, & I Uk C e

veT vES vgSuT

d) Ordre de cl},,



Notons par R}, le rayon P, S (So) et définissons alors clf, comme étant le quotient
Iez/Rg,, ; on peut remarquer que cly s’identifie aussi A clkm/cl,c m{(S), ou clgm =
Ik,T/Pk,m et clim(Seo) = (clpm(ay,)) avec a® € ktv.

On a la formule classique suivante:

Proposition 1.1:

(N —1)
g P oA —
|C k,ml |Ck| (EicgElf,m)’

A \ ’ . . \ k
ou Nv correspond a P'ordre du corps résiduel en v, i.e. a |—(71"—|
k

De maniere plus générale:
Proposition 1.2: Sim = [J,erv™, ny 2 1,

TT (Nv = 1).(Nv)™~*

el = lelf]. 25
‘ k, | kl (E;?Ef,m)

Remarque 1.1:

Soit p un nombre premier ; si l’on s’intéresse a la p-partie de cl,‘im (m = H v), pour
veT
qu’une place joue un rédle il faut que Nv soit congru a 1 modulo p.

e) p-rang de cl

On se fixe k, on omet k dans les notations, on suppose que So, C pli°,, et de plus
que Nv =1 ( )pour v € T.

i) On part de la suite exacte

] Pgrd(S, )IT It It .y
p£m<5 )I RS IrP p;rd(S())ITp ’
. Ir : . Ir . cl®
ol ————anITp est isomorphe a (5P Pre(So)ir? isomorphe a e ls)p, S = So U plis,,

et ol cl° correspond i I’extension abélienne maximale de k non ramifiée, non
complexifiée et Sy-décomposée.
Cette suite exacte devient:

Pgrd R cls R cl’
P3Sw (Se)Ir? N Pyré (cIS)? (cl3)

1 —

5 — L.

ii) Identification de Pg¢/PS=(So)Ir? N Pgre:



Notons par cl® [p] 'ensemble des éléments de cl® annulé par p; ceci forme un IF,-
espace vectoriel de dimension d égal au p-rang de cl®. Soit hy,. .., hq une IF;-base de
cet espace; pour h;, il existe un idéal Q; tel que cl5(Q;) = hy, i.e. il existe oy € kX
tel que @, = () Qs,,i avec Qg, i € (So).

En prenant (Q;,T) = 1, on s’assure que («;,T) = 1; notons alors:

ASo = E§<al, .o .,ad>Fp s

et U3 I"homomorphisme naturel suivant :

Uy« by [kEP RS> — PR [ Poe(So)Ir” N PR,

U5 est bien défini et est naturellement surjectif; évaluons ker S

pour z € kr (i.e (z,T) = 1), supposons que ¥3 (z) = 1; alors (z) = QPQs,(a) avec
a € k}S=. Q€ Iy et Qg, € (So); par conséquent cI3(Q) = 1, i.e. cI5(Q) € cl®[p),
plus précisément :

c*(Q) =TT A ;

1

ainsi QF = [T; (Qi)° oi.(bp).Q:go avec b € kr et Qg € (So), d’oll

(2) = [1(e)".(¥").(a). Qs,> Qs, € (S0) 5

i
I’idéal Q:;o pest principal et est engendré par une Sp-unité au sens ordinaire, alors
r € Ag, k3T k1S~ ie.

pep S = AsokT R
m k;pk;ts‘”
On obtient alors la suite exacte:
Ag kX kTS kX s Perd
1 —> 00T tm — T T — .
3Pkt Se EXPkteo P (So)I7P N Pyrd ’

de plus cette suite exacte est une suite de IF,-espaces vectoriels, ainsi il vient:

) k3 A
s _ S _T | _ %o
dycly, = dyel? + dy (k;%;;w) “ (kkm nASO)'

iii) Construction de 03 :

k} Fy R>
s . T v .
0% e — I 11 ()

veT ~ v vEplzfoo

e Injectivité: prenons z dans ker®3 ; pour v € T, il existe a, dans U}, et b, dans
Uy, tels que z = a,.b,*, i.e z = b,” (v); par le lemme chinois [La, chapitre 1, §4,
page 11], il existe b dans £* tel que:



z =8 (m), i.e z = ab’ aveca =1 (m).

Pour v € pli,oo\Seo €6 p # 2, par le théoréme d’approximation [Kol, chapitre 1, §4,
théoreme 1.68, page 48], on peut toujours trouver by dans kr, b =1 (m) et tel que
v(abo) = 0 pour v € pli,\Seo ; 0N aura alors

P
r = (abgp) <£—) 3 lLezx € k’,-:ook;P

0

Sip=2,alors de z = ab* et de ©5(z) =1,onaz € kteokx?,
e Surjectivité: elle provient du lemme chinois.

. kX Fx R
Ainsi d,, (Wi::;) = de (F’”’) +d, Z dp (W)

veT 'uEpl;fm

iv) Interprétation de As,/As, N kp k}5
on utilise de nouveau I’homomorphisme ©5 défini précédemment :

. A oS FX R*
s . S v .
o e o IL(as) L (79)

veT vEpl,’cfoo

O3 est injective, ainsi on a I'isomorphisme de IF,-espaces vectoriels suivant :

As,

Ay NkRTRLS= O (4s,).

Théoréme 1.1: Formule du p-rang de cl,‘im.
Soit clg . le quotient Iy /R ., ot R}, désigne le rayon P=(So) ; alors

dyelf = dyelf + |T| + 62 |{v € Pl \Seo}| - dp (05:(As:)) »

ol 62 = 1 si p = 2, 0 sinon, et ot 05 (As,) est I'image diagonale de Ag, =

i} EX R*
E,f(al,...,ad)pp dans H <F"”) H (Rx”)'

veT v vEpls

Corollaire 1.1:
Par une démarche analogue, on peut évaluer |cl3,.| en fonction de |cl3|, ou S =

SoUplgoo; ona:
H (Nv — 1)_2I{p1£f°°\soo}l

|l | = |elg]- 25 _
(Ef : ES.,.)




f) L’extension abélienne maximale de k, T-ramifiée modérée, S-décomposée.

On rappelle qu'une extension K/k est dite T-ramifiée modérée si:

i) K/k est non ramifiée en tout w|v, v € pleo\T';

ii) indice de ramification de w|v dans K/k, v € T est étranger a la caractéristique
du corps résiduel F, (on peut se référer a [Sel] ou [Fr]).

En prenant T vide et S vide, on trouve clg, le groupe des classes au sens restreint,
groupe qui correspond & ’extension abélienne maximale de k non ramifiée aux places
finies; pour T vide et S égal & ensemble des places réelles de k, on obtient c/2™ le
groupe des classes au sens ordinaire qui correspond a I’extension abélienne maximale
de k non ramifiée aux places finies et décomposée a toutes les places infinies. De
maniere générale, dés que T est vide, on peut remarquer que cl,‘i . S'identifie a
I’extension abélienne maximale de k& S-décomposée; on supposera alors pour les
lemmes 1.1, 1.2, et 1.3 que T est non vide.

Lemme 1.1: Soit k{1 le corps de rayon R}, = o (So), m = [] v; alors k{1 /k
veT
est T-ramifiée modérée, S-décomposée.

Démonstration :
Il est clair que k{7 /k est T-ramifiée et S-décomposée. Notons par k(m) le corps de
rayon m et par k(myg) celui de rayon mg = H v, pour vy € T quelconque; kf,T

v€T\vo
est la sous-extension maximale de k(m), S-décomposée.
Le groupe de Galois de k(m)/k(my) est engendré par le groupe d’inertie de vy dans

k(m)/k; ainsi ey, (k(m)/k) = |Gal (k(m)/k(mo)) | = (EéVUO:—Ei ik ey, (k(m)/k)

désignant I'indice de ramification de vo dans k(m)/k.
Ainsi, ey, (ka/k) est étranger a Nvg. O

Soit F' une extension abélienne T-ramifiée modérée, S-décomposée de k contenant

strictement kﬁT; alors il existe un module M = H v*,a, > 1,telque k C F C
veT

On a alors le schéma (1) suivant :



ol ki = F N k(m)

Scindons T en sous-ensembles T, ou T, = {v € T, car F, = q }, q parcourant les

nombres premiers; T' = UTq, M= H H v,
q 9 veT,
Il vient alors le schéma suivant pour qo fixé:

I«

k(M()) 9#490 k(M)

@ ou My = H v, H v,

'UEqu 'UETquo
. et Mg = H v. H v
k(m) k(Mo) v€Tyy  veT|Ty,

Lemme 1.2: .
Le groupe Gal (k(M)/k(Mo)) est engendré par un sous-groupe de (I, (k(M)/k))ver,, ;

il est d’ordre une puissance de qq.

Démonstration:
on considere le schéma suivant :
k(Mo) k(M)
L L . N
ou L est le corps fixe par les groupes d’inerties
I, (k(M)/k), v € Ty et L' = LN Kk(My);
ainsi le conducteur de L divise H v,
v€T\ Ty,
k ielL=L".0



Lemme 1.3:

Le groupe Gal (k(M)/k(m)) est engendré par un sous-groupe de (I, (k(m)/k))ver,,
g € IN, d’ordre une puissance de q; plus précisémment, il existe ¢ € IN, v € Ty tels
que e, (k(M)/k(m)) soit d’ordre une puissance de q.

Ceci est immédiat par le lemme 1.2.

Proposition 1.3:
kf r est Pextension abélienne maximale de k, T-ramifiée modérée, S-décomposée.

Démonstration:

On suppose T non vide.

Reprenons le schéma (1) avec F' contenant strictement & ; par le lemme 1.3, il
existe q, v € T, et I} (k(M)/k) sous-groupe de I, (k(M)/k) d’ordre une puissance
de ¢ tel que

I (k(M)/F)
> 1 ou H = Gal(k(M ;
ce quotient s’identifie & un sous-groupe de I, (N/k) d’ordre une puissance de q. Par
transitivité de 'indice de ramification puis par le lemme 1.1, on obtient la proposition
1.2.0

Remarque 1.2:

Si I’on note par induction k), ;- Pextension abélienne maximale de ki1, Tiramifiée
modérée, Si-décomposée (i > 1), ot T; = {w € plj, T, wlv, vE€ T} et S; ={w €
plSiT, wlv, v € S}, on définit une suite de corps k et ainsi la T-S tour de k,
notée k%, vae comme réunion des k, T; pour p premler kT( ) désigne la p-extension
max1male de k contenue dans k$ ; on peut également noter que kf(p)/k est la p-
extension maximale de k, T-ramifiée modérée et S-décomposée.

L’inégalité
dpcl;im >2+ 2\/dpE;§m +1, ol S=SoUpl,,

implique que k a une p-T-S tour infinie, i.e que extension k7 (p)/k est infinie [Mai].

Remarque 1.3: Sur le déploiement de &} r/k.
On prend un ensemble fini 7" de places finies de E,T'cT, T'nS =0.
1l est clair que le groupe de Galois de k¢ 7/kf 1 est engendré par les groupes d’inertie

Nv -1
des places v de T\T" dans k{y/k; pour v € T\T", I, (ka/k)l = -(—ETQLESW’
k2t Skm

ceci par la proposition 1.1.
Ainsi Pextension k7 /k; 1/ est déployée, i.e

Gal (kl 1 T‘) @ L (k 1 T’)

veT|T!
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si et seulement si

(E,‘zm,:E,im): H (E,f%Efm)

veT|T’

Pour k=@, S =0, T' = (), on retrouve la décomposition de @(m), m = H v.
veT

g) Une suite exacte liant cl},, a4 des quotients d’idéles.

Proposition 1.4:
Nous avons la suite exacte:

ou Ck= sz

On peut rapprocher cette suite exacte de celle apparaissant dans [Mat).

Démonstration :

e Définition de ¢3 :
pour z € Ji et par le théoréme d’approximation, il existe a € k* tel que j = za €
j,::m; on pose alors

oS(z)= ]] v"9) modulo R;.. .

m
vEplk,0

L’indépendance du choix de j provient du fait que ¢5,(k*) = 1 modulo R},
e Recherche de kerd? :

¢m(2) = 1 mod Ry,
= [I v"™=()Qs

vEpl0

avec z dans k}5= et Qg, dans (So); par conséquent Le Z/{,fm et z € US kFS=kX.
z 1

De plus, en remarquant que ¢J, (U,fymk)f”kx) =1 mod R3 ,, on en déduit:

S 1.8 L.X S
_ Uk,mkm k _ uk,m

= .0
k* E; .

kerd?

10



2 Etude de kerj}g(/k,m.

Dorénavant, on considére K/k une extension galoisienne finie T-ramifiée modérée,
de groupe de galois G; S et T désignant des ensembles de places de k, on peut
étendre ces ensembles & K en S(K) = {w € plg, wlv, v € S} et T(K) = {w €
pli, wlv, v € T}; on peut alors définir m(K) = [] w, comme module de K et
weT(K)

. S(K)
ainsi clg k-
Par abus on notera S(K) par S, T(K) par T, m(K) par m et clf((j‘;}K) par clf ..
L’application j15</k,m est définie comme suit:

cl,f,m — cl,s(,m
el m(Q) — el ,, (Q0K)

QO étant I'idéal Q étendu a I’anneau des entiers de K.

Lemme 2.1: Théoréme 90 de Hilbert avec module.
Sous les hypothéses précédentes, pour tout cocycle f de Z'(G, E'Is(m), il existe b
élément de K} 5> tel que

VYo € G, flo)=b"".

Pour T vide, on retrouve le théoréme 90 de Hilbert, ainsi pour la démonstration on
peut supposer que T est non vide.

Démonstration :
Par le théoreme 90 de Hilbert, H'(G, K*) =1 [Gru, §2.7, proposition 3, page 124];
ainsi pour tout cocycle de G dans K*, il existe b de K tel que

Vo € G, f(o)=b"".

L’élément b est défini par la résolvante de Hilbert comme suit :

b= f(o).c’, avecce€ K* tel que b soit non nul [Gru, §2.7, page 124].
c€G

L’extension étant T-ramifiée modérée, on peut trouver un élément ¢ appartenant
a K* tel que trgse =1 (m) [Fr, §5, théoréme 2, page 21, try/; désignant la
trace dans l’extension K/k; par le théoréme d’approximation, on peut choisir c
dans Kt 5= et par conséquent, trg;xc € K 5=.0

11



Lemme 2.2:
ktSe C kXN K}5<; on a I’égalité si K/k ne complexifie aucune place en dehors de

Seo-

Démonstration :
Il est clair que k}S< est inclus dans k* N K}5<. Pour ¢ € k* N K}5< et pour
w € plg,oo\Sew, alors w(z) = 0; ainsi si w est réelle, alors pour toute place v

de pli0o, w|v, nous avons o,(z) = o,(z) > 0, i.e v(z) = 0; par contre si w est
complexe, 'information w(z) = 0 est vide.

Ainsi si K/k ne complexifie aucune place en dehors de S, I’égalité est immédiate.
a

On peut alors énoncer le premier résultat de cette partie.

Proposition 2.1:
Soit K[k une extension galoisienne finie, T-ramifiée modérée, pli « \ Seo-décomposée ;
soit G = Gal(K k), alors on a I'isomorphisme suivant :

kerjpem ~ H'(G,ER,,) -

En particulier si 'extension K /k est cyclique, alors kerjﬁ,/k,m s’identifie a Els(*m (Eﬁ,m)l—a,
oi G = (o) et Ex', = {x € E ./ Nxkpz = 1}.
Démonstration:
¢ Construction de I’homomorphisme:
Soit l’application ®% /.. : kerjg/, — H'(G,Eg,,) défini comme suit:
pour Q € Iy tel que clf . (Q) =1, on peut écrire

QO0k = (a)vSw
ou o € K15 et Vg, est un Sp-idéal de K ; en particulier, ol est un élément de
E}?m, quelque soit o appartenant a G.
Si QO s’écrit également (a'Vg, ), alors on en déduit 'existence de € € Ef ., tel que
al™? = e!=7a/1~?, Yo € G; en remarquant que I’application qui & o associe £!77 est
un cobord dans HY(G, E§,), on peut définir &%, -

O jem ¢ Clim(Q) € keriipm — f€Z'(G,Ef,,) mod B'(G, Ex )
(QOk) = (a)Vs, f:0€eEG@—a7,

e Injectivité de ‘I)f{/kym :
Soit clf . (Q) € kerjg . tel que % /km (clf,m(Q)) =1 dans H(G, E} ,,); alors il
existe e € By, tel que ®%, (clﬁm(Q)) =(f: 0=, lea" =77, Vo€
G. Ainsi e/a € kX N K}S= i.e d’aprés le lemme 2.2 ,e/a € k5.

12



En écrivant QOk(e/a) = Vs,(€), on en déduit que Vs, (¢) est un Sp-idéal de K,
stable par G'; I’extension étant non ramifiée en Sp, alors Vs, (¢) est un Se-idéal de
kyiecl, (Q)=1.

e Surjectivité:
Soit f € Z'(G, Ef,,) alors par le lemme 2.1, il existe b € K5 tel que f(o) =
b1=7, Vo € G.
L’idéal (b) peut sécrire VVs, avec V étranger a So et Vs, un So-idéal de K'; (b)'~7
étant un Sp-idéal de K, alors V=7 = (1) Vo € G; finalement il suffit de remarquer
que V est un idéal étranger a T, ainsi I'extension étant T-ramifiée, alors V est
I’étendu d’un idéal Q de Iy 1.
On a alors %y (cl,‘im(Q)) = f mod B (G, E% ). O

En prenant T vide et S égal & tous les plongements réels, on retrouve le résultat
d’Iwasawa [Iw] & savoir:
Si K/k est une extension galoisienne finie non ramifiée pour les idéaux alors

cord

kerji/y =~ HY (G, EZY).

On peut élargir la situation de la proposition 2.1 en prenant une extension K/k,
T-ramifiée modérée mais pas forcément pl o, \ Seo-décomposée. Avant de développer
ce point, pour une extension galoisienne finie K/k, nous noterons par v ’ensemble
des places réelles de k qui se complexifient dans K/k et par 4 = 7 N pli 00\ Seo. On
peut résumer la situation:

Plko = Soo UF U A, réunion disjointe .

On peut remarquer que les places de A se décomposent totalement dans K/k, puis
que SUy=S5U#.
On a alors le résultat principal suivant:

Théoréme 2.1:

Soit K/k une extension galoisienne finie, T-ramifiée modérée de groupe de Galois
G et soit 4 ’ensemble des places réelles de k qui ne sont pas dans S, et qui se
complexifient dans K /k.

On a alors la suite exacte:

s
1—T — kerj}z»/k‘m EQ HI(G) E}Sé,m) — ]"

\ Cﬁl . EStJn’y
oul ~ W et Sgn (E/‘CS:L:"’Y) = El:é:

Remarques 2.1:

] : R~
i) Sgn (E,f,fn") correspond a 'image de E,if: dans [] (Bx’L)'
vEY
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ii) Sous les hypotheses de la proposition 2.1, 4 = @, ainsi ' = 1 et on retrouve la
proposition 2.1.

Démonstration:
La définition de ®° est celle de la proposition 2.1; la surjectivité est immédiate. En
ce qui concerne I’injectivité, le probléeme rencontré est le méme que celui apparaissant

dans le lemme 2.1.
Calcul de ker®? :

On rappelle que &2 (cl;f,m(Q)) =1 <= QO0k = (a/e).Vs,(¢), avec (afe) € E* N
K5, Vg Sp-idéal de K, a € K}5= et € € Ef,, ; de ceci on en déduit que (¢/a) €
kS=YY ainsi ker®s, C clf ( S°°U7(So)) ; 'inclusion réciproque étant évidente, on a
alors:

ker®® = clkm(PS“U7(50>)

PSeYy kF SeoU
SooU _ k,m ~
OI‘ Clk m ( ’Y<SO>) - Plfoo<50> 0 P];S'«,U’? - ks ESU"/

Il suffit ensuite de remarquer que:

k:; SooUy R*
———ksoo ~ ]:[ (Rx+ ) ]
m veEY

ceci par ’homomorphisme de signatures partielles.

3 Capitulation de cl _ dans cl?, m bour K = k? T

Pour T vide, S égal & I’ensemble des plongements réels, on sait que le noyau de j}’\f/‘ik
est cly? pour K = k{"™®; ceci est une conséquence immédiate du théoreme de l'idéal
principal [AT, chapitre 13, §4, théoréme 7, page 194]:

Soit G un groupe fini et H son groupe des commutateurs; alors ’homomorphisme
de transfert Vg : G* — H est nul.

On peut ainsi démontrer a ’aide de ce résultat, la proposition suivante:

Proposition 3.1:
Soit K = k{1 ; alors cli ,, capitule entiérement dans clems 1-€ kerj;f»/k,m = clf -

Démonstration :
On applique le théoréme de I'idéal principal en prenant H = cl;o’('m et — = clkm;

H
ainsi Voug clﬁm — clf\z,m est nul. Par [Sel, chapitre 7, §8, application, page
130], on conclut facilement. O

14



Remarque 3.1:
Pour p premier, si I’on note kﬁT(p) par K, alors cl,‘f’m(p) capitule entierement dans

CII‘S\",m(p)‘

Remarque 3.2:
Soit F'/k une sous-extension galoisienne de k7 1/k ; on a alors une évaluation partielle
de |ker jfl/k’ml en utilisant un résultat de Suzuki [Su]; considérons le schéma suivant :

s s s
k_l,T Fir kyr

F

k

Le résultat de Suzuki indique que [F' : k] divise 'ordre du noyau de ’homomorphisme
de transfert Vy,n : H® — N° ot H = Gal (k:_,gT/k) et N = Gal (kef,T/F);
ainsi [F : k] divise |kerjg j |-

Les travaux de Suzuki complétent ’article de Jaulent sur le probleme de la capitulation
[Jal] notamment le corollaire 11 du théoreme 10 et confirment la conjecture 4.

Remarque 3.3:

Jaulent [Jal, §3, corollaire 14, page 25] a établi un analogue du théoreme 94 de

Hilbert avec rayon (S = @) ; en particulier dans le cas modéré, le corollaire indique

que cl,‘i",‘;t capitule dans clIS(TM, ou K = ka et M = H H w, e, étant P'indice de
vET wiv

ramification de w dans K/k.

Remarque 3.4:
Soit K/k cyclique T-ramifiée modérée, S-décomposée de groupe de Galois GG ; supposons
que S contient I’ensemble des plongements réels de k, alors on sait que le quotient
de Herbrand de Ef,,, est égal a [K : k]™! [La, corollaire 2, page 192].
Par le théoreme 2.1, il vient:

[ker i um| = |H°(G, Ef)| . [K < K]IT]

En particulier, si K est égal a kﬁT, ie cl,‘f’ . est cyclique, alors

Eg . = Ng/kER o -

On peut rapprocher ce résultat a certains travaux de Lemmermeyer [Le, 1.7] et de

Schmithals [Sc].
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4 Etude du comportement des classes de cl,f,m
étendues a cly

Soit K/k une extension galoisienne finie, T-ramifiée modérée de groupe de Galois G.
On rappelle que 7 désigne ’ensemble des places réelles de k se complexifiant dans
K/k.

Proposition 4.1:
Sous ces hypothéses, on a

HYG el ) i (g B
mwGa) © 1\,

ot ¢35 est définie dans la proposition 1.3.

) — H*G,Eg,.),

On rappelle que par le lemme de Shaplro, [Ko2, §3.4], [AW, §4, proposition 2, page
9] Hi(G, [ KZ) et Hi(G, II Uk.) s’identifient respectivement & H (DwO,K ) et
wlv wlv
H (Dwo,UKwo) pour une place arbitraire wy de K au-dessus de v [Kol chapitre 2,
84, proposition 2.65, page 126]; on montre de maniere identique que H' G, H UK
wlv

s'identifie & H*(Dy,,U }<wo) pour une place arbitraire wo au-dessus de v.

Lemme 4.1: R
Pour toute place v de T, H*(G,[[Uk,) =1, Vn€ Z.

wlv

Démonstration :

Par un résultat classique de cohomologie ([Sel, chapitre IX, §5, théoreme 8, page
152]), il suffit de vérifier que H"(G, I1 Uk,) s’annule pour deux valeurs consécutives
de n. !

Fixons-nous woplv, v € T

Uk,, Peut étre vu comme limite projective des quotients Uk, [Uk >t 2 15 d'autre
part UKWG/U’+1 pour 7 > 1 s’identifie & F,, ou F,, est le groupe addltlf du corps
résiduel en wy (voir par exemple [Sel]) ; la place wo étant ramifiée modérée dans K/k
alors I:I"(Iwo, F,,) =1, Yn [AW, §6, corollaire 1, page 105]; on peut ainsi utiliser la
suite de Hochschild-Serre [AW, §5, proposition 5, page 101]; pour tout n > 1, on a
alors

D,

H™ | 2
1 — <Iw0

,(Fy )’wo) — H" Dy, Fuy) — 1 ;
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il suffit ensuite de remarquer que Vn, H" (—?ﬂ’—, (Fwo)1”0> = An (—l-l)——ui‘—’-, Fwo> =1
wo Wwo

[Gru, §2.6, corollaire, page 124].

Ainsi pour tout n > 1, H" (Duwys Fuo) = 1; par [Se2, §1, lemme 3, page 132], on
conclut que H™(Dy,, Uk, ) =1 pour tout n > 1.

On peut remarquer que dans ce cadre précis I, est cyclique. O

Lemme 4.2:
i) H*(G,Ug ) = 1 pour tout entier n impair.
ii) I:I"(G,Z/Iﬁvm) ~ JI ¢4 = ch. II Cy., ceci pour tout entier n pair,
vESgUpI;foo vESy

et ou f, est le degré résiduel de v dans K /k.

Démonstration du lemme 4.2:

On a:

ameGug,) = I A6 ITVk,)- TT ™G [T KY)- TI A6, ]] Uk.)

veT wlv veS wlv vgSuT wlv
_ frn 1 rrn X frn .
= H H (DmeKwo)' H H (Dwo’hwo)' H H (DwoaUKwo)v
veT vES vgsuT
wolv gcq wolv qcq wolv qcq

e Pour wlv, v € So, D,, est cyclique, ainsi nous avons
d’une part

N N kX
H*(Dy, K*) ~ H*(Dy,KX) > —2—— ~ D* ~

( w)H w) ( w) NKw/k,,I(:: w for
ou D2t désigne l’abélianisé de D,, et Cy, le groupe cyclique d’ordre f,,
puis d’autre part

H**(D,, KX) ~ H (D, KX) =1, ceci par le théoreme 90 de Hilbert ;

e pour w dans pl o\TUSy, ces places ne se ramifiant pas dans K/k, alors ﬁ”(Dw, Uk,) =
1 pour tout entier n [Se2, §1.2, proposition 1, page 131};
e pour w|v, v € T, par le lemme 4.1 on sait que ﬁ"(Dw,U}(w) =1, Vn;
e pour les places infinies trois situations peuvent se présenter:

. v € A (= ensemble des places décomposées dans K /k et non dans S,), alors
A™(D,,Ux,) = 1, Ywlv, Yn;

.V € Seo\Seo Ny, alors H*(Dy, K3) = 1, Yuwlv, ¥n;

v € n, alors H*(D,,KX) = H¥(D,,Ux,) = H'(D,,C*) = 1 et

R X
H2q(DuHK1,);) = qu(DwaUKw) = Rx+' o

Démonstration de la proposition 4.1:
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On part de la suite exacte

i %
1— By, Uy, — —=m ]
' ' EK,m
pour obtenir
vy URm 2 S\ im, py2 Sy % Ug
1 — HY(G, —=) — H*(G, E% ) = H*(G, U} ,,) = H*(G, ES’"‘) — ...,
K,m Km
. 1 uI‘%’m 2 S
ie H(G,—=5—) = H(G,Ex ,,,)-
K,m

De la proposition 1.3 appliquée a K, nous avons

Uus
HO(G,Cx) 22 HO(G, dlS.,)) — HY(G, ) — HY(G,Cx).
K,m

Or HY(G,Ck) =1 [Ta, §9.1, page 180}, ainsi il vient :

S
Z’{K,'rn
S
Km

HO(G, Jx) 2™ HOG, els.,,) — HY(G,—=5m) — 1.0

Notons par H IS('/k’m I’hypothese suivante:
S
ker [HA(G, B, ) -2 H*G,U5,..)| = H*(G, B,

’ \ - . G
on a alors le second théoreme dans lequel intervient (cl,s(’m) , le sous-groupe des

classes ambiges et le sous-groupe jﬁ,/k’m (cl,f,m) des éléments de clf . représentés
par un idéal de k:

Théoreme 4.1:
Soit K /k une extension galoisienne finie, T-ramifiée modérée, de groupe de Galois
G ; alors:

i) Sous Hf;/k’m,

G
clIS‘,- )
H*(G, Ex )~ _(__’"___ :
K JISé/k,m(CIf,m)

ii) sinon, on a l'injection

(cl ﬁm) ¢

——" s H*G,E} ),
JI‘S;'/k,m(Cllim) o
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et la double inégalité

(@5.)° | sy "
1< |HY (G, ES o e
= ' ( I\,m)l/ ]i’/k,m(CI]im) = f

ou f est égal au ppcm des degrés résiduels f, des places v de Sg U plj, o -

Démonstration :
La proposition 4.1 apporte le premier point et 'injection du second point.
G
clg
Notons par A3 le quotient IHZ(G, Eﬁ,m)l/ —§(—ﬂn—25—— ; on peut alors remarquer
JK/k,m(Clk,m)
que

AS, = |iS,(HX(G, B} )| = |ker aj|.

Remarquons ensuite le diagramme commutatif de G-modules suivant :

1 1 1
i, UG m
1 Ef m U m 5 I%:m 1
1 K* Tk Cx 1
(I)S
clf\’ym
1

ot ®> est défini dans la proposition 1.3.
Ce dernier permet d’obtenir le diagramme commutatif cohomologique (2) suivant :
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Hl (G7 Cl?:',m)

s Uus.
HY G UR ) — o HYC, 56™)
b c
2 d 2
. H%G,Jx) H*(G,Ck)
Hz(G,clIS‘,—’m)

Ainsi, ker a5 C ker (dob), i.e lker arsnl < |ker (d o b)|.

I 5

‘UGSoUplk’oo

Par conséquent, ‘ker a;il < ceci par le lemme 4.2; il reste a

= |dob(HA(G,UE )|
évaluer ld o b(HZ(G,UI‘%,m))l.

Observons le nouveau diagramme commutatif suivant :

b d

H*(G, U ) H*(G, Jk) H*(G,Ck)

\[w

w1z
n

ou n = [K : k] (on peut se référer a [Ta, §11]).
Ainsi pour h € H*(G, Jk),
B od(h) =1inv(h);
or en identifiant H*(G,Jx) & [ H*(Duw,, KJ), on ah = II A, et ainsi par

vEply,
wolv qeq

définition

inv(h) =Y _ inv,(h,) modulo ZZ,
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ol inv, est I'invariant local associé & K., /k,, a valeurs dans @/Z [Kol, §5.6, page

135).

Alors pour h de HY(G,Ug ) qui s'identifie &  [[  H?(Du,, KJ)), ceci par le
ueSOUplk‘oo
wg lvgcq
lemme 4.2, nous avons:

Bodob(h)= > invy(h,) mod Z.
VESo Uy
On peut alors se rappeler que H?*(Dy,, K% ) est un groupe cyclique d’ordre égal au
degré résiduel f, de wo|v dans K/k, engendré par un élément u, tel que inv,(u,) =

v

1
f_ [Se2, §1, proposition 4, page 136]; il vient alors

inv o b(H*(G,UR ) = Cj,

ou C; désigne le groupe cyclique d’ordre f, et f le ppem des degrés résiduels f,, v
dans Sp U pli co.
En conclusion,

|d o b(HYG,Ug )| = |Bodob(H*G,UR,,))|
= linv o b(H*(G,Ug. )|
= f O

Remarque 4.1:
(clf(,m) ¢

—————+*—— est équivalent a ’hypothese
-]Isﬁv'/k,m (Cl;g,m)

L’isomorphisme entre H*(G, Ef ) et

HIS;/k,m'

Remarque 4.2:

Soient K/k une extension galoisienne finie et 7 et S deux ensembles disjoints de
places de K, non archimédiennes pour 7 ; supposons l’extension K/k T-ramifiée
modérée, So-décomposée ; contrairement aux points précédent, 7 et S peuvent ne

pas étre stables par G = Gal(K/k); on associe a T le module M = [] w®, a, > 1,
weT

et ainsi le rayon R p = Pitri (So)-

On note alors cl% 5 le quotient [ &7/ RE m-

En adaptant la démarche précédente a cette situation, notammant les lemmes 4.1
et 4.2, et en prenant v vide, on arrive au résultat suivant:

HY(G, B p) = (1) A,
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ott H est 'ensemble des classes de clf; 1, représentées par un idéal de k et Eg o =
{xe KX, 2= 1 (M), w(z) =0 Vw € plg\S}; pour S = plg,, on retrouve un
résultat de Matsumura [Mat].

a) Etude de HE i, pour K/k, T-ramifiée modérée:

i) Soit wolv, wo place de K et v € YU Sy ; notons Hy, 'un des sous-groupes cycliques
de G contenant D,,, le groupe de décomposition de wy dans K/k ; notons également
par M, le sous-corps fixe par H,,.

On a alors le diagramme commutatif suivant :

w6 ES,) %) mG [k TP HA(Du,, [IKX)

wlv wlv

resHu, Juo

H2(Hw0?E£',m) HZ(DWMEIS(",m)

T€SD,, Tuwyg

H?(Dy,, K%)

ou:

e 0y, est un plongement de K* dans K, ,

® ju, est la projection de Jx sur K ,

e i,, est un plongement de K dans I K-

wlv

g€ K = iu(z) =[[(zu) €[] Ka

wlv wlv
ol x,, = st avec s € G/ ~ tel que swg = w

et oll s ~ 1 &> st7! € Dy,

On connait par le lemme de Shapiro ’isomorphisme suivant :

Jwe(resp,,)
HYG,[[KY) —= H*(Dyy, KY);
wlv
ainsi étude de ker (iy, 0 0., ) et par conséquent 1’étude de ker 15,, équivaut a I’étude
de ker [H¥(G,Ef,,) — H*(Dyy, KZ,))-
En particulier si pour toute place v de Sp U 7 il existe wo|v, wo € plk, telle que

a( )

ker [H?(Hwo,Eﬁ-,m> e HZ(DWK;‘J] = H*(Hup, B m);

alors H ﬁ/k,m est vérifiée.
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a(

i) Interprétation de H*(Hy,, E% ;) res—D;”O) H*(Dy,,K},)).

H,, et D,, étant cycliques, I’étude initiale se réduit a I’étude suivante:

H
S wo
(EK’"‘) Twg kJ
N, E3 N Kx '’
K/Myy, ~“K,m Kug [kv Pagg

Ow, étant un plongement de K* dans K, .

Nous arrivons ainsi a la proposition 4.1 qui donne une condition suffisante afin que
s b ha ]t o -

Hy jm soit réalisée :

Proposition 4.2:
Soit K/k, T-ramifiée modérée; pour que HIS\.'-/k,m soit réalisée, il suffit que pour
toute place v de Sy U v, et pour wo|v quelconque, il existe un sous-groupe cyclique
Gal(K/M,,) de G contenant D,,, tel que

Ve € My, N E}";’m alors £ € Nk, jk, Ky -

Cette condition normique se traduit par:
Yz € My, N Ef,,, alors

® pour v € 7, oy,(z) >0,

e pourv € Sy, v(z) = 0(f,), i.e x = n*/*.u, ot 7 est une uniformisante de k, et
u une unité.

Remarque 4.3:
On peut noter que cette condition est indépendante du choix de wglv .

Remarque 4.4:
SUy

Si K/k est T-ramifiée modérée, S-décomposée, cyclique et telle que E;f,m = Ep
alors Hs Jkm €St vérifiée.

b) Etude d’un cas limite: H'(G,cl% ) =1.
Reprenons le diagramme (2) ; nous avons alors
ker a3 = ker (dob),
i.e
|ker 3| = |ker (do )],

et ainsi, en reprenant la démonstration du théoréme 4.1, on obtient

I 7
AS _ UESOUPIk,oo

" S
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On peut remarquer que I’hypothése H!(G, cl,‘%m) = 1 est vérifie, si [clf,,| est
S

étranger a |G| ; dans ce cas, on a un isomorphisme entre H"(G, E,I;’m ) et H*(G,Ck),
K,m

pour tout n entier, et par conséquent ai (H2(G,L{I§,m)) = Cy.

Notons par Cy, X ... X Cp,, avec nq|...|n, et n, = f, la décomposition canonique
de H*(G,Ug ,,); en utilisant la suite exacte

;S
m

i as Usm
1 — HYG, E ) 2 HYG,U3,,) -2 HY G, —=) — H*(G, E,,) — 1,

on a alors la proposition suivante:

Proposition 4.3:
Soit K /k une extension galoisienne finie, de groupe de Galois G, T-ramifiée modérée;
supposons |clf | étranger & |G|, alors il vient :

I 5

’UESOUPII;,QO

i) A5 = [H(G, Bi)| = ===
plus précisément, on a I’isomorphisme
HYG,E3 ) ~ Cny X .. X Cop_yy

ott Cp, X ... % Cp, est la décomposition canonique de H Cy, ;
’UGSOUPIk,oo
ii) H3(G, E% ) ~ C%,
ot f = ppem{f,, v € SoUplro}, et n =[K : k].

On peut noter que ce résultat est donc valable, si K désigne une T-tour finie de k,
une T-S tour finie de k, une p-T-tour finie de k, ou bien une p-T-S tour finie de k.

Corollaire 4.1:
Soit K [k une extension galoisienne finie, T-ramifiée modérée, So-décomposée tel que

(161, et ml) = 15
alors si |y| < 1, H¥(G, EI‘S;,m) = 1; sinon nous avons H*(G, Eﬁm) ~ Cg’l_l,

Ce corollaire peut par exemple, s’appliquer a la 2-T-S-tour de k lorsque celle-ci est
finie.

Remarque 4.5:
Si cl;i .(p) est un groupe cyclique d’ordre n, alors on peut remarquer que la p-T-
S tour K de k est finie et de plus que kf(p) = k{r(p) [Mai]; dans ce cas précis
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H3(G, E},,) s'identifie &

ou o est un élément générateur de G et Ef. X,

R
S x

le noyau dans Eﬁ’m de la norme Nk . Ainsi ‘T’mT—_a
EK,m

f = 2 si et seulement si au moins une place infinie réelle de k se complexifie dans
K, sinon f = 1.

A ce propos, on retrouve un cas particulier du théoreme 2.1, i.e dans ce cas |I'| =

est isomorphe a C% avec

Remarque 4.6:

Prenons pour K la 2-T-S tour de k et supposons K/k finie.

On peut alors se poser la question suivante : a quelle condition a-t-on un isomorphisme
S

Uz .
entre H~1(G, —EII;TM) et (G, E§..)?
Par le lemme 4. 2, nous avons la suite exacte

us . .
L H(G, ) — HO(G, i) — HO(G Ui,

Y ufi m S
— H°(G, -ES—) — HI(G, EK,m) — 1.
K,m

On retrouve de nouveau la suite du théorgme 2.1.

Montrer Iisomorphisme entre H=(G, —) et HY(G, ES,,) équivaut & ES,, =

)
EKm

E,f:i:’, ~ étant I’ensemble des places de k se complexifiant dans K/k; dans ce cas on
peut alors remarquer que ’extension k¢ 7(2)/k est complexifiée en v, et d’autre part

que:
Gal (kS 7(2)/k7(2)) = @ D, (ki7(2)/k)
veEYy

Exemple 4.1.

Prenons K = @(\/:g,\/j), Ek=Q, T ={3,7}, S =0; K/k est T-ramifiée
modérée; v = {id}.

On a la situation suivante:
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I\/ P3 Q7 {7

En utilisant la proposition 1.1, on a
|clgym| =12;
ainsi le 2-rang de cl ,, est égal & 2, et @7 (2) = K.

Par conséquent, kerj}%/k,m = clg,m(2); ainsi en utilisant le théoreme 2.1, on a

HI(G, E}S;,m) ~ CQ.

Etude de ES/ES., :

Afin d’obtenir la structure du quotient E/Ef. ., il suffit d’observer 'image diagonale
de Eg dans Fp,.Fo,.Fg ; ici Fp, est le corps & 32 éléments, dont le sous-groupe
multiplicatif est engendré par w, racine de X® — 1 dans [F3; Fg, et F}. sont deux

corps a 7 éléments.
1421
Notons par ¢ I'unité fondamentale de Q(\/Q_l), e=2+ +——-—

2
Par PARI, on peut remarquer que
€= _(‘T)2v
ou z est une unité de K.
Ainsi de ¢ =1 (P3), on a ¢ = w? dans Fp,.
Ensuite, comme € = —1 (P7.P}), alors z? =1 (P7.P7), et ainsi il vient:

t=-1(Q7), z=1(Q7), parexemple.

En résumé, matricellement nous avons:
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Fp, Fg, F}
G wt =2 —4
r w? -1 1

Ceci permet d’obtenir la structure de cl%,, (cf. théoréme 1.1):

ClIS(’m ~ CIZ .

Application du théoréme 4.1:
Pour que HIS\.-/k,m soit vérifiée, il suffit que pour tout = € E;?ym N @(v21), z soit

totalement positif; ici Ef,, NQ(v21) est un sous-groupe du groupe (¢) ot € =

1 21
2++—2_\/_

. . S 7. ’
, et ainsi Hg ., est vérifice.

Corollaire 4.2:
Sous les hypothéses de 'exemple 4.1,

, s (cl,‘s;-’m)g s \C
H (G, EK,m) ~ m = (Cll\",m) )

et par conséquent

H?*(G, Eﬁm) est un sous-groupe de Cjy.

On peut remarquer que la 2-T-S tour de @ est finie, puis que @3(2) = Qf’T(Q), ceci
par un résultat de [Mai].

5 Etude du cas cyclique.

Dans cette partie, nous supposerons que K/k est une extension cyclique, T-ramifiée
modérée ; sous cette hypothese, la borne majorant A> est optimale, i.e. nous avons
le théoreme suivant :

Théoreme 5.1:
Soit K/k une extension cyclique de groupe de Galois G, T-ramifiée modérée; alors
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I -

IHz(Gv EIS;,m)l __ vESoUplk,0

G =
(t)” Jipmettn)| 7

Tout d’abord un lemme qui résulte d’un résultat de Gras [Gra):

Lemme 5.1: Ordre des T-S classes ambiges de K.
On a la formule suivante :

s \¢ |l m)|
(CIK m) = )
’ [K : k].|clem{(v7*)vesy > (@2 )veSw\(Soor)) ]

ot f, est le degré résiduel de v dans K[k et ot a¥, € k.

Démonstration du lemme:
Appliquons & notre situation la formule établie par Gras [Gra, §2, théoreme 2.7] avec

H = clim(So, (B2 wpw, vese) €t ot b € K5 on a alors:

lelen] - I € (Ulc,m : NK/kUK,M)
vgT

ERIE -
! K = k). [clim{(0%)uesor (a8 vesuswrm)]| - (A s AN ER)

ou
o NktUkm = [I II Nruw/wURE, avec ey (=ey) Uindice de ramification de
vET wlv
weplyr

w dans K/k, et Ut = {z € Uk, w(z —1) > ey},
o U = H Ul:w

veT
o Ky ={ze K*, z=1(M), M= T[] [Jw™},

veT wlv

o A={z €k}, (z) € (Nsi(So)-Nicsk (B2)upo, vesw )} ot b € KGH™.

L’extension étant T-ramifiée modérée, il vient alors immédiatement :

1) He,, =1,

vgT
ii) (Uk,m : NK/kUK,M) =1 [Sel, chapitre V, §6, corollaire 3, page 101].

D’autre part, pour z de A, on a par définition (z) € (Nk/k(So0).-Nr/k ((b#)wh;, ,,Egoo)),
le
NSoUSeo\(SocN)

S Ek,m ’

ol E,fff“usw\(swnﬂ ={z € E,i‘;:sw\(s”nﬂ, v(z) = 0(f,), Yv € So}.
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On voit immédiatement que tout élément de ngfﬂusm\(smnﬂ est partout norme

locale dans K/k, par conséquent norme globale; en résumé tout x de A est norme
globale dans K/k.

Il reste & vérifier que si z est élément de A N Nk KX, alors en fait z appartient
& Nk K3y ; on peut déja s’assurer que z est norme d’un élément de K7 [Gra, §2,
lemme 2.5], puis il faut remarquer, puisque I’extension est T-ramifiée modérée, que
tout ¢ de AN N K/quf appartient au noyau de ’application surjective A suivante:

Nko/k, Uk,

NK’/’C(K;‘-) —A'/_> H H N Ik U;:w :

vET wlv

Enfin, comme le noyau de A est exactement Ng/x(K7), [Gra, 2.6.1 et 2.6.2], on en
déduit alors la trivialité de (A : AN KF,). O

Nous pouvons alors démontrer le théoreme 5.1 :

Démonstration:

|HY(G, B},
(ctgm)” 135t €lm)
HYG, Ef VHY G ER )i pm (b)) |
B (G, B )1 () |

On rappelle que ’on note par AS le quotient ‘ ; il vient alors

AS

9

égalité qui devient :
. S .
Iker(]li'/k,m)l' ( KL,J'IZ : EIS{,m) 'I]IS\"/k,m (le,m) l

261.] (ct5,,) |

ceci par le théoreme 2.1, et ot Q(EF ,,) désigne le quotient de Herbrand de E§ -

b}

H‘UES()Uplk’oo fU

K k] [La, chapitre IX, §5, corollaire 2, page

On sait que Q(Eg ,,) est égal &
192].

Ainsi, on a en utilisant le lemme 5.1,

IV TT forlelf ol (BRA 2 B -[elim (0% Joesor (@8 )sesriserm)]
AS — vESy
& eIf

ml

Par le corollaire 1.1, on a:

s
cy . | 1
) ol Suy | S
S| =2 (BZr Ef) s
k,m

par conséquent,
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AS — H f ) ldliLer’tyl |Clk»m (((Ufu)veso’ (a%)uesm\(smm))”

’UESQUplk,(x, ICIky'"ll ,

mals encore

AS = H f _|Clk,m (((”f")veso, (a:In)UESOO\(Sooﬂ'y)>)’

V€ SoUpl o lclim ({(0)oes0> (a8 )oesann))]

Si ’on observe le quotient

clim (((©)vesor (a8 )vesmun))
clim ((('Uf")veso, (a”m)vesoo\(sooﬂv)»

dans ’extension k(m)/k, on s’apercoit qu’il peut s’identifier a un sous-groupe de
Gal(K/k), plus précisément au sous-groupe de Gal(K/k) engendré par les groupes
de décomposition des places de SoUpli o ; ainsi si I'on note par f le ppem des degrés
résiduels f, des places v de Sp U pli o, on a alors

clim ({(V)vesos (@h)vesmns))
cl,m (((va JveSos (afn)vesw\(swmﬂ)

et par conséquent le théoreme 5.1. O

b

~ Cf,
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