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Finitude de tours et p-tours T-ramifiées modérées,
S-décomposées

par CHRISTIAN MAIRE

RESUME. Soit k& un corps de nombres et soient T et S deux
ensembles finis de places de k; on peut définir la tour de Hilbert
de k, T-ramifiée modérée, S-décomposée. Ceci permet d’obtenir,
par exemple, la notion de tour de Hilbert au sens classique et de
tour de Hilbert au sens restreint.

On donne alors d’une part, un critere de finitude de cette
nouvelle tour, critére construit & partir d’un résultat d’Odlyzko,
puis d’autre part deux critéres de non-finitude, le premier étant
une conséquence d’un résultat de Golod-Safarevic de théorie des
p-groupes, le second provenant d’un résultat de Jaulent dans le
cadre de la théorie des genres.

ABSTRACT. Let k£ be a number field and T and S two sets of
places of k ; we can define the T-tamely ramified and S-decomposed
Hilbert tower of k. In particular, we have the notion of Hilbert
tower in the classical sense and Hilbert tower in the narrow sense.

We give a criterion of finiteness which is a consequence of a
Odlyzko’s result and two criteria of non-finiteness, the first coming
from the theorem of Golod-Safarevic in the theory of p-groups and
the second from a work of Jaulent in genus theory.

Introduction

A un corps de nombres k et deux ensembles finis de places de k, T et
S, disjoints, non archimédiennes pour T' et quelconques pour S, on peut
associer kf 1, ’extension abélienne maximale de k, T-ramifiée modérée et S-
décomposée ; dans ce cas on sait que le groupe de Galois de kf r/k s’identifie
au groupe des S-classes cl;f,m de rayon m = H v.

veT

Si I'on note par induction k3, r 1’extensio§ abélienne maximale de k7,
T;-ramifiée modérée, S;-décomposée (i > 1),ou T; = {w € Plkgr, wlv, v €
Tyetou S;={we€ Ples ., wlv, v € S}, on definit une suite de corps k5
et ainsi la T-S tour de k, notée k7, vue comme réunion des k7. Pour p

Manuscrit regu le 25 mars 1995.
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premier, k3 (p) designera la p-extension maximale de k contenue dans k3,
extension appelée p-T-S tour de k.

On peut alors se poser les questions suivantes : les extensions galoisiennes
k2 /k ou k3 (p)/k sont-elles finies?

Une reponse positive est immédiate pour la p-T-S tour lorsque clf,m(p),
i.e le p-Sylow de clf,m, est cyclique (cf. partie 1). D’autre part on peut
remarquer que si k7 (p)/k est non finie, il en est de méme pour k5 /k ( bien
entendu la réciproque est fausse, certains contre-exemples ont été donnés
par Matsumura [Mat, théoréme 2] pour T vide, S égal & 1’ensemble des
places réelles et p égal & 2); par conséquent ’étude de la non-finitude de
la T-S tour de k peut se faire & travers celle de la p-7-S tour, notamment
en utilisant un résultat classique sur les p-groupes finis ; dans la partie 2,
on donnera alors un critere de non-finitude de la p-7-S tour d’un corps de
nombres k (theoréme 2.1). Perret a abordé ce probléeme de construction de
p-tours ramifiées et a conjecturé le résultat précédent [Pe, conjecturel].

A travers la partie 3, nous établirons une formule des S-T' genres qui
permet d’obtenir la suite exacte des S-T' genres (partie 4) analogue pour T'
vide 2 la suite exacte établie par Jaulent [Ja, théoréme III.2.7, page 211];
ainsi, si K/k désigne une extension galoisienne, nous donnerons un second
critére de non-finitude de la p-T-S tour de K en utilisant la suite exacte
établie précédemment, dans lequel intervient le comportement des places
de k dans K/k (partie 5, théoréme 5.1).

La partie 6 est consacrée aux exemples de corps ayant une tour infinie au
sens restreint, i.e pour T vide et S vide, et une tour finie au sens ordinaire,
i.e pour T vide et S égal & I’ensemble des places réelles ; on donnera de
méme des corps ayant une 2-tour infinie au sens restreint et une 2-tour
finie au sens ordinaire.

Enfin, dans la partie 7, nous définirons pour un corps de nombres k son
”discriminant étendu” qui permettra d’introduire la constante a:(m,r;,7;) ;
on verra alors que le rdle de la T-S tour de k lorsque celle-ci est infinie,
joue le méme réle vis-a-vis de cette constante que le réle joué par la tour
de Hilbert au sens ordinaire vis-a-vis de a(ry,r2) [Mar].

0. Remarques préliminaires.

Par la suite k désignera un corps de nombres, T’ un ensemble fini de places
non archimédiennes de k et S un ensemble fini de places de k, disjoint de
T; S est la réunion de Sy et de S, ou Sy contient uniquement des places
non-archimédiennes et S., des places archimédiennes.

Notons par cl;f’m, m = H v, le quotient I r/Rf ., ou Iz désigne le

vET
groupe des idéaux de k étrangers & T', RF,, le sous-groupe P,i;(so) de
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L., (So) le sous-groupe de Iy r construit sur les places de Sy, et Py, le
sous-groupe des idéaux principaux (x), ¢ =1 (m), et v(x)=0 pour toute
place v € pli°, \ Sw (Pli’, est I'ensemble des places réelles de k) ; on sait
alors que le groupe de Ga.101s de k{ r/k s’identifie & clk = |[Mai, proposition
1.2]. Si pour p premier, k5 7(p) de51gne la p-extension abélienne maximale
de k, T-ramifiée modérée, S—decomposée alors il vient immédiatement que
le groupe de Galois de k{r(p)/k s’ identifie au p-Sylow de cl;:",m; si de
nouveau ’on note par mductmn k3,1 7(p) la p-extension abélienne maximale
de kir(p), Ti-ramifiée modérée, S;-décomposée (i > 1), ou T; = {w €
Plis > wlv,v € T}etou S; = {w € plis (), wlv,v € S}, alors la réunion
des k,T(p) correspond & la p-T-S tour de k définie dans I'introduction et
de plus k3 7(p) est la p-extension maximale de k, T-ramifiée modérée, S-
décomposée ; on peut noter que seules les places vérifiant Nv = 1 modulo p
interviennent lors de I’étude de la p-T-S tour de k, Nv étant le cardinal du
corps résiduel de k, [Mai, remarque 1.1] ; ainsi pour p premier, on suppose
que les places v de T vérifient la relation de conguence Nv =1 (p). D’autre
part on peut remarquer que les plongements complexes sont trivialement
décomposés dans toute sur-extension de & ; par conséquent on peut supposer
que S, ne contient que des places réelles. Enfin au corps & et aux ensembles
T et S, on adjoindra E,f’m, le groupe des S-unités de k congrues & 1 modulo
m,ie Ef ,={z€k*, z=1(m), v(z) =0V v ¢ S}.

1. Cas ou cl‘,fym(p) est cyclique.

Nous allons montrer que si clf,m(p) est cyclique alors cl}q{( m(x) (P), que 'on

peut noter par abus cly ,,(p), est trivial, ot K = kS 1(p), m(K) = [ w,

weT(K)
T(K) et S(K) étant les ensembles de places de K contenant exactement
et respectivement les places au-dessus de 7" et de S; il viendra alors que la
p-T-S tour de k est finie et de plus que k2 (p) = k7 1(p). Tout d’abord deux
lemmes classiques :

LEMME 1.1.
Soit I un groupe, H son groupe des commutateurs; supposons que :
e H est abélien,
e I'/H est un groupe cyclique engendré par o € T';
alors H'-° = H.

Démonstration.

e H'~7 est distingué dans I' (Paction étant la conjugaison) : tout élément
de I peut s’écrire sous la forme o*h avec h dans H. Ainsi pour h{~" = [hy, o]
de H'~7 nous avons:
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(e*h)hy~° (R 0 ™%) o'(hhy=°h" o™
- e

— (hg‘)l-a C Hl—a ;

o I'/H'~7 est abélien : soient 7, 7/ éléments de '/ H'~?, leurs représentants
peuvent s’écrire sous la forme hyo* pour 7 et hyo’ pour 7/, avec hyg, hy dans
H ; ainsi

ipt § —ipg—1_—jpr=1 _ 10% ) —gigpi-1

Comme hy et hj, sont stables par ’action de o modulo H'~?, on obtient :
7177 = RoRlhe b ™' =1, car H est abélien.
De ces deux points, on en déduit 1'égalité entre H'~% et H. O

LEMME 1.2. ([Se, chapitre IX, §4, lemme 4, page 149])
Soient G' un p-groupe fini et H' unF, [G']-module; on a alors I’équivalence
suivante:

H =1 H =1IsH',

ot I est I'idéal d’augmentation de F,[G"].

De ces deux lemmes , on peut en déduire le résultat principal de cette
partie:

ProPoOSITION 1.1.
Supposons clf’m(p) cyclique, alors k admet une p-T-S tour finie et de

plus kg(l)) = kis,T (p)-

Démonstration.

Notons par H le groupe de Galois de k3 (p)/k{ +(p), et par T celui de
k3 7(p)/k. Par le lemme 1.1 nous avons H = H'~?, o H étant un générateur
de I'/H, o dans T'; en particulier H' = H/H? est un F,[G']-module et
H' = H''™° | G’ étant le sous-groupe de T engendré par 0. Comme I est
engendré par 1 — o, on en déduit alors que IgH' = H', i.e par le lemme
1.2, H' = 1; H étant un p-groupe, sa trivialité est immédiate. O
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2. Reprise du résultat de Golod-Safarevic.

Si 'on note par E;ﬁm le groupe des Sy-unités au sens ordinaire de %
congrues & 1 modulo m (S = S, U ple,), et par d,(A) le p-rang de
A/AP[A, A], pour A un groupe quelconque, nous obtenons alors le premier
critére de non-finitude d’une p-T-S tour d’un corps de nombres k:

THEOREME 2.1. Premier critére de non-finitude

Si k est tel que
dp(cly ) 2 2+24/dp(EE ) +1,

alors k admet une p-T-S tour infinie.

Démonstration.

Cette preuve est I’adaptation d’un résultat de Roquette [Ro, p.235].

Notons par L la p-T-S tour de k et supposons L/k finie de groupe de
Galois G3 ; on peut remarquer que le groupe de Galois de kf .(p) s’identifie
alors & G3/[G3,G3), [G3,G3] désignant le groupe des commutateurs de
G;.

Nous allons montrer en fait que:

dp(clf ) < 2+ 2/dy(BS,, O K) +1,

ou E3 ,, correspond aux S(L)-unités de L congrues & 1 modulo m(L) =

II w (S(L) et T(L) sont les ensembles des places de L au-dessus de S
weT(L)

etdeT),i.e
E‘f’m ={z € L*,z=1 (m(L)),w(z) =0 Vw € pl \S(L)}.

Bien entendu (EZ,, Nk) C E;f,m; en fait si ’on note par v(L/k) (=v)
Pensemble des places réelles de k se compléxifiant dans L/k, nous avons
exactement

E; .0k = Egol.

k,m

Parce que d,(G3) = d,,(clim), il suffit alors de montrer que

1 .
Z(dpr,)2 - d,(G3) < d,H*(G3, E3..)-

Soit U3, le sous-groupe du groupe des idéles J, de L suivant :

Um=I110. TII1Z5 11 I10s.

v€T wjv vES wjv vg€ SUT wiv
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ou

e L, est le complété de L en w,

e Uy est le groupe des unités de L7,

o U} est le sous-groupe de Uy, formé des z tels que w(z — 1) > 0.

On peut noter que pour une place infinie w, si celle-ci est réelle alors
L,=R,

Up,=R**, U} =R**; par contre si elle est complexifiée, on a LY =
UL.,, = Ulll.,,= Cx .

On a pour tout entier relatif impair n [Mai, lemme 4.2]:

ENGE,US ) =1.
Ainsi de la suite exacte:

uS
S S L,m
1 EL,m uL,m Es > 1 )
Lm
il vient 'injection suivante:
s

R u ,
H(G}, 357) = H'(G, B2,)

Ces deux derniers groupes étant abéliens finis, on a alors:

S

d,H(GS U
7 o Efm

Ainsi il suffit de montrer que

™) < d, H(GS, ES,.) -

S

1 u
Z(d,,c:,_S,) - d,G5 < d,H(G3, E%’m)'

On rappelle la suite exacte [Mai proposition 1.3]:

ol cle correspond & clL mry» et o Cp =T /L.

En remarquant que cl Z,m €st G3-cohomologiquement trivial, on en déduit
I’isomorphisme :

1(GT, ™)~ H(G3,C1) ;

ES
Par un résultat de Tate [Ta, §11, page 197], on sait que H~1(GE,Cy) est
isomorphe & H~*(G%,Z); ainsi tout revient & montrer que }(d,G3)?—d,G3
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est strictement inférieur & d,H~3(G$,Z); cette inégalité est un résultat
classique sur les p-groupes finis [Ro, §2, page 235].
La démonstration s’ensuit. OJ

REMARQUE 2.1.
Si la. p-torsion de Ef,, est triviale, alors

dgE,'cs’m =r+ro—1+ |So|,

sinon
s
d2Ek,m =" + Ta + |So|

REMARQUE 2.2. <

L’injection H~(G3, ELs ) — H°(G3,E3 ,,) est un isomorphisme si et

seulement si:

Exol =E; . [Mai, §4, remarque 4.6).

k,m

On peut remarquer que si ESW E,f,m, alors :
i) Pextension k{ 5(2) /k est y-complexifide,
i) Gal(k{(2)/K55(2)) = @ DKz (2)/F),
vEY
ou D,(kir(2)/k) désigne le groupe de décomposition dans k$(2)/k
d’une place w de kf 1(2) quelconque au-dessus de v.
s

Pratiquement, on a isomorphisme entre H 1(G',_,., o5
Lm

™) et H*(G3, B )

dans les cas suivants:

® p#2; .
e Ef,=E,. ouS=_SUplr,

REMARQUE 2.3.

Notons par cl? % [p] Pensemble des classes h de clS telles que h? = 1; on
peut remarquer que clk est associé a l’extension abélienne maximale de k,
Sp-décomposée et non-complexifiée. i

cl[p] est un F,-espace vectoriel de dimension le p-rang de clj ;

Clkglpllep <h17 h27 et hr))
ainsi il existe une famille o; d’éléments de k£ tels que:

Q" = (1) Qsyi

ou clf(Q,-) =h;, Q; € Iir, 0; €k, Qg,.i € (So), (So) étant le sous-groupe
de I r construit sur les places de Sy.
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On définit alors Ag, par:
As, = E¥(on,00,... ,a.),

ou BS = {z € k%, v(z) =0 Vz €plio\ So}-
Rappelons ’homomorphisme 65, de *T-signatures partielles” de Ag, :

FX RX
s — (7)1 (+9)
So 1;1;:[‘ val’ H RxP

v€E pl:fm\se°

ou F, désigne le corps résiduel de k,.

On a alors une formule de calcul du p-rang de cl‘,im [Mai, théoréme 1.1]:
dyclf . = dpcl + [T] + 82.Ipl5% \ Sool — dpb5(4s,),

ot 62 =1si p=2, 0 sinon.

Par cette formule, on remarque alors que pour k donné, S fixé et |T|
assez grand, k admet une p-T-S tour infinie.

COROLLAIRE 2.1.

i) Pour p #2, Q admet une p-T tour infinie (Sy, = 0) dés que

ii) Q admet une 2-T tour infinie au sens restreint, i.e pour S, = 0,
dés que |T| > 4,

iii) Q admet une 2-T tour infinie au sens ordinaire, i.e pour S, =
Id g, dés que |T| > 5 et méme dés que |T'| > 4 si toutes les places v de T
vérifient la relation v =1 (4).

COROLLAIRE 2.2.

Soit | un nombre premier tel que n; > 2 + 24/l + 1, o1 n; est 'ordre du
groupe de décomposition de 2 dans Q(u;)/Q (par exemple 11, 13, 19 ...);
alors toute extension cyclique de degré | sur Q a soit une 2-tour au sens
ordinaire triviale ou soit une 2-tour au sens ordinaire infinie.

Démonstration.

Notons par K le corps de degré [ sur Q.

1l faut remarquer que le 2-rang de cl‘,"fd est un multiple de n;, ceci par
action de Gal(K/Q) sur cl‘}:d(2); par le théoréme 2.1, la conclusion en

découle. O

REMARQUE 2.4.

On peut adapter le corollaire précédent en se placant sur un corps quadra-
tique imaginaire Q(1/—¢), ¢ premier; il suffit de s’assurer que cly /=5 (2) =
1, i.e il faut prendre ¢ congru & 3 modulo 4.
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3. Formule des S-T genres.

Cette partie est une généralisation au cas modéré d’un travail de Jaulent
[Ja, chapitre III].
On se fixe le cadre suivant:

K M, IglsT
Kab Mk
kS p
k

ou:

i) K/k est une extension galoisienne finie,

ii) K7, est extension abélienne maximale de K, T(K)-ramifiée modérée,
S(K)-décomposée,

iii) K est ’extension abélienne maximale de k contenue dans K,

iv) M, est I'extension abélienne maximale de k contenue dans K7 1.,

v) M;, est le corps des S-T genres de K/k, i.e la plus grande extension de
K dans K fT provenant, par composition, d’'une extension abélienne de k,
ici M, k-

Rappelons la définition de u;;m, sous-groupe du groupe des idéles de K :

Ug = TTTTU%.- TTTI &% T TIUx. -

vET wiv vES wiv v¢SUT wlv
On a alors le lemme suivant:

LEMME 3.1.
NK{,/K(jKﬁT)-KX = Mim.K"

Jks .. €tant le groupe des idéles de K7 1.
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Démonstration.
i) On peut remarquer que U% ,, C Nxs_/x(Jks,); en effet pour:

.v € T, wlv, w € plk: lextension K{,/K étant T-ramifiée modérée en
w, alors tout élément de Uk _ est norme locale en w dans K7, /K [Fr, §8,
proposition 2, page 32|,

.v €S, wv, w € plg: w est totalement décomposée dans K7, /K, ainsi
tout élément de K est trivialement norme locale en w dans K7 7/K,

. v ¢ SUT,wlv, w € plgo: w étant non ramifiée dans K7, /K, toute unité
de K est norme locale en w dans K7 /K,

.v¢€SUT, wlv, w € plg,o:

x si Ug, = C*, alors tout élément de Ug, est trivialement
norme locale,

x si Ug, = R**, alors tout élément de R** est soit trivialement
norme locale ou soit norme dans C/R.

ii) On rappelle la suite exacte [Mai, proposition 1.3]:

S
Z'{K,m jK
E% m Kx

— clf(,m — 1,

ou Bf,, = K* NUE ., et ot cly . = clzn) .

De plus, par la théorie du corps de classe, nous avons :

Jk

K3 ~ ;
Ga'l( l,T/K) NKf_T/K(JKiT)'KX )

ainsi, de l'inclusion du point i) et de ces deux derniers rappels, on en
déduit 1’égalité désirée. O

Nous obtenons alors:
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Tk
Nt /k(Tn,) k>
T . o
= Nege(Txg,) B (ceci par maximalité de M)
Tk
Ni/e(Nis o/ (Tks ) k>
Tk
NK/k(NKiT/K(JKfT)~KX).kX
= NK/k(L{sJk FONT (ceci par le lemme 3.1)
K,m* .
T
Niji(Ug m) k<

De la suite exacte:

Gal(My/k)

R

US k) (Nrjr(UR 1) -E) T Te
—_— — N
Nx/k(u,%m).kx NK/k(UIS(’m).k" U,im.kx

1 — 1,

. Y/
ou Uy, = H Uy, H kX. H Uk, et ou TN Gal(k{ r/k), on en
v€T vES vgSUT k,m*
déduit ’égalité suivante:
us, k”
Ni/eUz 1) k>
Enfin, on peut évaluer ce dernier quotient par la suite exacte

|Gal(Mi/k5 )| =

NK/k(uﬁ m) -k nug .. us. L{,fm.kx
1 RN k) 5 1) —_ b) 3 —_ 3 3 —_— 1,
NK/kuK,m NK/kuK,m NK/k(uK,m)'kx
et par l'isomorphisme
Nyji(Ug m)-E* OUL U Nk E} .
NK/kL{,%,m - NK/ku;‘é,m N k* - Ef’m n NK/kLl,S(,m ’

Ainsi, il vient:

| /N )| |
(B S 0 Nl )|

|Gal(M, /K5 7)| =
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LEMME 3.2.

Soit v € T,w/v, avec w € plk, et soit ¢ élément de U,:v ; supposons que
€ soit norme dans K,/k,, ie € = Nk /k,0n, Qv € K ; alors on peut
prendre a,, € Uk .

Démonstration.

¢ étant unité locale de k,, alors oy, € Uk, . D’autre part, on sait que le
groupe des unités locales Uk, se décompose en somme directe de la maniere
suivante :

Uk, = Ak, P Uk,
ol Ak, est le groupe de torsion modérée de Uk, , i.e |Ax,| est étranger

a la caractéristique du corps résiduel de K,,.
Ainsi, a,, = (- avec (, dans A, et &, dans Uy ; par conséquent :

g = NKw/k,aw = NK.,,/k.,Cw--ZVKW/k.,Ew .
Or &, Nk, k. sont dans U , ainsi N, /k,(w est également dans Uy ;
Ngk,/k,Cw étant de plus élément de A;,, alors il vient immédiatement que
NK.,,/k,Cw =1.0

Finalement, on a:

kx N Nx/ku,‘im = Elf,m n NK/kU,‘f,’m = Eim n Nx/k,
ou Ef NNk est constitué des éléments de E} ,, qui sont partout norme
locale dans K/k.
Avant d’énoncer le résultat principal de cette partie, on peut faire quelques
rappels de théorie du corps de classe:

REMARQUE 3.1.

Pour w|v, v € plx, w € plk, on note par D, (K/k) (ou encore D,(K/k))
le groupe de décomposition de w dans K/k : ce groupe s’identifie au groupe
de Galois de ’extension K, /k,; I,(K/k), ou encore I,(K/k), désignera
le groupe d’inertie de w dans K/k et I}(K/k) le groupe de ramification
sauvage de w dans K/k; en particulier I,/I} est cyclique. Si ’on note
par D% (K /k) I’abélianisé de D, (K/k), alors ce groupe est égal au groupe
de Galois de l’extension abélienne maximale de k, contenue dans K, ;
I®(K/k) désignera alors le groupe d’inertie de ’extension K2°/k, et

I! *®(K/k) son groupe de ramification sauvage ; de plus ces deux derniers

L(K/k).[Dy(K/k), DJE/B)] _,
[Do(K/k), Dy(K/E)]

[Se, chapitre IV, §3, proposition 4, page 181].

groupes sont respectivement égaux &

1,(K/k).[Dy(K/k), Dy (K/F)]
[D.(K/k), D,(K/E)]
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On sait que k) /Ng, /x, K, s'identifie, par le symbole de réciprocité local
(., Kw/ks), 3 D?®(K/E) [Ko, chapitre 1, paragraphe 6, page 98]; ce symbole
est égal par définition & (. ,K%/k,), ainsi I?®(K/k) est engendré par les
symboles des unités locales et I} *®(K/k) par les symboles des éléments de
UL [Se, chapitre XV, §2, théoréme 2, page 235]. De plus par ce symbole
nous avons les trois isomorphismes suivants :

k)(
D®(K/k) ~ ——2——
v ( / ) NKw/k"K;,( ?
Uk
IK/k) ~ —Ke
v ( / ) NKw/k”UKw
Ul
et I} M(K/k) ~ —FLe—.
v ( / ) NKw/ka}(w

Nous avons alors la proposition suivante:

PRrOPOSITION 3.1. Formule des S-T genres:

On a:
I 122 (&/6)| T 1D (K /k)| T 112(K/R))|
s veT vES :eepsl;u(;
Gal(M [k} p)| = '
l * I’TI (Elf,m : EimnNK/k)
LEMME 3.3.

Pour v € pl, nous avons les trois égalités suivantes :
* [T Nku/e Ko = Nicuy /v, Koy
wlv
* HNK.,/k.,UK.,, = Niwo/k, Uk,
wlv
* [T Nkue Uk, = Niuy /2 Uk,

wlv

ot les complétés de K sont pris dans une méme cloture algébrique de
k,, et ou wy est une place quelconque de K au-dessus de v.

Démonstration.
Par le lemme 3.2, on voit qu’il suffit de montrer la premiére égalité.
Rappelons I'isomorphisme suivant, donné par la théorie de Galois :
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kX
2 ~ Gal K™k, | .
Hwiv NKw/kal:!( (n( v )/ )

wlv

ab
Remarquons ensuite que [ |(K3') = (ﬂ Kw) ; ainsi par unicité de la
wlv wlv

correspondance du corps de classe, il vient :

HNKw/kuK;)( = NK”/k”K;(, ou Kv = ﬂKw .

wlv wlv
Finalement, ’extension K/k étant galoisienne, alors tous les corps complé-
tés en w sont identiques et ainsi ﬂ K, = K,,, avec wy|v quelconque. O

wlv
4. Suite exacte des S-T genres.
On conserve les notations introduites dans la partie 3.

PROPOSITION 4.1. Suite exacte des S-T genres:

On a la suite exacte:
ES
k,m

S - - -
1 — ——2m— = (DI *(M/k)EP D (M /&) @ I3 (M, /k)
E’im N NK/k vET v€ES sgsuT iy
vEplk o

S
= Gal(Mi/kS 1) — 1.

Démonstration.
i) Construction de ¥3, et de IIS,:
.‘an €€ Ef’m — \Il;i(é’) = @ (5 ,Mk,w/kv),
v€EpPlk 0US
ot (. , My .,/k,) est le symbole de réciprocité associé & une place quelcon-
que w de M; au-dessus de v, et & valeurs dans D2 (M, /k);

oI5, : ®,(0,) € PI, P DI (Mi/k)P I (M / k)

veT vES vgSUT
vEplg,0

= [l (0ula,) € Gal(My/k),
vEpPlr,0US
ol 0|, est la restriction de 0, & My, w|v, w € ply, .
Ce dernier produit peut donc étre vu dans Gal(M;/k); en effet pour
o, € D2(My/k), on prend sa restriction & M ,,, ce qui donne un élément
de D,(My/k) car M;/k est abélienne ; ’extension k7 /k étant T-ramifiée
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modérée, S-décomposée, alors k. est fixe par les groupes de décomposition
dans M;./k des places v de S, par les groupes d’inertie dans M, /k des places
v finies en dehors de SUT et par les groupes I}(M;/k) pour v dans T.

A T'aide de la remarque 3.1, on en déduit que k5 ; est stable par Im(II3,),
ainsi Im(I15,) C Gal(M;/kiy); toujours par la méme remarque et par
maximalité de k7, II5, est de plus surjectif.

ii) Identification de ker(¥3):

Soit £ € ker(¥3), alors z est norme locale partout dans M /k, donc
norme locale dans K/k;

réciproquement, soit z € Ef . N Nk, alors il existe Y € Uy, ceci par
le lemme 3.2, tel que £ = Nk, ; par le lemme 3.1, Y est norme dans
K31 /K et par conséquent z est norme dans M;/k.

iii) Pour € € Ef,,,

05 (2e) = II (e, Mew/ks) I,

veplk,ousw

= H (E 7Mk,w/kv)

‘veplk,ousm

= H (8 ’Mk,w/kv)
vEPl

= 1,

ceci par la formule du produit dans une extension abélienne.

Ainsi Im(¥3)) C ker(II3,).

iv) Exactitude de la suite exacte: il faut remarquer que |D2*(K/k)| =
| D2 (M, /k)| pour v € S, |I®(K/k)| = |I¢*(My/k)| pour v ¢ SUT, et
|IL (K /k)| = |I} **(My/k)| pour v € T'; en utilisant alors la proposition
3.1, on en déduit que |Im(¥3)| = |ker(II3))| ; d’ott I’égalité entre Im(¥3) et
ker(II3) . O

5. Second critére de non-finitude.

On se réfere toujours au schéma de la partie 3; notons par p-T-S, la
p-T(K)-S(K) tour de K et par E . le groupe des S(K)-unités de K au
sens ordinaire congrues a 1 modulo m(K); il vient alors le résultat suivant :

THEOREME 5.1. Second critére de non finitude:
Soit K/k une extension galoisienne finie ; alors si

> _dy (D (K/R)) +)_ dy (I (K/K))

vES vgSuT
vEplr,0
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—~ ES
> 2+24/dy(Ex ) + 1+d, (—n——N——) +d,Gal(K /k),

K admet une p-T-S tour infinie.

Démonstration.
1l faut noter que d,Gal(Mi/k$;) < dycly . + d,Gal(K/k); ainsi par le
théoréme 2.1 si

d,Gal(M,/k? 1) — d,Gal(K/k) > 2+ 24/d,ES. . + 1,
alors K admet une p-T-S tour infinie.
Par la proposition 4.1, on conclut alors facilement ; on peut remarquer
que d,I} “®(K/k) n’intervient pas puisque pour v € T, Nv =1 (p), et ainsi
p est étranger a la caractéristique du corps résiduel F,. O

COROLLAIRE 5.1.
Prenons K[k cyclique de degré p; si

S

e a—— E
"'T+7:S 23+2 dpEI‘(’;,m+1+dp (ET'}’;’LN—> y
k,m K/k

— rp est le nombre de places finies, en dehors de T, se ramifiant dans
K/k,
— ig est le nombre de places de S inertes dans K/k,
alors K admet une p-T-S tour infinie.

ou

On peut énoncer un second corollaire en remarquant que celui-ci a été
établi par Schoof [Scho, §3, proposition 3.3]:

COROLLAIRE 5.2.

Soit K[k cyclique de degré p ; désignons par py le nombre de places finies
de k se ramifiant dans K/k, et par p., le nombre de places infinies de k
inertes dans K/k (i.e le nombres de places infinies se complexifiant dans
K/k).

Ainsi si

Eord
o 23+ 2/ EF +1+d, | ——2——
Po+P sl + + p(EgtanK/k>,

ot EY¥4 et EY™ désignent les groupes d’unités au sens ordinaire de K et de
k, alors K admet une p-tour au sens ordinaire infinie (T' =0, S = pl} ).
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REMARQUE 5.1.

Si K est une extension quadratique totalement imaginaire sur un corps
k totalement réel de degré n sur@, alors avec p = 2,si py > 3+2vn+1, K
admet une 2-tour infinie (ici le sens restreint équivaut au sens ordinaire ),
ol po est égal au nombre de places finies se ramifiant dans K/k.

On retrouve ici un résultat de Martinet [Mar, §3, page 68]; de plus,
comme ’observe Martinet, si n = 10 l'inégalité est satisfaite dés que py =
10.

Observons le schéma suivant :

K

5
/ M
a(vam). / ot F = Q(v/=31301) et
F k est le corps de Hilbert au
sens ordinaire de Q (\/40_1)
s
Q

On peut mettre en paralléle cette construction avec celles de Schoof
[Scho] et de Matsumura [Mat]; on remarque que 3 et 13 sont inertes dans

Q (\/401) /Q, par conséquent ces deux places se décomposent totalement

dans k/Q (\/Zﬁi_) ; en observant que de plus ces places se ramifient dans
K /k, alors on a py = 10, et ainsi K admet une 2-tour infinie.

1l vient alors que F a une tour infinie au sens ordinaire (= au sens
restreint) ; on peut & ce propos noter que |Drsp|*/? ~ 125.05, i.e a(0,1) <
125.05... [Mar §1]; on trouve ici un exemple établi par B. Schmithals
[Schm, exemple 2]. Par une construction identique, on peut également
retrouver ’exemple 1 de B. Schmithals [Schm, exemple 1], i.e que le corps
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Q(+/—3.5.7.127) a une tour de Hilbert infinie au sens ordinaire ; cet exemple
permet de majorer (0, 1) par 115.47... et améliore le plus petit majorant
de a(0,1) pour un corps quadratique, établi précédemment par Martinet,
et qui était de 139,21... pour Q(\/_——3.5.17.19) [Mar, §5, exemple 5.3].

EXEMPLE 5.2. On peut reprendre le schéma précédent avec Q (\/ 577) et
Q(\/—S.ll) ; dans ce cas, c]%'(d\/ﬁ = Cy, dzclj}d = 1 et ainsi par action
de Gal(K/M) sur c1(2),

dyd =1 (3) .

Par le théoréme 3.1, on sait que K a une 2-tour infinie si dgcl‘}{’d > 10,
par conséquent si dzcl‘};d > 8.

Lors de la démonstration du théoréme 5.1, on voit que dzcl‘}(’d >po—1;
ici Po = 9. v

Ainsi M admet une tour de Hilbert infinie; dans ce cas, nous avons
a(0,1) < 179. On peut noter qu’une utilisation directe du corollaire 5.2 ne
permet pas de conclure.

REMARQUE 5.2.
Avec un schéma identique, on peut avoir une meilleur majoration de

a(0,1) avec le corps Q (\/577) si on le compose avec Q(\/—5.7).

EXEMPLE 5.3.

Désormais on considére K/k une extension cyclique de degré 2 ; on désire
etudier la 2-T'(K)-S(K) tour de K, ou T(K) et S(K) sont des ensembles de
places de K stables par Gal(K/k); S(K) est la réunion de Sy(K), ensemble
de places finies, et de So,(K), ensembles de places archimédiennes.

A ces ensembles, on peut associer des ensembles de places de k, Sy(k)
et S (k) tel que Sp(K) = {w € plk, w|v, v € Sp(k)} et S (K) = {w €
plx, wlv, v € Sw(k)}-

11 faut remarquer que la 2-tour 7'( K')-ramifiée modérée, S(K)-décomposée
de K est la méme que sa 2-tour T'( K )-ramifiée modérée, S/(I?)-décomposée,
ou S/(I?) est ’ensemble des places de K au-dessus de S(k) U+, et ou 7 est
I’ensemble des places de k se complexifiant dans K/k.

Dans 'inégalité du corollaire 5.1, rr +i5 devient 7 +ig + ||, par contre
S(k)Uy
intervient & droite de 'inégalité d ( S(k)j_’y'" ) 3 la place de
Ek,m n NK/k
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S
o (B
EX® N,
K/k

Cette remarque est intéressante si

S(k)U S(k)
d, Ek,(m) ! —d, (__h___ <l
B\ N S N !

S(k)
lorsque K/k est peu connue, on remplace (—#—-—) par E,f(,',? ; la

NK/k
difference dzES(k)U" d, ES étant majorée par 1, on voit alors qu’il est
préferable d’utiliser S(k) U~ au lieu de S(k) dés que |y| > 1.

INlustration numérique:
Dans ’extension quadratique Q(\/23) /Q, se ramifient les places au-

dessus de 2 et de 23; 5 est inerte dans cette extension, par contre 7 et 41
se décomposent respectivement en v;, vy, v4 et vy;. On peut également

noter que le groupe des unités au sens ordinaire de Q (\/ 23) est engendré

par (—1, &), olt g = 24 + 5v/23.
Considérons alors le schéma suivant :

K
k=Q (\/2—5‘)//‘ les places au-dessus de 2, 5, 7
N

et 41 se ramifient dans K/k.

/ Q(v=25741)
L

Nous allons montrer que &, est partout norme locale dans K/k:
e o étant totalement positive, £¢9 est norme locale dans les différents
plongements archimédiens de K/k ;
e pour une place v|2.5.7.41, v finie, 'extension K /k étant non ramifiée
en v alors tout unité locale de k, ( et donc €) est norme dans K, /k, ;
e pour v = 5 (5 inerte dans k/Q) :
on utilise Pexpression du symbole modéré [Se, chapitre XTIV, §3];
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er € Nk /i, Uk, < (€0,—2.5.741); =1,

avec ici (g9,—2.5.7.41)5 = (%) ; il suffit ensuite de remarquer que gy =
4 (5).

e en appliquant la démarche précédente aux places divisant 7 et 41
puis en remarquant que o = 4 (v7), €0 = 9 (v3), €0 = 49 (va1), &0 =
25 (v},), alors on conclut que €y est partout norme locale dans K/k, sauf
éventuelement en v|2.

On récupére le cas ol v = v, par la formule du produit.

A présent, on désire étudier la finitude de la 2-tour de Hilbert de K (ici
sens restreint = sens classique).

1) On prend S, (k) = 0: I'inégalité du corollaire 5.1 indique que si

E+
>3+2V3+dy | —2—
po23+2V3+ Z(E:HNK/I;),

K a une 2-tour infinie au sens restreint, i.e pour py > 7.
2) On prend S (k) = pl}’,, ; ici 'inégalité donne:

po+2>3+2V3+1, iep,>6.

Par construction p, = 6, ainsi seul le second cas permet d’affirmer que
K a une 2-tour infinie.

6. Tour infinie au sens restreint et finie au sens ordinaire.

1) Exemples de corps ayant une tour infinie au sens restreint
(T = S =10) et une tour finie au sens ordinaire (T' =0, S =pi; ).
Prenons le schéma suivant :
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K

ou:
k est le corps de Hilbert

de Q(v/-p);

p et ¢ sont premiers;
Lo

P=3(8);
Q(v-p) | / X, Y entiers

g =1 (4) est de la forme
(i.e ¢ se décompose

L=Q(/p9) totalement dans k/Q).

Ainsi, les places au-dessus de g et de 2 se ramifient dans K/k ; elles sont
au nombre de 3h. En appliquant le corollaire 5.2, on en déduit que pour
h > 5, K a une 2-tour infinie.

En remarquant que K /L, est non ramifiée, puis que Ly /L est non ramifiée
pour les idéaux, alors il en résulte que L a une tour infinie au sens restreint
dés que h > 5.

Finitude de la tour au sens ordinaire de L :

Le corps L apparait dans le schéma suivant :
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DLl

—7
//Q(ﬁ)

Si c]l,g'(‘i/ﬁ) = ]&‘iﬁ) =1, et si de plus c1™! = c19¢(2), alors:

Q

i) L; est le corps de Hilbert au sens ordinaire de L;
ii) par la proposition 1.1, cl%'ld(2) =1;

iii) pour ! premier, [ # 2, cl‘,’fld(l) =1.
Ainsi sous les conditions précédentes, L; est la tour de Hilbert au sens
ordinaire de L.

On peut remarquer, par la formule du paragraphe 2, que le 2-rang du
groupe des classes au sens restreint de L est égal & 2.

EXEMPLES 6.1.

Le corps Q(v53.131) a une tour infinie au sens restreint et une tour

131+1
finie au sens ordinaire (p =131, ¢ =42 +4 + +

=353, h =5 [Or]).

2) Exemples de corps ayant une 2-tour infinie au sens resteint
et une 2-tour finie au sens ordinaire.

On part du schéma suivant :
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K

h=2*
ou:

Lo k est le corps de Hilbert
de Q(v/=pl);
p=14),l=q9q=34),
q de la forme

L = Q(v/pql) X+ XY + Y%’%.

Pour A = 16 et en appliquant le corollaire 5.2, alors K a une 2-tour
infinie et par conséquent L a une 2-tour infinie au sens restreint ; on peut
remarquer que le 2-rang du groupe des classes au sens restreint de L vaut
2.

ord

De plus —-—I'E—z = 2 ici; cl‘}fd(2) est donc cyclique, ainsi par la propo-

clf’

sition 1.1, L a une 2-tour finie au sens ordinaire.

EXEMPLE 6.2.

Les corps Q (+/3.157.571 ), Q(V/5.179.911) ont une 2-tour infinie au sens
restreint et une 2-tour finie au sens ordinaire.

A P’aide des tables numériques de B. Oriat [Or], pour le premier exemple,
157.3+1
onprend p=157, | =3, ¢=92+9.2+ 22—Z+— = 571, puis
1+5.179

p=25,1=179, ¢ = 32+3.2+22 1

= 911, pour le second exemple.
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7. Introduction d’une constante a(m,r;,rs).

a) Quelques calculs.

Dans ce paragraphe, k désigne un corps de nombres et 7' un ensemble de
places finies de k ; K est une extension finie de k. On suppose que I’extension
K[k est T-ramifiée modérée.

Pour L une extension finie de K, également T-ramifiée modérée, nous
désirons évaluer le discriminant Dy, de I’extension L/k en fonction du
discriminant D/ de K/k.

Notons n = [L : k], no = [K : k], etny = [L : K]; T(K), T(L)
désigneront les ensembles de places de K et de L au-dessus de 7. Pour une
place v de T', w désignera une place de K au-dessus de v ; W sera une place
de L au-dessus de w.

1l vient immédiatement la relation suivante:

Dl = |Dxp|™ -Nese(Dryx)

— IDK/klnl -NK/k ( H wzwlw(ew(L/K)—l)-fw(L/K)
weT(K)
ol ew(L/K) désigne l'indice de ramification de W dans L/K et fy(L/K)
le degré résiduel de W dans L/K.
Cette égalité provient du fait que L/k est T-ramifiée modérée [Fr, théo-
réme 2, page 21].
On rappelle les points suivants:

o N = E Cw(L/K).fw(L/K), Yw Ele;

W|w
o NpxW = wWw/E) wW e pl;.
Ceci permet d’obtenir:

Dol = Pral™ Nep| I W™y Lwie IWE/E)
weT(K)

-1
= lDK/klnl' Nk/i ( H w"l) . Ny ( H (NL/KW)) .

weT(K) WET(L)

On a alors la proposition

PROPOSITION 7.1.
Sous les hypothéses de la partie a), on a la formule:
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1 -

n »o
|DL/k|:- ( H NL/kW) ='DK/ch;%- ( H NK/kw) .

WET(L) weT(K)

REMARQUE 7.1.
Si les extensions sont non ramifiées, il vient :

1 L
[Drje|™ = [Drye|™ .
b) Définition de a(m,ry,72).

Dorénavant posons k£ = Q et soit Dk la valeur absolue du discriminant
absolu d’un corps de nombres K, i.e Dx = |Dk/g|-

Soit m un produit de nombres premiers distincts ; notons par T I’ensemble
des places de Q divisant m; alors Ag(m) désignera, pour un corps de
nombres K, la valeur absolue du discriminant étendu, défini comme suit :

AK(m) = DK. H NK/Qw.
weT(K)

Pour 7, r, deux entiers positifs, et pour ng = r, + 2r,, définissons alors
A,,, »(m) comme étant le minimum des A x(m) lorsque K parcourt I’ensem-
ble des corps de degré n multiple de ng, pour lesquels 7, (K) et ro(K) sont
dans les mémes proportions que r; et ;.

On peut alors définir a(m,r1,72):

a(m,ry,7s) = liminf A, ,,(m)*/".

c) Propriétés.

i) a(1,71,73) coincide avec la constante classique a(r;,rs) étudiée
notamment dans [Mar].

ii) Soit K un corps de degré n multiple de ny = r; + 2r,, respectant
71 et 72 ; supposons que K admette une tour T'(K)-ramifiée modérée, pl oo-
décomposée infinie, alors par la proposition 7.1, on a I'inégalité suivante:

a(m,ry,79) < AK(m)%.
iii) On a pour tout corps K, Dx < Ak(m); ainsi si I'on note par
dp,,» le minimum de Dg lorsque K parcourt les corps de degré n multiple de

Mg = 71+ 273, pour lesquels 7, (K) et r,(K) sont dans les mémes proportions
que r; et r2, on a
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dn 410 < Ano n(m) ;
par conséquent, lim inf d},/o"n < hmmf Angn(m)/™,
On en déduit que a(ry,rs) < a(m T1,72) €t de maniére plus générale
a(m',r1,r2) < a(m,ry,r2) pour m'|m.
iv) Si on remarque que Ax(m) < m™.Dg, alors I'inégalité

a(m,r1,72) < m.a(ry,ra).
est immédiate.

d) Utilisation ”grossiére” des bornes d’Odlysko.

On connait par les travaux d’Odlysko, Poitou et Serre, une minoration
de Dg, qui se traduit pour Ag(m) de la maniére suivante :

l

Ag(m)/™ > ( H NK/Qw) (60. 83) (22 38) (l+ o(- ))
weT(K)
ou n est le degré de K, avec n = r1(K) + 2r;(K).
1l vient alors:

a(m, ) > (60.83)% (22.38) %, ol ng = 1y + 2r.

PROPOSITION 7.2:
Si un corps K de degré n (n =r,(K) + 2r(K)), vérifie

AK(m) < (60. 83) (22 38)
alors K a une tour T-ramifiée modérée, non complemﬁee, finie.

EXEMPLES 7.1.

1) Tout corps quadratique réel K tel que Ax(m)? soit strictement inférieur
3 60.83 admet une T-plk o, tour finie.

Par exemple @(v/5) a une T-plx o, tour finie, avec T = {2, 3}.

2) Tout corps quadratique réel K tel que Ax(m)? soit strictement inférieur
a 22.38, admet une T-tour finie au sens restreint.

3) Pour K =@, Ag(m) = m, et ainsi pour m < 60,@ a une T-tour finie
au sens large, et pour m < 22,@ a une T-tour finie au sens restreint.

4) Soit K/ une extension T-ramifiée modérée tel que

m < (60.83) e (22.38) 2lfr<=(§1), oum = H v, alors K admet une 7-

veT@)
Plk, tour finie.
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