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A Propos de la Tour Localement Cyclotomique d'un Corps de Nombres 

By J.-F. JAULENT and C. MAIRE 

Abstract. We adapt some recent results on Hilbert e-towers of number fields to 
locally cyclotomic e-towers (i.e. logarithmic towers). 
R~sumd. Nous adaptons des r6sultats r6cents sur le probl~me de la tour de Hilbert 
d'un corps de nombres au cas de la g-tour localement cyclotomique. 

Introduction 

Soient k un corps de nombres, g u n  nombre premier, et Clk le g-groupe des classes 
logarithmiques de k (cf. [5]). On sait que la conjecture de Gross g6n6ralis6e postule 
la finitude de ce groupe. 

Ainsi dans toute la suite, nous supposerons v~rifi~e cette conjecture dans les 
corps que nous considdrons, autrement dit que les g-groupes des classes logarith- 
miques qui interviennent sont finis. 

A partir de k et de ce groupe, il est d6fini dans [6] une g-tour localement cyclo- 
tomique de k, construite sur le module de la g-tour de Hilbert. Nous nous proposons 
done de regarder certains r6sultats autour du probl~me de la tour de Hilbert dans ce 
cadre pr6cis. 

Tout d 'abord nous rappelons la d6finition du groupe des classes logarithmiques 
(w 1), puis celle de la e-tour localement cyclotomique, ainsi que les premieres pro- 
pri6t6s de cette tour. Nous appliquons ensuite un r6sultat de th6orie des genres h 
l'extension K / k  afin de donner un critbre d'infinitude de la g-tour localement cy- 
clotomique de K portant sur le nombre de places logarithmiquement ramifi6es dans 
K / k  (w Nous illustrons ceci en donnant de nombreux exemples de corps quadra- 
tiques ayant une 2-tour localement cyclotomique infinie (w 

Dans la derni~re section enfin nous donnons quelques renseignements sur le 
groupe des g-classes logarithmiques du premier &age de la tour, que nous illustrons 
pour g 7~ 2 par des exemples quadratiques (w 

1 Rappels sur le s des classes logarithmiques 

Pour toute la suite g d6signe un nombre premier fix6. Les r6sultats de [4] et [5] que 
nous utilisons peuvent se rdsumer comme suit: 
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1.1 Valeur absolue ~-adique et valuation logarithmique. Si K/k d6signe une 
extension de corps de nombres et ~ une place finie de K, la quantit6 

~q3(K/k) = [K~ : K v •kpQp], 

off ~]p[p et Q~"p est la Z-extension cyclotomique de Qp (i.e. le produit des Zq- 
extensions cyclotomiques de Qp pour tousles q) est, par convention l'indice de ram- 
ification logarithmique de g] dans K/k: .  Lorsque l'extension K/k est galoisienne, 
le groupe de Galois Gal(K~/kp A kpQp) est dit groupe de ramification logarith- 
mique ~ dans K/k et not6 Inq3(K/k); il peut donc ~tre vu comme un sous-groupe 
de Gal(K/k). 

Le degr~ r~siduel logarithmique est, lui: 

~q3(K/k) = [K,-r N kpQ~ :kp] = [Kg~ "kol/'gg~(KIk). 
Par suite, comme dan s le cas classique, le produit e'q3 (K/k)  fq3 (K/k)  coincide avec 
le degr6 local [Kq3 : kp]. 

Soit maintenant k un corps de nombres et pun premier de k. La valeur absolue g- 
adique et la valuation logarithmique sont d6finies sur le compactifi6 s ~.p = 

�9 x x ~  n x .  
li_mkp/kp du groupe multiplicatif kp, pour x E Ze x, notons (x) l'616ment du 
sous-groupe des unit6s principales qui apparait dans la factorisation canonique de 
x; la valeur absolue g-adique est d6finie alors par la formule: 

(Np-Vp(X)), sip ~ g 

Ixlo= (Np(x)Np_Vp(x)) ' s i p l s  

N 6tant la norme absolue, Np la norme de kp/Qe, et vp la valuation en p. 
Pour p 6tranger ~ g, il est commode de poser deg(p) = Loglw p, puis deg(s -= s 

pour s # 2, et deg(g) = 4 sinon. On d6finit ensuite le degr6 de p par 

deg(p) = j~ (k/Q) deg(p). 

La valuation logarithmique est alors donn6e ~ partir de la valeur absolue g-adique 
[" Ip et du degr6 r6siduel logarithmique par la formule: 

~,p _ - l o g  l.  I ~  

deg(p) 

1.2 Unit~s logarithmiques locales et globales. Le g-groupe des unit~s logarith- 
miques locales est le noyau '~p de ~'p dans ~p.  Remarquons que si p et s sont 
6trangers, ~p s'identifie au sous-groupe de g-torsion des unit6s locales de k e n  
p. Par contre, s ip divise g, ~p est le produit direct du sous-groupe des racines 
de l'unit6 d'ordre g-primaire contenue dans kp par un Ze-module libre de rang 
[kv : Qe] (cf. [5]). On voit par 1~ que pour une place finie p, ~p ne se distingue 
du sous-groupe unit6 ~/0 de ~p que pour p [ s Enfin, pour une place infinie p, le 
groupe U 0 coincide avec le groupe ~p.  

r e s  

Par suite, le g-adifi6 ~k du groupe des id61es, d6fini comme le produit l-[ ~p 
restreint aux familles (xp)p dont tous les termes, ~ l'exception d'un nombre fini 
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d'entre eux, tombent dans ~/p, contient comme sous-module compact le produit 
'/lk des '~p, qui est ainsi le sous-groupe des unitds logarithmique semi-locales. 

Comme Jk contient par ailleurs le ~yon ,~k = Ze | k • ou s des idbles 
principaux, l'intersection Ck = ~k 71 '/2k est le s des unit~s logarithmiques 
globales de k. Sous la conjecture de Gross, ce groupe est le produit direct du sous- 
groupe des racines de l'unit6s d'ordre s par un Ze-module de rang rk + Ck, 
oh rk est le nombre de places r6elles de k et ck celui de places complexes. 

1.3 Diviseurs et classes logarithmiques. Le s Dlk des diviseurs logarith- 
miques de k est le Ze-module libre construit sur les places finies de k; c'est encore 
l'image du quotient ~k/'//k par la famille des valuations logarithmiques (v'o)o 

p c PI~ ) 

Le degrd d'un diviseur logarithmique 0 = ~ app de k est par convention la quantit6 

deg k (0) = ~ ap deg(p). 

Le sous-module DIg de DI~ form6 des diviseurs de degr6 nul est ainsi l'image 
~ / ' ~ k  dans Dlk du noyau Jk dans ~k de la formule du produit pour les valeurs 
absolues ~-adiques. L'application Ze-lin6aire dlk: 

x (x)p, 

envoie alors ~k sur un sous-module ff~/k de Dlk (cf. [5]); on dit que ~/k est le 
sous-groupe principal de/~lk, et le quotient 

= D k/ %k 

est par d6finition le e-groupe des classes logarithmiques du corps k. Lorsqu'il est 
trivial on dit que k est logarithmiquementprincipal, ou encore log-principal. 

2 Compi~ments sur la e-tour localement cyclotomique 

Patrons de l'interpr6tation naturelle du s des classes logarithmiques comme 
groupe de Galois d'une s ab61ienne: soit k tc la s ab61ienne lo- 
calement cyclotomique maximale de k i.e. la plus grande pro-e-extension ab61ienne 
de k qui est compl6tement d6compos6e sur la Ze-extension cyclotomique k c de ken 
chacune de ses places. D'apr~s [5], le sous-~oupe norrnique de ~k attach6 h k lc par 
la th6orie ~-adique du corps de classes est ~/k~k, tandis que celui attach6 h k cest 
~k. I1 vient donc canoniquement: 

Gal(klC/k c) ~ ~k/~lk~k ~-- Clk, 

de sorte que le groupe Clk mesure bien l'obstruction globale au problbme du plonge- 
ment dans la Ze-extension cyclotomique. 

Cela 6tant, il est construit dans [6] une suite d'extensions de la fagon suivante: 
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Partant de k0 = k, on d6finit kn+l comme la g-extension ab61ienne localement 
cyclotomique maximale de kn d'exposant  celui de Clk, (c 'est  ~t dire comme le com- 
positum des sous-corps de kin c fix6s par les y.c, o f  y d6signe un relbvement arbi- 

traire h Gal(klnC/kn) d 'un g6n6rateur topologique de Gal(kC/kn) -~ Z~, et c parcourt 
OO 

~ l k n  __ lc c Gal(k n / k n )  ). Et on pose finalement k ~  = U kn. 
n = 0  

Si [k~ : k] est fini, on dit que la tour est finie; sinon on dit qu'elle est infinie. 
Le premier cas se produit si et seulement si k possbde une extension finie K qui est 
log-principale (cf. [6]); dans le deuxi~me cas aucune extension K finie de k n 'admet  
elle-m~me une telle tour finie; en d'autres termes la pro-g-extension localement cy- 
clotomique maximale K tC est alors de degr6 infini sur sa Ze-extension cyctotomique 
K c. 

I1 p e ~  ~tre int6ressant dans ce demier cas de pr6ciser le comportement des 
groupe Clk,, dans la g-tour localement cyclotomique k~ /k :  convenons de dire 
qu 'une suite (Fn/k)nci ~ de sous-extensions finies de k ~ / k  est exhaustive lorsqu'on 
a k~  = U Fn. F. HAJIR [3] a not6 que si un g-groupe G passe le test de Golod- 

t lEN 

Shafarevich, i.e s'il v6rifie d 2 _> 4r (off d est le hombre minimal de g6n6rateurs et r 
celui de relations), alors G n 'est  pas pro-g-analytique et qu'ainsi pour toutes suites 
Gi d'ouverts  de G, le g-rang des Gi tend vers l'infini. En particulier, cette remarque 
s' adapte parfaitement • notre situation. 

Th~or~me 2.1. Soit r~ le nombre de places r~elles de k et ck le nombre de ]~laces 
complexes, 3k = 1 si k contient ~e et 0 sinon. Si le g-rang deClk de Clk est 
sup~rieur ou ~gal ~ 1 + 2~/rk + ck + 1 + 3k, alors pour toute suite exhaustive de 
sous-extensions finies Fn/k de k~ / k ,  l'ordre du g-groupe CIF, des classes loga- 
rithmiques de Fn tend vers l'infini avec n. 

Preuve. En effet, d 'aprbs [6~ G = Gal(k~/k)  passe le test de Golod et Shafarevich 
dbs que l 'on a l'in6galit6 deCl~ > 1 + 2~/rk + ck + 1 + 6k. [] 

Nous allons voir comment  am61iorer ce crit~re h l 'aide de la th6orie logarith- 
mique des genres darts le cas d 'une g-extension cyclique K / k  de corps de nombres, 
en nous inspirant des m6thodes existantes pour les tours de Hilbert. Le r6sultat 
principal de cette section s '6nonce comme suit: 

Th~or~me 2.2. Soit K / k  une extension cyclique de degr~ g. Conservons les nota- 
tions pr~c~dentes et notons alors pK/~ la somme du nombre de places r(elles de k 
se complexifiant dans K / k et du nombre de places finies de k ayant un indice de 
ramification logarithmique non trivial. 

Alors l'in~galit~ 

Px/k >_ 2 + 2~/rk + c k  + 1 +~k  + de~k, 

implique que la g-tour localement cyclotomique K ~ /  K est infinie. 

Corol la i re  2.3. (Application aux cas quadratiques) i) Soit F = Q(~/d)  un corps 
quadratique r~el. S'il y a au moins 8 places qui se ramifient dans F/Q, alors la 
2-tour F ~ /  F est infinie. 
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ii) Soit F = Q(~/---d) un corps quadratique imaginaire: S'il y a au moins 7 places 
finies qui se ramifient dans F/Q, alors la 2-tour F ~ /  F est infinie. 

Bien entendu, ce r6sultat peut &re am61ior6 par exemple si 2 est logarithmique- 
ment ramifi6e dans F/Q: ainsi dans [6], il est donn6 les deux exemples suivants: 
Q&,/3.5.7.11.13.17), et QG,/-3.5.7.11.13.19). 

La preuve du th6or~me 2.2 repose sur un r6sultat g6n6ral de la th6orie logarith- 
mique des genres que nous allons maintenant 6tablir. 

Th~or~me 2.4. (Suite exacte des g-genres logarithmiques) Soit K / k  une g-ex- 
tension ab~lienne et M le g-corps des genres logarithmiques relatifs it l'extension 
KtC/k, c'est ~ dire la plus grande sous-extension de K lc qui est abdlienne sur k. 
Pour chaque place p de k, notons Dp(M/k)  (resp. Ino(M/k ) le groupe de d~- 
composition (resp. sous-groupe d'inertie logarithmique) dans l' extension ab~lienne 
M/k.  Les symboles locaux de reste normique conduisent alors glla suite exacte 
courte." 

~ Arlo c ,~ ~ >  I n Do(M/k) *,  al(M/k 1. 
P I ~ p c Pl  ~ 

Preuve du Th6orbme 2.4. Rappelons tout d'abord l'ordre de Gal(M/k to) (cf. [5]): 

IGal(M/klC)l = 1-Ipl~ dp(K/k)  1-IpcplO "eo(K/k) 
M.Io c . , (1) 

n o . K / .  

o~ dp(K/k  ) est l'ordre du sous-groupe de d6composition de p dans K/k ,  et ~ N 
.A/'K l o c  /k le groupe des unit6s logarithmiques de k qui sont normes locales partout dans 
K/k .  Les deux morphismes q5 et �9 sont d6finis de la manibre suivante: 

: e ~ t~) (e, M/k)  v 
P 

est donn6 par les symboles locaux de r6ciprocit6 (., M/k)  v, et le second ~ par la 
formule du produit: 

�9 "(~crvw-~I--Ia v. 
p 

1) 

Bien entendu, on a Im(~)  C ker(qb) et Ira(dO) = Gal(M/k to) par maximalit6 de k It. 
. . . .  ~ l o c  Cela 6tant, les 6galltdS ,mmedmtes Sk A Jg~/k = ~'k f3 eglr~ et gO (M/k)  = go (K /k )  

assurent alors l'exactitude de la suite. [] 

Preuve du ThdorOme 2.2. La suite exacte du th6or~me 2.4 conduit ~t l'in6galit6: 

deClx >_ de Gal(M/k c) - de Gal(K/k) 

> PK/k -- de'~k - 1. 

La fin provient du th6or~me 2.1. [] 
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3 Applications aux corps quadratiques 

Nous nous proposons de donner des exemples de corps quadratiques ayant peu de 
ramifcation et une 2-tour localement cyclotomique infinie. Pour cela nous nous 
inspirons des constructions classiques dans le cadre des e-tours de Hilbert (cf. [8] 
par exemple). 

Rappelons en le principe: Soit Qe~ la Z2-extension cyclotomique de Q et Qi le 
i-bme 6tage de Q ~  (i.e. Q0 = Q, Q1 = Q(~/2), etc). 

Nous partons de k = Qh, avec [k : Q] = 2h; 6tant donn6 un corps quadratique 
r6el ou imaginaire F = Q(~,/d), avec d sans facteur carr6, on pose K = kF. 
Ainsi sont au moins logarithmiquement ramifi6es dans K / k  les places divisant d 
6trang~res ta 2. Ce nombre est 61ev6 si ces places sont d6compos6s darts k/Q, ce qui 
se traduit par une condition de congruence modulo 2 h. 

Soit maintenant CIF le 2-groupe des classes de F (au sens classique). On a le  
lemme suivant: 

Lemme 3.1. Notons F' l'extension ab~lienne 2-d~compos~e maximale de F. Alors 
1) Si 2 est inerte dans F/Q, l'exposant de CIF divise l'exposant de CIF, 
2) Si 2 est ramifid dans F/Q et si Q1F n'est ~as inclus dans F' (en particulier si 
Q 1 F / F  est ramifl6e), exp(ClF)/2 divise exp(ClF ), 
3) Si 2 est ramifi6 clans F /Q et si Q1F est inclus dans F', exp(CIF)/4 divise 
exp(CIF). 

Preuve du lemme. Distinguons deux cas: 
Si 2 est inerte dans F/Q, le 2-groupe des 2-classes Cl~. de F (au sens classique) 

coincide a v e c  Clr. Par ailleurs, comme la Zz-extension cyclotomique de F est 
totalement ramifi6e en 2, on a que Cl' F est un quotient de CIF, d'ofa le premier 
point. 

Si 2 est ramifi6 dans F/Q, l'ordre de la classe dans ClF du premier au-dessus 
de 2 est au plus 2. Maintenant, le corps F '  f3 Qc~F est soit F, soit Q1F. Ainsi 
exp(ClF)/2 divise exp(Cl~.) dans le premier cas, et exp(ClF)/4 divise exp(Cl~.) 
dans le second cas. [] 

Si l'on prend suffisamment de places divisant d, il suit du th6orbme 2.2,,9ue K 
a une 2-tour localement cyclotomique infinie. De plus si l'exposant de ClF est 
au-moins 6gal ~ 2 h, alors le premier 6tage F1 de la 2-tour de F contient K. Cela 
implique en particulier que la 2-tour localement cylotomique de F est infinie d'apr~s 
le paragraphe 2. 

Proposition 3.2. II existe une infinit~ de corps quadratiques imaginaires F avec 
seulement trois places ramifi~es sur Q, ayant une 2-tour localement cyclotomique 
infinie; par exemple le corps Q(~/-~.7.47). 

De m~me, il existe une infinit~ de corps quadratiques r~els F avec seulement 
quatre places ramifides sur Q, ayant une 2-tour localement cyclotomique infinie; 
par exemple le corps Q(~/5.31.79.1249). 

Preuve. Posons k = Q2 et distinguons les deux cas: 
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a) Consid6rons d 'abord les corps quadratiques imaginaires F = Q ( x / ~ )  avec 

(11) (lz ) = l etll.12.13 = 3 (mod 8). 1 3 = 1  (rood 16),122-= 1 (mod 16), /S = /.S 

Nous pouvons alors noter que 13 se d6compose totalement dans k/Q. Soit K = 
kF. Le th6orbme 2.2 appliqu6 ~t K / k  montre que K a une 2-tour localement cy- 
clotomique infinie d~s que PK/k est sup6rieur h 12. Or ici quatre places r6elles se 
complexifient dans K~ k, quatre places au-dessus de 13 sont logarithmiquement ram- 
ifi6es dans K/k ,  deux places au-dessus de 12, une au moins au-dessus de ll, et la 
place au-dessus de 2; il vient donc PK/k > 12. 

Pour conclure, il suffit alors de noter que par le choix des li, le 4-rang de CIF est 
au moins 6gal h 1 (cf. [2]). Ainsi d'apr~s le lemme 3.1 (point 1), il suit que 4 divise 

exp(ClF). 
b) Regardons maintenant les corps quadratiques r6els F = Q(~/11.12.13.14), avec (/,) pour i = 1, 2, 3, li = 4-1 (mod 16), F2 = F3 = ~ = ~ = ~3 = 1, et 

11.12.13.14 = 5 (mod 8). Nous concluons comme pr6c6demment. [] 

Pour terminer cette partie, nous recherchons des corps quadratiques ayant le 
moins de ramification possible ou bien ayant un petit discriminant et une 2-tour 
localement cyclotomique infinie. Ces exemples sont obtenus de deux faqons dif- 
f6rentes: la premiere famille d 'exemples  provient de la connaissance du groupe des 
classes. La seconde est obtenue apr~s un calcul direct de CIF ~t partir du programme 
6labor6 par F. DIAZ Y DIAZ et F. SORIANO (cf. [1]). 

Proposi t ion 3.3. 1) Soit p u n  nombre premier congru fi 1 (mod 64). Supposons 
que l'ordre du groupe des classes de Q ( ~ / ~ )  soit divisible par 32. alors Q ( ~ / ~ )  
a une 2-tour localement cyclotomique infinie; par exemple Q ( ~ / ~ ) .  
2) Soit p u n  nombre premier congru ~) - 1 (mod 64). Supposons que l'ordre du 
groupe des classes de Q(~/----~.p) soit divisible par 64. alors Q ( ~ / ~ )  a une 
2-tour localement cyclotomique infinie ; par exemple Q(~/----~. 1087). 
3) Soient 11 et 12 deux premiers, v~rifiant 11 = -12 --- 1 (mod 64), et tels que 
le 2-groupe des classes de Q ( x / / l ~ )  soit d' ordre au moins divisible par 32. Alors 
Q(~//-~-~./~) a une 2-tour localement cylotomique infinie ; par exemple Q ( ~ / ~ ) .  

Preuve. Prenons k = Q4, puis notons par exemple que pour le point 2, nous sommes 
dans la situation 3 du lemme 3.1. [] 

Proposi t ion  3.4. II existe des corps quadratiques imaginaires avec une seule place 
finie ramifi~e sur Q (au sens classique et logarithmiquement), ayant une 2-tour 
localement cyclotomique infinie; par exemple les corps Q(~/----p) avec 

p = 3967,4159. 

Preuve. Consid6rons les corps Q(~/---fi) avec p -= - 1  (mod 64) et prenons k = 
Q4. Pour lesexemples  donn6s plus haut, nous calculons CIF, et remarquons que 16 
divise exp(ClF). Ce sont les seuls corps sous ces conditions avec p < 5000. [] 



246 J.-E Jaulent and C. Maire 

Proposit ion 3.5. II existe des corps quadratiques reels avec seulement deux places 
ramifides sur ~ (au sens classique et logarithmiquement) ayant une 2-tour locale- 
ment cyclotomique infinie; par exemple les corps Q(~/l~.I2) avec 

11.12 = 127.1151, 1151.1663, 

ou encore avec 

11.12 = 193.257,193.1217, 449.577,577.1601,641.769. 

Preuve. Nous consid6rons les corps quadratiques F = ~ ( ~ / ~ )  avec 11 = 12 =- 
-4-1 (mod 64), et 11.12 --- 1 (mod 64). Nous nous assurons ensuite que 16 divise 
exp(ClF). Nous obtenons ainsi les deux familles d 'exemples.  Nous avons 6nonc6 
tous ceux avec l~, 12 < 2000. 

I1 est h noter que pour Ii -= 12 ~ - 1 (mod 64), le 2-groupe des classes de F (au 
sens classique) est trivial. [] 

Enfin citons les deux corps quadratiques imaginaires suivants, en remarquant que 
ceux-ci ont un petit discriminant: 

Proposit ion 3.6. Les corps ~(~/-~.1~3) et ~ (~ /~  17.127) ont une 2-tour locale- 
ment cyclotomique infinie. 

Preuve. Pour F = ~ ( ~ / ~ ) ,  nous avons: 

(i) 8 divise exp(C/F), 
(ii) ll = •  (mod 32) 

(iii) 124 = 1 (rood 32) 

I1 suffit alors pour conclure de prendre k = Q3. [] 

4 Etude du premier ~tage de la tour loealement eyelotomique 

Fixons un corps de nombres K et notons G = Gal(Koo/K). Observons que G est 
un e-groupe et posons G~ b = G/Ge[G; G]. Nous nous proposons de transporter 
dans le cadre logarithmique les r6sultats de [7] bas6s sur le raffinement homologique 
de l'in6galit6 de Golod et Shafarevich donn6 par Schoof (cf. [10]). Notons que cette 
transposition n 'est  pas automatique: par exemple le quotient G ab de G ne s'identifie 
pas au groupe de Galois de K1 sur K. En effet, le sous-corps K ~  de K ~  fix6 par 
[G, G] est la sous-extension ab61ienne (localement cyclotomique) maximale de K 
contenue dans Ko~. Elle contient en particulier Koo A K c qui n 'est  pas, h priori, 
contenu dans K1. Sa sous-extension 616mentaire en revanche coi'ncide bien, elle, 
avec celle de K1 puisque celle-ci contient par construction le premier 6tage de la 
tour cyclotomique KC/K. 

En particulier, il suit: 

G~ b Gal(K1/K) ~ CIK/CIeK • Ze/eZe.  
- GaI(KI/K)e -- 

Notons I l'id6al d 'augmentation de l 'algbbre Fe [G], dG le nombre minimal de 
g6n6rateurs de G, c 'est  h dire le g-rang de Hi(G, •e), puis r6 le nombre minimal 
de relations de G, c 'es t  h dire le e-rang de Hz(G, ~ )  ~- Hi(G, I). La diff6rence 
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rG -- de; est alors le g-rang de H2(G, ge) = H - 3 ( G ,  Ze) (cf. [9], lemme 9) de sorte 
que l'in6galit6 donnEe dans [6] (cf. w preuve du th 11) s'6crit ici: 

Proposition 4.1. Lorsque G est fini, on a r~; -d~; <_ "eK, of~ "eK = rK § "§ est le 
g-rang du groupe gK des unitgs logarithmiques de K, c 'est b dire, sous la conjecture 
de Gross gdngralisde, la somme des nombres rK et CK des places complexes et 
rdelles de K, augmentde de 1 si K contient les racines g-ibmes de l'unitd. 

C'est  ce r6sultat que nous nous proposons d'am61iorer ci-dessous lorsque G est 
ab61ien. Introduisons pour cela les quantit6s 

aG = dimFe (12/13) 

et 
br = dimFt (Hi (G,  I ) / Im(HI (G,  12) --+ Hi(G, I))). 

D'aprbs [7], prop. 6.1, il vient: 

Proposition 4.2. Pour tout g-groupe fini G, on a: dc; 2 = ac; § b(;. 

Examinons successivement les deux termes de la somme. D 'un  c6t6, d 'aprbs [7], 
w nous avons: 

Proposition 4.3. Sous la restriction ~ # 2, si G est abdlien il vient." ar = l d(; (de,§ 
1). 

De l 'autre c6t6 l'in6galit6 imm6diate b(; < dtHI(G, I) <_ d G +  rg e Hz(G, Ze) 
fait apparaitre le groupe H2(G, Z~) = H-3(G,  g t )  ~ H - I ( G ,  ~K~) oh ~K,~ est 
le g-groupe des classes d'idbles du corps K ~ ;  les calculs de [6] w montrent que le 
g-rang du groupe H - I ( G ,  ~K~) est major6 par celui du groupe H~ ~K~) donc 
finalement par le g-rang ~'K du groupe des unit6s logarithmiques de K. Autrement 
dit: 

Proposition 4.4. Lorsque G est fini, on a." bG <_ d~; § ~K. 

Nous pouvons dbs lots 6noncer le r6sultat principal de cette section: 

Th~or~me 4.5. Supposons E ~ 2. Alors si le g-rang 7i~ du E-groupe CIK des classes 
logarithmiques du corps K vdrifie l'inggalitg: 

2r'K -- 1 > x/l § 8(e'K § 1), 

0[~ ~K = rK § CK § 3K dgsigne le g-rang des unitds logarithmiques de K, la g-tour 
localement cyclotomique Koo/ K ne s'arr6te pas au premier dtage K1/K. 

Scolie 4.6. L'indgalitg obtenue est en gdngral strictement plus faible que celle don- 
nde dans [6] (cf th. 11) qui peut 6tre redcrite sous la forme 

2ZK -- 1 >_ 1 + 4(~'K + 1), 

et assure, elle, l'infinitude de la g-tour localement cyclotomique. 
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Preuve du thgorOme. Supposons la e-tour localement cyclotomique de longueur 1. 
Dans ce cas, il vient G = Gal(K1/K) donc d6 = 7"K + 1 et les propositions 4.2 
4.4 ci-dessus nous permettent alors d'6crire: 

(FK + 1) 2 = dG 2 = aG + bG 

<_ �89 + 1) + (rig + YK) = �89 + 1)(7K + 2) + (iK +'~K + I) 

i.e. (27K -- 1) 2 < 1 + 8(7"K + 1), comme attendu. [] 

Pour s # 2, le th6or~me 4.5 montre que pour un corps quadratique r6el 7K >_ 4 
implique Koo # K1. Nous allons voir ci-dessous que ce dernier r6sultat peut encore 
~tre am61ior6 h l'aide de la th6orie des repr6sentations. 

Supposons d6sormais K/k  ab61ienne de groupe de Galois A, d'ordre 6tranger h 
s et plaqons nous dans le cas o~ la g-tour s'arr~te au premier 6tage. L'ab61ianis6 
616mentaire G~ b de G, le quotient AG = 12/13 et le groupe d'homologie BG = 

(Hi(G, I)/Im(Ha(G, 12) ~ Ha(G, I))) sont des lFg [A]-modules finis dont nous 
pouvons comparer les caract~res en re6crivant les in6galit6s 4.1 h 4.4 en termes de 
repr6sentations. 

D6signant par X [M] le caract~re d'un IF/[A]-module M, nous obtenons en effet 
successivement: 

x[G~b] 2 = x[A~;] § X[BG] (cf. prop. 4.2); (2) 

et le premier terme h droite est le carr6 sym6trique du caractbre X [G~b]. D'apr~s [7], 

si X [G~ b] = }-~s=0 ri 0i est la d6composition absolument irr6ductible de X [G~b], il 
est donn6 par la formule: 

x[AG] = ri(ri 4- 1)0 2 -4- Z r i r j O i O j  (cf. prop. 4.3). (3) 
j>i 

Le terme antisym6trique X [B6] satisfait, lui, l'in6galit6: 

X[BG] < x[G~ b] 4- x[H2(G, Ze)/g.H2(G, Zg)] 

r K NK~/K CK~ 

d'o~ la troisi~me formule: 

x [Bal  _< x[a~bl + X [ S K / ~ I  (cf. prop. 4.4 ). (5) 

Enfin, le caract~re X[r du quotient d'exposant g du groupe des unit~s 
logarithmiques est donn6 par [6]; c'est la somme des induits ~ A des caract~res 
unit6s des sous-groupes de ddomposition Ap des places infinies de k, disons ~ Xp, 
augment6 du caract~re (nul ou de dimension 1) du g-groupe #K/#~ construit sur 
les racines de l'unit6 dans K: 
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R6capitulant le tout, nous obtenons en fin de compte l'in6galit6 entre caract~res: 

• ) z  ri(ri -- 1)O 2 - riOi + Z rirjOiCJ <- gp + w. ( 7 )  

i=0  j>i ploo 

Appliquant alors ce r6sultat avec k = Q, nous obtenons: 

Th~or~ine 4.7. Le nombre premier g #tant suppos# impair, soit K une extension 
abdlienne de Q de groupe de Galois A de degrd dtranger g~ g. Et soit ~ = ~ 7r162 

la ddcomposition absolument irr#ductible du caract~re du Fg [ A ]-module CI lf / Cleg . 
Alors, si la e-tour localement cyclotomique K ~ /  K s'arr#te au premier dtage, on a 
l'indgalit# entre caractkres: 

4, 4,#~P 

oit la deuxibme somme a gauche porte sur les paires de caractbres distincts (et 
non sur les couples), X ~  est l'induit ~ A du caractOre unit# du sous-groupe de 
d#composition de la place a l'infinL et co est la caractbre (#ventuellement nul) de 
l'action de A sur le sous-groupe des racines g-ibmes de l'unit# dans K. 

Preuve. Le g-groupe CIQ des classes logarithmiques de Q 6tant trivial, le caract~re 
unit6 n 'est  pas repr6sent6 dans ~'. L'in6galit6 7 appliqu6e h partir de la d6composi- 
tion 

~b r  

conduit alors au r6sultat 6nonc6. [] 

Corol la i re  4.8. Avec les notations du th#orkme, si l' on a: 

(i) ?'~ > 3 pour au moins un (9, ou 
(ii) ?'~ > 2 pour au moins deux (b, ou 

(iii) ?"q~ = 2 pour un q5 et "Vq, = 1 pour un ap ~ q5 -1, 

alors la e-tour cyclotomique ne s'arrSte pas au premier dtage. 

Preuve. Dans l'in6galit6 du th6or6me seul le caractbre unit6 apparait 2 fois h droite, 
tous les  autres caractbres apparaissant au plus une fois. Or la condition (i) fait 
apparaitre h gauche un terme �89 - 1)q~ 2 > 3r la condition (ii) un terme 
?'~?'~r > 44~P; et la condition (iii) un terme 7~7"~r > 2ape avec 4~gr r 1. [] 

Exemple  4.9. Si K est un corps quadratique, la e-tour cyclotomique K ~ / K  ne 
s'arrSte pas au premier dtage pour g 7~ 2 d#s que l' on a rg e CIK > 3. 

En effet, A poss~de un unique caract~re non-trivial; et l 'on conclut par (i). 
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