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Quelques conventions
Les anneaux considérés sont commutatifs et unitaires.

Si A désigne un anneau, on notera par A* les éléments inversibles de cet
anneau.

Si A désigne un anneau principal et M un A module libre de type fini,
on notera par Rang 4(M) le rang de M sur A.

Les extensions de corps sont supposées séparables.
Si K est un corps, on notera par K une cloture algébrique de K.

Si K désigne un corps et x € K, on notera par Irr(z,K) le polynome
irréductible (unitaire) de z sur K.






CHAPITRE 1

ANNEAUX D’ENTIERS

1.1. Eléments entiers

Définition 1.1.1. — Soient A C B deux anneaux. Un élément b € B
est dit entier sur A s’il est racine d’un polynéme unitaire a coefficients
dans A : il existe ag, -+ ,a,_1 € A tels que

b 4 a, "+ ag = 0.
L’anneau B est entier sur A si tout élément de B est entier sur A.

Exemple 1.1.2. — L’élément /2 est entier sur Z, mais 1/2 ne I'est pas.

Exemple 1.1.3. — Tout élément de A est entier sur A. Ainsi A est
entier sur lui-méme.

Proposition 1.1.4. — Les assertions sutvantes sont équivalentes :
(i) L’élément b est entier sur A.
(i1) L’anneau A[b] est un A-module de type fini sur A.
(111) Il existe un sous-anneau M de B contenant A et b, de type
fini sur A (vu comme A-module).

Démonstration. — (i)=- (ii). Soit b entier sur A : il existe ag, a1, ..., a,-1 €
A tels que

" = —ag —arh— -+ — a,_1b" L
Soit M = A+Ab+...+Ab" ! le A-module engendré par 1,0, ...,0" ! (qui
est évidemment de type fini). L’élément b" appartient & M. En utilisant

la formule
bn+z — _aobz _ albz+1 . an_lbn—l—z—l



on montre, par récurrence, que b* € M pour tout k. Comme A[b] est
engendré par b*, k > 0, on en déduit que A[b] = M ce qui donne (ii).

(ii) = (iii). Il suffit de prendre M = A[b].

(iii) = (i). Soit M un module (non-nul) vérifiant (iii) : il posséde un
systéme fini de générateurs mq,...,m, € M. Comme bM C M, il existe
a;; € A tels que

by = anmy + aiema + -+ anmy,
bmy = axmy + agama + -+ - + ag, My,
bmn = Ap1My + ApaMa + - -+ AppMy,
Donc (my, ..., m,) peut étre vu comme une solution non-triviale du sys-

téme linéaire
(CLH — b)Xl + &12X2 =+ ... alan =0
CL21X1 -+ (CLQQ — b)XQ —+ ... ClQan =0

aanl + aang + ... (ann - b)Xn =0

Soit ¢ le déterminant de la matrice

aip — b ... QA1np
ani e Qpp — b
Les formules de Cramer indiquent alors que pour ¢ = 1,--- ,n, on a

d-m; = 0. Ainsi, comme 1 € A C M, on écrit 1 =), a;m; € M, a; € A

pour en déduire :
6= aém; =0.
i
En développant 4, on obtient une équation de la forme f(b) = 0, ou f est
un polynoéme unitaire de degré n a coefficients dans A. Ainsi b est entier
sur A. O]

Proposition 1.1.5. — Soient deur anneaur A C B.
(i) Les éléments by, ..., b, € B sont entiers sur A si et seulement
st Uanneau Alby, ..., by, est un A-module de type fini.



(i1) L’ensemble des éléments b de B entiers sur A est un sous-
anneaw de B contenant A.

(111) Soient trois anneaur A C B C C. Alors C est entier sur A si,
et seulement si, C' est entier sur B et B est entier sur A.

Démonstration. — (i) Si A[b, ..., by| est un A-module de type fini, alors
en notant que A[b;] C Alby, ..., b,], on a immédiatement que b; est entier
sur A (grace a la proposition 1.1.4).

Réciproquement. Si n = 1, c’est le point (ii) de la proposition 1.1.4.
Supposons n > 1. Par récurrence, A" = Alby, ..., b, 1] est un A-module
de type fini. L’élément b, est entier sur A donc sur A" = Afby, -+, b,_1].
Ainsi, A'[b,] = Alby, ..., b,] est un A’-module de type fini et ainsi A’[b,]
est un A-module de type fini.

(ii) Si z et y € B sont entiers sur A alors d’aprés le point (i) le A-module
Alz,y] est de type fini. Ainsi d’aprés la proposition 1.1.4 les éléments zy
et © + y sont entiers sur A.

(iii) Un sens est évident. Montrons l'autre sens. Soit z € C'. Comme x
est entier sur B, on a

2" 4 by b+ by =0,

avec b; € B. Posons By = Albg,b1,...,b,1] et M = Bj[z]. Alors M
est de type fini sur By et By est de type fini sur A car by,...,b,_1 sont
entiers sur A (c’est le point (i)). Ainsi le module M qui contient z et A,
est de type fini sur A : d’aprés le théoréme 1.1.4, I’élément z est entier
sur A. O]

Corollaire 1.1.6. — Soit K un corps et soit B un anneau intégre et
entier sur K. Alors B est un corps.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que tout élément non nul b € B
est inversible. Comme b est entier sur K, il existe un polynéme non-nul
f(X) € K[X] tel que f(b) = 0 : I'élément b est algébrique sur K et
I'anneau K[b] est alors isomorphe a K[X]|/(Irr(b, K)) qui est un corps, ou
ici Irr(b, K) est le polynéme irréductible de b sur K. Ainsi b~! € K[b] C
B. [



Définition 1.1.7. — Soient deux anneaux A C B. On note
A =1{b€ B, bentier sur A}

la fermeture de A dans B. On dit que A est intégralement clos dans B
si A= A.

Ezemple 1.1.8. — Soit A un anneau factoriel et soit K = Frac(A) son
corps des fractions. Alors A est intégralement clos dans K.

Démonstration. — En effet, soit un élément = € K entier sur A. L’élé-
ment x s’écrit © = s/t € K, avec s et t # 0 dans A premiers entre eux. Il
existe ag, ..., a,_1 € A tels que

v+ a, 2"+ 4 ag = 0.

Ainsi, on obtient s" = ta, avec a = —(apt" '+ -+ +a,_1). On en déduit
ainsi que t € A* et donc que = € A. n

Définition 1.1.9. — Soit A un anneau intégre et K = Frac(A) son
corps des fractions. L’anneau A est dit intégralement clos si A est inté-
gralement clos dans K.

Exemple 1.1.10. — Un anneau factoriel est intégralement clos.

Définition 1.1.11. — Soit A un anneau intégre et K = Frac(A) son
corps des fractions. La fermeture intégrale de A dans K est appelée cloture
intégrale de A.

Exemple 1.1.12. — Soit A un anneau intégre et B sa cloture intégrale.
Alors B est intégralement clos.

Démonstration. — On commence par remarquer que K est le corps des
fractions de B. Soit donc x € K, avec x entier sur B. Alors comme B est
entier sur A, par transitivité (cf. proposition 1.1.5), x est entier sur A.
Ainsi, x € B. O

Proposition 1.1.13. — Soit A un anneau intégre et soit K = Frac(A)
le corps des fractions de A. On suppose A intégralement clos. Soit L/K
une extension finie de corps. Soit B la fermeture intégrale de A dans L.
Soit x € L. Alors x € B si et seulement si le polynome irréductible
Irr(z, K) de x sur K est a coefficients dans A.



Démonstration. — On rappelle que

Irr(z, K) = [ [(X - =) € K[X],
i

ou les éléments x; sont les conjugués de = (dans une cloture algébrique
de K fixée).

Si Irr(x, K) est a coefficients dans A, alors x qui est racine de Irr(z, K),
est entier sur A.

Réciproquement. Supposons x € L entier sur A. Alors x est racine d’un
polynéme unitaire P € A[X]. Le polynome P est divisible par Irr(z, K).
Ainsi les conjugués z; de = sont racines de P et sont donc entiers sur A.
Les coefficients de Irr(z, K) s’exprimant en fonction des x;, le polynome
Irr(z, K) voit ses coefficients dans K et entiers sur A. Comme A est
supposé intégralement clos, on en déduit que les coefficients de Irr(z, K)
sont donc dans A. m

Remarque 1.1.14. — Soit A intégre et soit K = Frac(A) le corps des
fractions de A. Soit L /K une extension algébrique de corps et soit B la
fermeture de A dans L.

Soit x € L. 1l existe a,,--- ,a9 € A tels que

apx" + -4 ag = 0.
Ainsi
(anz)" + an_l(anx)"_l 4+ 4 az_lao =0,

et par conséquent a,x € B. L’élément x s’écrit ainsi x = b/a, avec b € B
et a € A. Ainsi, L est le corps des fractions de B.

1.2. Discriminant

1.2.1. Traces et normes. — On rappelle que les extensions de corps
sont supposées séparables (ce qui est toujours le cas par exemple si la
caractéristique est nulle).
Soit L/K une extension finie de corps et soit « € L. Soit ’endomorphisme
du K-espace vectoriel L :



Définition 1.2.1. — Soit x € L.

On définit la trace Try/k(z) de x dans L/K comme étant la trace de
I’endomorphisme m,,.

On définit la norme Ny, k() de x dans L/K comme étant le déterminant
de 'endomorphsime m,.

Ainsi  — Try k(z) est K-linéaire et  — Ny k(2) est multiplicatif :
Np/k(zz") = Ny jk ()Nyx(2')
et si A € K,
Np/k(Ar) = A"Npk (),
ouicin = [L:K].
Les éléments Try k(z) et Npx(x) sont des invariants de L/K qui se
trouvent K.

Proposition 1.2.2. — Soit L/K une extension de degré n. Notons par
oi, i =1,---,n, les K-plongements de L dans une cloture algébrique L
de L. Soit x € L. On pose d = [K(x) : K]|. Soient xq,--- , x4 les conjugués
de x dans L. Alors

(i) TI"K(I)/K(:L") =21+ + x4, NK(I)/K(x) =T -Tq;,

(ii) Tryx(x) = gTrK(x)/K(x) = Z oi(x) et

=1
n

Nk (z) = (NK(x)/K)n/d = H oi(z).

i=1

Démonstration. — C’est immédiat. Dans la situation (i), on trouve que

le polynéme caractéristique de m, est exactement Irr(z, K).
n/d

]

Dans la situation (ii), le polynéme caractéristique de m, est Irr(z, K)

Corollaire 1.2.3. — Soit A un anneau intégralement clos; K =
Frac(A). Soit L/K une extension de degré fini et soit B la fermeture
intégrale de A dans L. Soit x € B. Alors Tryx(x) € A et de méme,
NL/K<.’L’) e A.

Démonstration. — Cela peut étre vu comme une conséquence de la pro-
position 1.1.13. Mais montrons le directement. D’aprés la proposition



1.2.2, Try,jk(z) € K. D’autre part, comme z € B, les conjugués de z sont
également entiers sur A. Ainsi, Try k(z) est un élément de K, entier sur
A. Comme A est intégralement clos, Try k(z) € A.

Le raisonnement est identique pour Ny, /k(z).

Terminons par une propriété bien utile.

Proposition 1.2.4 (Transitivité). — Soit la tour d’extensions K C
I C M. Soit x € M. Alors

TI'M/K(TI'M/L<I>> = TI'L/K ($),

et

Nuyk (Nuiy(7)) = Npjk ().
Démonstration. — La preuve est immédiate. C’est une conséquence du
théoréme de prolongement des isomorphismes. O

1.2.2. Discriminant et forme trace. —

Définition 1.2.5. — Soit L/K une extension de corps de degré n.
Soit {z1,...,x,} une famille de n éléments de L. Le discriminant
d(z1, -+ ,x,) de la famille {zy,...,2,} est défini comme suit :

d([[‘l, . ,Z‘n> = det((TI‘L/K(IZ.Tj))ZJ>

Proposition 1.2.6. — Soit o4, ...,0, les K-plongements de L dans K.
Alors d(zy,. .., 2,) = (det((05(;))i;))?. De plus si {xy,...,2,} est une
K-base de L, alors d(z1,...,x,) # 0.

Démonstration. — (i) C’est immédiat.

d(zy, -+ ,z,) = det ((TrL/K( i%;5))i, )
det (2, o(zixs))i )

= det (32 on(@i)ow(x;))i;)
det ((ok (%)) ki (0% (25) )i 5)
(det(0i<xy))za)2

(ii) Comme l'extension L/K est séparable, d’aprés le théoréme de 1’élé-
ment primitif, il existe § € L tel que L = K(#).



Si 'on note par 64, ... ,60, les K-conjugués de 6, il vient

1 6, - ot
1 6y - o5t
d(,--- 0" = =[] —6,)* #o0.
i<j
1 6, --- ot

car 0; # 60;, I'extension L/K étant séparable.
Soit maintenant {x1,...,x,} une K-base quelconque de L. Alors,

d(z1,. .. @) = d(1L, ..., 07 V) det(M)?,

ou M est la matrice de passage entre les bases {zi1,...,x,} et
{1,...,6"}. D’ou le résultat. O
Corollaire 1.2.7. — Soit L/K wune extension finie (séparable) de
degré n. Alors {xy,...,x,} est une K-base de L si, et seulement si,
d(ﬂ?l, Ce ,l‘n) 7é 0.

Démonstration. — C’est immédiat. O

Il vient immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 1.2.8. — La forme bilinéaire (ou encore la forme trace)
Tr:LxL — K
([L’, y) = TrL/K(:By)

est non-dégénérée.

Démonstration. — Dans la base {x1,...,z,}, la matrice de Gram de la
forme bilinéaire symétrique Try,/x a pour déterminant d(z1,...,z,) qui
est non nul. O

Corollaire 1.2.9. — Soit A un anneau principal, K = Frac(A). Soit
L/K une extension finie de degré n et soit B la fermeture intégrale de A
dans L. Alors B est un A-module libre de rang n ou encore B ~ A™.
Plus précisémment, tout sous-B-module non nul de type fini et contenu
dans L est un A-module libre de rang n.

10



Remarque 1.2.10. — Ainsi, tout idéal a non nul de B, de type fini (ce
qui est immeédiat - & venir), est isomorphe, en tant que A-module, a A™.

Démonstration. — Commencgons par le lemme suivant :

Lemme 1.2.11. — Soit A un anneau intégre et soit K = Frac(A). Soit
L/K une extension de degré n et soit B la fermeture intégrale de A dans
L. Soit {x1,...,x,} une K-base de L. D’apres la remarque 1.1.14, on
peut supposer que les éléments x; sont dans B. Posonsd = d(xq,...,x,).
Alors

dB C Axy + -+ + Az,

Démonstration. — Soit © = ayx1 + - + ax, € B, avec o; € K. Alors
pouri=1,...,n,

TI'L/K(CL’ZL'i) = Z OéjTI‘L/K<l’j.Ti).
7j=1

On a alors le systéme

TrL/K(l'fEi) = . TI'L/K(J]]‘J]Z‘) . Q;

Par les formules de Cramer et grace au corollaire 1.2.3,
dOéj € A,
et ainsi do € Az + -+ + Ax,,. O

Fin de la preuve du corollaire 1.2.9. D’aprés le lemme 1.2.11, B est un A-
sous-module de 1/d(Axy + - -+ Ax,) ~ A". L’anneau A étant principal,
B est donc libre sur A de rang plus petit que n. Comme B contient une
K-base de L, on en déduit que le A-rang de B est exactement n.

Soit M # (0) un B-module de type fini contenu dans L. Comme L est
un corps, M est sans torsion.

11



Soit yq,...,y, un systéme de générateurs du B-module M. D’aprés la
remarque 1.1.14, il existe a € A tel que pour ¢ = 1,..., 7, les éléments
ay; sont dans B. Ainsi aM C B. Par conséquent

adM C dB C Axy + -+ + Ax,,

et ainsi le A-module M est de type fini et de rang au plus n.
Maintenant comme M est non nul, on peut supposer par exemple que ¥,
est non nul. Alors 11 B C M et ainsi

n = Rang ,(B) = Rang,(y1B) < Rang (M) < n,

d’ot au final Rang, (M) = n.

1.3. L’anneau des entiers d’un corps de nombres

1.3.1. Le discriminant absolu d’un corps de nombres. —

Définition 1.3.1. — Un corps de nombres K est un corps qui est de
degré fini sur Q.
L’anneau des entiers Ok de K est la fermeture intégrale de Z dans K :

Ok = {x € K, Irr(z,Q) € Z[X]}.
Grace au corollaire 1.2.9, nous avons immédiatement :

Proposition 1.3.2. — L’anneau des entiers Ok de K est un Z-module
libre de rang n = [K : Q.

Soit donc {z1,...,x,} une Z-base de 'anneau des entiers Ok du corps
de nombres K. Posons d = d(xy,...,x,). La quantité d est un entier car
les éléments x; sont entiers sur Z. Si {z],...,z] } forme une autre Z-base
de Ok, alors

d = (det M)*d(z),...,2)),

n

ot M est la matrice de passage entre ces deux bases (formule du chan-
gement de base pour une forme bilinéaire). Or comme M € Gl,(Z), son
déterminant vaut +1. Ainsi la quantité d est un invariant de K.

12



Définition 1.3.3. — Le discriminant absolu d’un corps de nombres K
est I'entier naturel d = d(z1,...,x,), ot {z1,...,2,} est une Z-base de
Ok. On le note d(Oxk) ou encore dg.

Remarque 1.3.4. — Plus généralement. Si M C K est un Z-module
libre de rang n engendré par les éléments z1, .. ., x,, on note par d(M) le
discriminant de la famille d(xq, ..., z,).

1.3.2. A la recherche d’une Z-base. — Soit K/Q une extension de
degré n et soit {yi,...,y,} une famille libre d’¢léments de Ok.

Soit M = Zy; & --- & Zy,. Alors M est sous-Z-module de Ok de méme
rang donc d’indice fini.

Commencons par la proposition suivante.

Proposition 1.3.5. — Soit K un corps de nombres de degré n sur Q.
Soit {y1,...,yn} une famille libre d’éléments de Ox. Si d(yi,...,yn) est
sans facteur carré, alors Ox = Zy, & - - - D ZLy,.

Démonstration. — Soit {xy,...,x,} une Z-base de Ok. Alors le dé-
terminant de la matrice de passage M, a coefficients dans Z, qui
exprime la famille {y;,...,y,} dans la base {zi,...,z,}, vérifie
dM) = dyr,.. - y,) = (det M)2d(zy,...,2,) = (det M)2d(Ox).
Comme d(y1,...,Yy,) est sans facteur carré, on a det M = =+1. Ainsi
M € Gl,,(Z) et par conséquent {yi,...,y,} forme aussi une Z-base de
Ok. O

Exzemple 1.3.6. — Soit le corps de nombres K = Q(#) de degré n sur
Q. Posons P = Trr(6,Q). Alors

d(1,0,...,0" 1) = T[,.;(0: — 0;)?

= (-1 /2 [i;(0: = 6))

= ( )n(n /2 Hz 1 H] 1 ]751( 9])

= (=) 2Ng P (0)
ot P’ est le polynome dérivé de P.
Prenons par exemple P = X?+aX +b. Alors d(1, 6, 6?) = —(27b* + 4a®).
Choisissons @ = —b = —1. Il vient dx = —23 et ainsi pour K = Q(¢), ou
6 vérifie 0° — 6 + 1 = 0, on obtient que Ok = Z[f]. L’anneau Ok est dit
monogene.

13



Que faire lorsque d(ys, . .., ¥y,) contient un facteur carré?

On cherche a comparer M = Zy; @ - - - & Zy,, a Ok. Soit {z1,...,x,} une
Z-base de Ok. Comme M est un sous-Z-module de Ok de rang n, d’apreés
la théorie des modules sur Z, il existe des entiers naturels dy,...,d,,
avec di|---|d,, tels que que {dyz1,...,d,x,} forme une Z-base de M.
Les entiers d; sont les facteurs invariants de M. Alors

dM) =d(y1,...,yn) = d(diz1 . .., dpxy) = (dy - - - d,)*d(Ok).

Ainsi les facteurs invariants apparaissent dans les facteurs carrés de
d(y1,...,Yn) et Ox = M si et seulement si dy = --- = d, = 1, si et
seulement si det(N) = +1, ou N est la matrice qui exprime la famille
{y1,...,yn} dans la base {x1,...,2,}. A noter que det N = £d; - - - d,,.

Soit donc un nombre premier p tel que p* divise d(yy,. .., Yn).

Si p|d,. Alors il existe y € Ok, y # 0, tel que py € M et ainsi, il existe
a; € 7 tels que
a1y + -+ Al c
p
On peut s’assurer que a; € 0,...,p — 1 et, par la relation de Bezout, on
peut également s’assurer que le premier entier non nul a;, de la famille

Ok.

{ag,...,a,} est égal & 1. Un nombre fini de calculs permet de voir si c’est
possible (i.e. si y # 0).

Si c’est impossible, alors p t d,,. Puis on teste le nombre premier suivant
dont le carré divise d(y, ..., yn). Etc.

Supposons maintenant que ’on trouve effectivement un élément

i+"'+a/nn
y = Yi Yo
p

Soit alors le sous-Z-module de Ok

Ok.

M’ = Zay + -+ Zig s + 2y + Ly + -+ L,

Alors M C M’ et un calcul de déterminant montre que cet indice est
exactement p. Ainsi

14



En passant de M a M/, le facteur carré de d(M) a été divisé par p*. Plus
précisément

(Ok : M)

—p .

On recommence le raisonnement & partir du nouveau Z-module M’.

Etec.

(OK : M/) =

Ezxzemple 1.3.7. — Soit 6 € C vérifiant 3 = 2.
Alors d(1,0,0%) = 22 . 33. Seuls les premiers p = 2 et p = 3 peuvent
diviser les facteurs invariants de Z[6].

Traitons le cas p = 2. Existe-t-il un entier non nul y € Ok de la forme

a + bl + ch?
2 )

avec a,b,c € {0,1}7

Testons par exemple y = (1 4 6)/2. Alors Trk,q(y) = 3/2 € Z, donc
y ¢ Ox. En regardant la trace, on élimine aussi (1+6+62)/2 et (14-6%) /2.
Testons ensuite, y = (0 + 6%)/2. Alors

_ Nk/o(¥) Nk/o(1 +96)
8

En regardant la norme, on élimite également 6/2 et 62/2.

=3/4¢7.

Nk/o(y)

On obtient ainsi que 2 ne divise pas les facteurs invariants de Z[6].
On traite de méme le cas p = 3, pour obtenir finalement que Ox = Z[€/§]

1.3.3. Le cas des corps quadratiques. — Un corps quadratique K
est une extension de degré 2 de Q. Ainsi K = Q(«), ol «v est racine d’un
polynéme irréductible P = X% + aX + b € Q[X].

Alors K = Q(a) = Q(va2 — 4b) = Q(v/d), pour un certain entier d € Z
sans facteur carré (d # 1).

Clairement Z[vV/d] € Ok et d(Z[vd]) = 4d. L’indice de Z[v/d] dans Ok

est 1 ou 2. i
bvd
Il nous faut alors tester si les éléments %, a,b € {0, 1}, sont dans

Ok.
L’élément 1/2 est immédiatement exclu. De méme, comme Irr(v/d/2, Q) =

X? —d/4 ¢ Z[X], Vélement /d/2 ¢ Ok.
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Vd

Il reste donc I’élément qui a pour polynome irréductible sur Q :
Irr(0, Q) = X? — X + (1 — d)/4. Ce polynéme est a coefficients dans Z si

et seulement si, d = 1(mod 4).

Théoréme 1.3.8. — Soit le corps quadratique K = Q(v/d), d € Z sans
facteur carré (d #1). Alors

ZIVd) si d=2,3(mod 4) et dx = 4d

Ow =
K Z[1—|—\/E

] si d=1(mod 4) et dx =d

Démonstration. — e Supposons d = 2,3(mod 4). Alors nous venons de
voir que l'indice de Z[v/d] dans Ok n’est pas divisible par 2 d’ou I'égalité
Ok = Z[Vd].

e Supposons d = 1(mod 4). Alors

WA =Z®ZVd C Z1+2\/E@Z\/c_i

et I'indice entre ces deux modules est exactement 2. Comme ces anneaux
sont contenus dans O et que l'indice de Z[v/d] dans Ok est au plus 2,
on conclut que

1 d 1 d 1 d
Ox =7 +\/_G9Z\/;l:Z@Z +\/_:Z[ J”f].
2 2 2
O
1.3.4. Le cas des corps cyclotomiques. — Soit un nombre premier

p > 2. Posons (, = exp(2in/p).

On rappelle que le polynome P = XP~! + XP=2 ... + X 4+ 1 € Z[X]
est irréductible et ses racines dans C sont les racines primitives p-émes
de 'unité C;, i=1,...,p—1.

Théoréme 1.3.9. — Soit K = Q((,). Alors Ox = Z[(,) et dx =
(=1)e=D720p=2 " En particulier, \/(—1)P-D/2p € K.

Démonstration. — Clairement, Z[(,] C Ok. Il nous faut donc montrer
I'inclusion inverse. Posons z = (.
En s’appuyant sur P, on en déduit que pour i =1,...,p — 2,

TrK/Q(zi) = -1, Trgp(l— z’) =p
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puis que

Nk/o(l = 2) =p.
(Noter que P(X + 1) est le polynéme irréductible des 1 — z°.)
Notons que (1 — 2)Ox N Z = pZ. En effet, on a immédiatement, pZ C
(1 —2)Ok NZ. Mais comme pZ est un idéal maximal de Z, alors ou bien
(1 —2)Ox NZ = Z, ou bien (1 — 2)Ok NZ = pZ. Le premier cas est a
exclure, sinon il existerait z € Ok tel que z(1 — z) = 1. En passant a
la norme cela impliquerait que (Nx,oz)p = 1 ce qui est impossible car
NK/QZL’ € 7.

Ainsi, pour z € Ok, on obtient
Trier(l —2) € (X 0k(l-2))NZ
e Ox(1-2)NZ=pZ

car (1—2)=(1—-2)1+z4---,2") e (1-2)0k.
Soit donc x € Ok. Il existe agp,...,a,—2 € Q tels que z = ay +

-, ay_92P7%. Alors

Tri/u(l —2) = aoTrkjo(l —2) + -+ + ap2Trig(2P 2 — 277)

= Qqp.

Comme Trg gz (1 — 2) € pZ, on en déduit que agy € Z.
Posons ensuite @’ = (x — ag)z™! = a3 + -+ + a,_22P3. Alors, comme
pour z, en considérant Trg gz’ (1 — 2), on en déduit que a; € Z. Etc. En
conclusion les éléments a; sont dans Z, c’est a dire que = € Z[(,).

XP—1
1 Alors P'(z) = p(z — 1)71zP7 1 et

Nk/oP'(¢) = p"2,
d’on dg = (—1)P=1/2pr=2,

Enfin, la proposition 1.2.6 montre que dx € K? et donc /(—1)®-1/2p €
K. O

Calculons dk. Soit P =

Pour terminer, donnons une base d’entiers pour le sous-corps réel maxi-
mal @(Cp)+ = Q(gp + C;:l) de @(C’p)

Lemme 1.3.10. — Le corps Q((,)" est la sous-extension de Q((,)/Q
fixée par la conjugaison complexe o.
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Démonstration. — Tout d’abord on a bien que Q(¢,)* C Q(¢,)!.

D’autre part, les conjugués de ¢, + (, ! sont les éléments de la forme
C; + Cp_i = 2cos(2im/p), et on voit qu'ils sont au nombre de (p — 1)/2,
montrant ainsi que [Q(¢,)* : Q] = [Q((,) : Q] = (p — 1)/2. Le lemme
s’en déduit. 0

Au passage, on remarque que la famille {1, ¢, + Q;l, RRINGAE el o
n = (p — 3)/2, forme une Q-base de Q(¢,)*. Nous avons alors

Corollaire 1.3.11. — Le corps Q(¢,)" a pour anneau des entiers Z[(,~+

Gl

Démonstration. — Soit O l'anneau des entiers de Q((,)". Clairement,
ZlG, + (' CO.

Partons alors d’un élément z € O. Alors z est un entier de Q((,), et ainsi
il existe ay, -+ ,a,-1 € Z tel que z = alg},—i-al(;—i-- : -+ap,1§g—1 : ici, par
commodité, on prend la famille {¢, - - ,Cg_l} comme Z-base de 'anneau

des entiers de Q((,). On fait ensuite agir la conjugaison complexe sur
cette relation pour obtenir la relation
alp+ars+ ot ap G =a g a e ap P
ce qui implique a; = a,—;, pour i = 1,--- , (p — 1)/2. Et ainsi, en regrou-
(r—1)/2
pant les termes de fagon adéquate, on obtient que z = Z ai(C,+ ¢, ")
=0

Il reste alors a observer que CZ, +¢, e Zl¢+ Cp 1. Cela peut se faire par
récurrence, a partir du calcul de (¢, + ¢, ") O
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CHAPITRE 2

ANNEAUX DE DEDEKIND

2.1. Rappels sur les anneaux noetheriens
Soit A un anneau commutatif unitaire.

Définition 2.1.1. — Un A-module M est dit noetherien si tout sous-
A-module de M est de type fini.
[’anneau A est dit noethérien si tout idéal a de A est de type fini.

Ezxzemple 2.1.2. — Un anneau principal est noetherien.

Proposition 2.1.3. — Les assertions sutvantes sont équivalentes :
(i) A est noethérien ;
(i1) toute suite croissante d’idéauzr de A

ap CapCagC---
est stationnaire, i.e. il existe n tel que
Ap = Opt1 = Apyo = -0 .

Démonstration. — i) = i). Soit a; un élément non nul de a et soit
a; = (ap) I'idéal principal engendré par a;. Si a; = a, I'idéal a est de type
fini. Sinon, il existe as € a\ a; et on pose as = (a1, az). Si az = a, l'idéal
a est de type fini. Sinon, on choisit az € a\ as etc. On obtient, ainsi, une
suite d’idéaux de type fini strictement croissante :

CllCClQCClgg"'.

Par hypotheése cette suite est stationnaire, ce qui signifie qu’il existe n
tel que a, = a, et a est de type fini.



i) = ii). Soit
ap Cax Cag---

o
une suite d’idéaux de A. Alors a = U a; est un idéal. Comme tout idéal

i=1
de A est de type fini, il existe aq,...,ar € A tels que a = (aq,...,a;). 1l
existe n > 1 tel que a, contient tous les éléments a; (1 < i < k), d'ou
a=a,. Alors,

an:an+1:an+2:... .

La proposition est démontrée. O]

Proposition 2.1.4. — Soient My et My deur A-modules noetheriens.
Alors M, x M, est noetherien.

Démonstration. — Soit la projection pr : My x My — M; et soit M un
sous-A-module de M; x M. Alors, la restriction de pr & M a pour noyau
le sous-A-module M N M; de My, qui est donc de type fini. Idem pour
I'image. On en déduit que M est de type fini. m

Corollaire 2.1.5. — Soit A un anneau noetherien et M un A-module
de type fini. Alors M est noetherien.

Démonstration. — Comme M est de type fini, il existe un entier n et
un morphisme de A-modules ¢ : A" — M. Soit N un sous-A-module de
M. Alors ¢ '(N) est un sous-A-module de A™ donc de type fini. On en
déduit que N est un A-module de type fini. m

2.2. Anneaux d’entiers

Commencons par une définition.

Définition 2.2.1. — Un anneau intégre (commutatif, unitaire) est dit
de Dedekind s’il vérifie les propriétés suivantes :

(i) Panneau A est noetherien ;

(ii) I'anneau A est intégralement clos;

(iii) tout idéal premier non nul de A est maximal.

Ezxzemple 2.2.2. — Un anneau principal est un anneau de Dedekind.
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Théoréeme 2.2.3. — Soit A un anneau de Dedekind, K = Frac(A). Soit
L/K une extension de degré fini n et soit B la fermeture intégrale de A
dans L. Alors B est un anneau de Dedekind.

Démonstration. — e Soit a un idéal de B. On a vu (corollaire 1.2.9) que
B est isomorphe a A™ (en tant que A-module). Il vient ainsi que tout
sous-A-module M de B est de type fini car A™ est noetherien (corollaire
2.1.5). Donc a est de type fini en tant que A-module et donc de type fini
en tant que B-module. Donc B est noetherien.

e On a déja vu (remarque 1.1.14) que L est le corps des fractions de B.
Soit x € L, x entier sur B. Alors par transitivité x est entier sur A et
donc z € B : 'anneau B est intégralement clos.

e Il nous reste & montrer que tout idéal non nul et premier de B est
maximal. Soit donc p un tel idéal. Comme p est non nul, il existe 0 # = €
p. Comme z € B, I’élément x est entier sur A : il existe ag,--- ,ap_1 € A
tels que

4 ak_lxk_l +---4ay=0.
L’anneau B étant intégre, on peut s’assurer que ag est non nul (il suffit
de partir de Irr(x, K)). Alors I'ideal ANp C A est un idéal premier non
nul de A (il contient ag). Ainsi ANp est un idéal maximal de A et A/pNA
est un corps.
Partons ensuite de l'injection A/pN A (—@>B/p et soit y € B — p.
L’élément y est entier sur A donc sur A/p N A : il existe b; € A tels que

Y+ b1y by =0 (mod p).

L’anneau B/p étant intégre on peut s’assurer que by ¢ p. Comme A/pNA
est un corps, il existe a € A tel que bpa = —1(mod p). Il vient ainsi :
ya(y"'4---+b;) = 1(mod p). Ainsi I'élément y est inversible dans B/p.
En conclusion, 'anneau B/p est un corps et I'idéal p est maximal. ]

Remarque 2.2.4. — Soit p un idéal premier non nul de B. Montrons
que l'on obtient rapidement que p est maximal quand 2(/p N A est fini.
En effet, dans ce cas B/p est aussi fini (car B est de type fini sur A) et
est intégre : par conséquent B/p est un corps et donc p est maximal.
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Corollaire 2.2.5. — L’anneau des entiers Og d’un corps de nombres
K est un anneau de Dedekind.

Remarque 2.2.6. — Sous les conditions du théoréme 2.2.3 et lorsque
I'on part de A = Z, il est assez immédiat de voir que tout idéal premier
non nul p de B est maximal. En effet, comme B est de type fini sur Z, alors
lanneau B/p est intégre et fini (de type fini sur Z/pZ, on pZ = p N 7Z),
c’est donc un corps. En effet pour 0 # = € B/p, lapplication (non
nécessairement linéaire) o, définie sur B/p par ¢,(z) = xz est injective
et donc bijective (en calculant le cardinal de I'image), ce qui montre que

x € (B/p)".

Remarque 2.2.7. — Un anneau de Dedekind n’est pas forcément fac-
toriel. En effet, 'anneau des entiers Z[v/—5] du corps Q(v/—5) est de
Dedekind. Mais dans cet anneau, on a

21 =3-7=(142V-5)(1 — 2v/=5),

ou les éléments 3,7,1 + 24/—5 et 1 — 24/—5 sont irréductibles et non
conjugués entre eux. Il n’y a pas unicité de la factorisation, Z[/—5] n’est
pas factoriel.

2.3. Factorisation des idéaux - Groupe des classes

Dans cette section fixons un anneau de Dedekind A de corps des fractions
K = Frac(A).

2.3.1. Idéaux fractionnaires. —

Définition 2.3.1. — Un idéal fractionnaire a de K par rapport & A, est
un sous-A-module non nul de type fini contenu dans K.

Un idéal fractionnaire a est dit entier (ou plus simplement idéal de A) si
a C A, i.e. sic’est un idéal de A.

Soient deux idéaux fractionnaires a et b. On définit une somme et un
produit, en posant

a+b={a+baca beb}
ab = {Z aib,a; € a, b; € b, I fini},

i€l
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et on vérifie que a + b et ab sont des idéaux fractionnaires de A.
On peut vérifier facilement les propriétés suivantes :
(i) a(by + by) = aby + aby;
(ii) Si a et b sont des idéaux fractionnaires de A, alors a N'b l'est
aussi et si de plus a et b sont entiers, il vient ab C anb.
On définit I'inverse d’un idéal fractionnaire a par
ol = {reK,za C A}
Lemme 2.3.2. — Soit a un idéal fractionnaire de A. Alors a™?
lement un idéal fractionnaire de A.

est éga-

Démonstration. — Soit x € a, z # 0. Alors za™! := {zb,b € a'} C A
et on vérifie que c’est un idéal de A donc de type fini. On conclut en

notant que za~! ~ a~!, isomorphisme de A-modules. O

Remarque 2.3.8. — Si a est un idéal entier de A, alors A C a™'.

Définition 2.3.4. — Soit 0 # x € K. Alors A := {za,a € A} est un
idéal fractionnaire principal de A. On écrit également zA = (z).

Remarque 2.3.5. — Soit a un idéal fractionnaire de A et soit x € K*.
Alors (z)a = za = {za,a € a}.

Remarque 2.3.6. — Pour v € K*, il vient (z)™! = (7).

Proposition 2.3.7. — Un idéal fractionnaire b s’écrit sous la forme
b=a'la={a'2 | v €a},

ot a est un idéal de A et a € A est un élément non nul.

Démonstration. — Soit b un idéal fractionnaire. Comme b est de type
fini, il existe a € A tel que a = ab C A. On voit que a est un idéal entier
de A et que

b=0ala.
]

Définition 2.3.8. — Soient a et b deux idéaux de A. On dit que a
divise b si b C a. On note a | b.
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Lemme 2.3.9. — L’idéal p est un idéal premier de A si et seulement si

plab=plaoup]|b.

Démonstration. — C’est immédiat. Si p f a et p 1 b, il existe z € a — p
et y € b —p. Ainsi 2y € p ce qui contredit le caractére premier de p. [

2.3.2. Résultat principal. — On souhaite montrer le résultat central
suivant :

Théoréme 2.3.10. — Soit A un anneav. de Dedekind. Tout idéal non
nul a de A admet une factorisation de la forme

a=pi P,

ot les p; sont des idéaux premiers de A. Cette factorisation est unique a
l’ordre preés.

Commencgons par montrer deux lemmes techniques.

Lemme 2.3.11. — Soit A un anneau de Dedekind et soit a C A un
idéal mon nul. Alors il existe une famille finie d’idéaux premiers non nuls
P1,...,ps € A telle que

pip2---ps Ca.

Démonstration. — On fait un raisonnement par I’absurde. On considére
I’ensemble S formé par les idéaux a de A qui ne vérifient pas la conclusion
du lemme. Supposons S non vide. L’ensemble S posséde un plus grand
¢lément a pour l'inclusion (car 'anneau A est noetherien). Il est clair
que a n’est pas premier (sinon on pose p; = a et on obtient p; C a).
Dong, il existe by,by ¢ a tels que biby € a. Posons a; = bjA + a et
as = beA + a. Comme by, by ¢ a, on a des inclusions strictes a C a4
et a C ay. D’autre part, ajay C a car b1by € a. Par définition de a, les
idéaux a; et ay vérifient la conclusion du lemme, donc il existe des idéaux
premiers Py, ..., Pk, Prr1,-- -, Ps tels que

p1--pe Cag,

Prt1- - Ps C© ag,
d’ou

P PrePri1 s Ps © g C o
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Contradiction et S = (. O

Lemme 2.3.12. — Soit p un idéal premier non nul de A. Alors quelque
soit ’idéal non nul a de A, il vient ap™ # a. En particulier, p~'p = A.

Démonstration. — On montre d’abord que p~* # A. On fixe un élément
non nul a de p. On utilise le lemme 2.3.11 et on choisit une plus courte
chaine d’idéaux premiers pq, ..., p, telle que

pi- proabr € (a) Cp.
Alors p | p1---pr_1p, dout p | p; pour un certain i. Pour simplifier la
notation on peut supposer ¢ = 1. Comme tout idéal premier non nul est
maximal (A est de Dedekind!), on en déduit que p = p;.
D’autre part, par le choix des idéaux pq,...,p, on a :

p2"'pr SZ (CL)

Donc, il existe b € ps - - - p, tel que b ¢ (a), mais
() = (O)p1 S 1=+ prorpr € ().

On en déduit que I'élément # = a~'b appartient a p~!. D’autre part,
r ¢ Acarb¢ (a). On a démontré que p~! # A.

Soit a un idéal non nul de A tel que a = ap~!. Alors pour tout x € p~*
on a (x)a C a. Comme A est noethérien, 'idéal a est de type fini et
un raisonnement analogue a celui de la preuve de la proposition 1.1.4
implique que x est entier sur A. Comme A est intégralement clos, ceci
signifie que € A et donc p~! C A puis que p~! = A car p est entier
(donc A C p~'). Ce qui contredit le fait que p~! # A.

Terminons la preuve du lemme. Comme A C p~!, on a

pCpptCA
Comme p est maximal, il suffit de se rappeler que p # pp~! pour conclure
que pp~—! = A. m
Démonstration. — du théoreme 2.3.10.

FExistence. Donnons une démonstration par l'absurde. Soit a un idéal
non nul de A. Supposons que a ne s’écrive pas comme produit d’idéaux
premiers. Comme A est noetherien, on peut supposer a maximal pour
cette propriété. L’idéal a n’est pas premier.
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Soit p un idéal premier contenant a et soit b = ap~!: I'idéal b est un
idéal de A et a C b. D’aprés le lemme 2.3.12, I'inclusion est stricte. Alors
a C b et par le choix de a, I'idéal b s’écrit

b=pip2- P
Donc,
a= (Pp_l)a = P(p_la) = pb = ppip2 - P

Contradiction.

Unicité de la factorisation. Soit

a:qlqz...qs

une autre factorisation de a. Alors

(1) PP P =192 - s

On a q1 | p1p2---pr. Comme q; est premier, il existe i tel que q; | p;
et comme p; est maximal on en déduit que q; = p;. Pour simplifier la
notation supposons i = 1, d’ott q; = p;. En multipliant (1) par p;*, on
obtient

p2pk:q2qs

En appliquant les mémes arguments a cette égalité on trouve que gy = po
etc. Le théoréeme est démontré. O]

Corollaire 2.3.13. — Soit A un anneau de Dedekind de corps de frac-
tions K. Tout idéal fractionnaire a de K par rapport a K s’écrit d’une
facon et d’une seule sous la forme :

a= Hp”v(@j

peP

ot ny(a) sont des entiers presque tous nuls et ot P est ’ensemble des
idéaux premiers p de A.
L’entier ny(a) est la valuation p-adique de a. Il est également noté v,(a).

26



Démonstration. — 1l existe a € A tel que b = aa est un idéal de A.

b= Hpnp(b)’

peP

(a) = Hpnp((a))

peP

Soient

les factorisations des idéaux entiers b et (a). Alors,
@ = (a) b = [ pre®molla)
peP
et on pose ny(a) = ny(b) — ny((a)). L'unicité se déduit du théoréme
2.3.10. 0
Remarque 2.3.14. — On note que vy(ab) = vy(a) + v,(b).

Théoreme 2.3.15. — Soit A un anneau de Dedekind de corps des frac-
tions K. Alors 'ensemble des d’idéauz fractionnaires T (ou encore Ly)
de A est un groupe abélien pour la multiplication. Le neutre est l’idéal A
et l'idéal a=! est l'inverse de l’idéal a.

Démonstration. — 1l est clair que le produit d’idéaux fractionnaires vé-
rifie les propriétés suivantes :

a(bc) = (ab)c,
ab = ba,
aA = a.
Donc, le seul point difficile est de montrer la formule

aac !l = A

On montre d’abord que tout idéal a non nul entier est inversible.
D’aprés le corollaire 2.3.13, a s’écrit a = p?"l(a)---pzp’“(a). Soit I'idéal
fractionnaire b = p,:np’“(a) . -pl_n"l(a

vient ab = A.

). Alors, d’apreés le lemme 2.3.12, il

1 1

Il reste donc a montrer la formule aa™ = A, ou encore que a”* est bien

I'inverse de a. On sait qu’il existe un idéal fractionnaire b tel que ab = A.
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Par définition, b C a~!. Réciproquement, soit x € a~!. Alors (z)a C A,
d’ou
x € (z)ab C b.

1

Donc, a=! C b ce qui montre que a~! = b. Le théoréme est démontré. [

Remarque 2.3.16. — Pour tout idéal fractionnaire a et tout premier p
non nul, il vient : vy(a™t) = —v,(a).
Corollaire 2.3.17. — Soient a et b deur idéaux entiers de A. Alors

a| b si et seulement si, il existe un idéal ¢ de A tel que b = ac.

Démonstration. — On a a | b si et seulement si b C a. Si tel est le cas,
¢ := ba~! est un idéal entier de A et on a alors bien b = ca. La réciproque
est immédiate. O

Remarque 2.3.18. — L’ensemble Pk constitués des idéaux fraction-
naires principaux forme un sous-groupe de Zg.

Définition 2.3.19. — Soit A un anneau de Dedekind de corps des frac-
tions K = Frac(A). Soit Zx le groupe des idéaux fractionnaires de A et
Pk le sous-groupe des idéaux fractionnaires principaux. Alors le groupe
des classes Clk de K (ou de A) est le groupe quotient

Clg = Zk /Pxk.
C’est un groupe abélien.

Il résulte de cette définition la propriété suivante :

Remarque 2.3.20. — A est principal si et seulement si Clg = {1} (i.e.
si Clk est réduit a I’élément neutre).

2.4. Propriétés des idéaux fractionnaires
Fixons un anneau de Dedekind A. Les idéaux étudiés sont non nuls.

Définition 2.4.1. — Deux idéaux non nuls a et b de A sont dits pre-
miers entre eux si a + b = A. On notera alors (a,b) = 1.

Remarque 2.4.2. — Sip et p’ sont deux idéaux premiers non nuls de
A, alors (p,p’) =1 si et seulement si p # p'.
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Lemme 2.4.3. — Soient les factorisations a = py---p, et b =p}---p
de a et de b en produit d’idéaux premiers. Alors (a,b) = 1 si et seulement
si, pour tout i et j, (ps,p}) = 1.

Démonstration. — Un sens est évident. Contentons nous de montrer que
si pour tout i et j, (p;, p;) = 1, alors (a,b) = 1. Supposons qu’il existe un
premier q tel que q | a+b. Alors comme a C a+b C q, il vient q | p; -+ - p,
et par unicité, ¢ = p; pour un certain entier i. De méme q | b et donc
q = p’;, pour un certain entier j. Contradiction. Donc a + b = A. [

Proposition 2.4.4. — Soienta = Hp”"(a) etb = Hp”"([’) deuz idéaux
peP peP

de A.
(1) Alors a | b si et seulement si

ny(a) < ny(b) pour tout p.

(ii)) On a
a+b= Hpmin{np(u),np(b)}’
pelP
anNb = HpmaX{np(u),np(b)}'
pelP

(11i) Soit a et b deux éléments de A. Alors, pour tout idéal premier
p, il vient vp,((a + b)) > min(vy((a)),vy((b))), avec égalité si les
quantités vy((a)) et vy((b)) sont différentes.

Démonstration. — (i) C’est une conséquence du corollaire 2.3.17. En ef-
fet, a | b si et seulement si il existe un idéal de A

c = H pnp(c)
peP

tel que b = ac. Donc, on obtient que n,(b) = ny(a) + ny(c), d’ou la
propriété.

(ii) Posons ¢ = a+b. Alors ¢ est le plus petit idéal tel que ¢ | aet ¢ | b. En
utilisant (i) on obtient que n,(c) est le plus grand entier vérifiant n,(c) <
ny(a) et ny(c) < ny(b), d’ott ny(c) < min{n,(a), n,(b)}. L'inégalité dans
Iautre sens provient du fait que (a) + (b) C p™in{me@m®)} La preuve de

29



la deuxiéme formule est analogue et utilise le fait que a N b est le plus
grand idéal tel que a,b | aNb.

(iii) On note tout d’abord que (a + b) C (a) + (b). Ainsi

vp((a) + (b)) = min(vy((a)), vp((b))) < vy((a +b)).
Supposons que vy((a)) < vp((b)). Alors de I'égalité a = —b+ (b+ a), on
en déduit (a) C (b) + (b+ a) et ainsi

vp((a)) = min(vy((b)), vy((b + a))) = vy((a +1)).

On obtient ainsi donc :

Corollaire 2.4.5. — Si a et b sont premiers entre eux, alors

ab=anb.

Théoréme 2.4.6 (des restes chinois). — Soient a et b des idéauz de
A qui sont premiers entre eux. Alors [’application

f:AJab — (A/a) x (A/b)
(x+ab) — (z+a,z+0b)

est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme ab C a, b, 'application f est bien définie et il
est facile de voir que f est un homomorphisme d’anneaux. Pour montrer
que f est injective, on calcule ker(f). Soit f(z+ab) = (0.4/a,04/5). Alors,
r+a=aetxr+b = Db ce qui signifie que z € a et z € b. Donc,
r€anb=ab.
Montrons maintenant que f est surjective. Comme a 4+ b = A, il existe
a € aethbebtelsquea+b=1 Soit (y+ a,z+ b) un élément de
(A/a) x (A/b). Posons x = az + by. Alors
r=az+(1—a)y=y (mod a),
r=(1-0b)z+by=2 (mod b)

d’ou f(x + ab) = (y + a,z + b). Donc, tout élément de (A/a) x (A/b)
posséde un antécedent dans A/ab et f est surjective. [

Par récurrence, on obtient :
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Théoréme 2.4.7. — Soit ay,...,q; une famille d’idéauz de A tels que
a; +a; = A sii# j. Posons

a=0a;- -0y ... 0.
Alors on a un isomorphisme canonique

AJa~ (A/ay) X (Afag) x -+ x (A/ay).

Corollaire 2.4.8. — Si l’ensemble P des idéaux premiers de A est fini,
alors A est principal.

Démonstration. — Soit P = {py,...,p,}. Montrons que 'idéal p; est
principal (le méme argument marche pour tout p;). D’aprés ['unicité de
la factorisation, p? # p;. Donc on a I'inclusion stricte p? C p;. Choisissons
a € p1 \ p7 et considérons le systéme :

r=a (mod p?)

r=1 (mod ps)

=1 (mod p,)

Comme p; +p; = A sii # j, le théoréme des restes chinois implique que
ce systéme est résoluble. Soit z une solution. Alors p; | (), p? 1 (z) et
p; 1 (z) pour i = 2,...,n. Comme py,...,p, sont les idéaux premiers de
A ceci signifie que la factorisation de (z) s’écrit

(il?) = plv
d’ot1 le résultat voulu. O

Donnons le lemme d’approximation qui peut étre vu comme une exten-
sion du théoréme des restes chinois.

Lemme 2.4.9 (lemme d’approximation). —
Pouri=1,...,k, sotent p; des idéaux premiers non nuls de A distincts
deux a deux, des éléments x; € K et n; > 0. Alors il existe x € K tel que
pouri=1,... k
Vi, (€ — i) 2 ng
et tel que pour q # pi,..., Pk,
vy(z) = 0.
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Démonstration. — Si les éléments x; sont dans A, c¢’est le théoréme 2.4.7.

Considérons maintenant le cas général. Soit x; = a;/s; avec a;,s; € A.
Posons s = s1+ ... s, Alors x; = b;/s, o b; = a;51- - 8;_18i4+1 " Sk.
Considérons le systéme suivant : pourt=1,... k
Ve (y = bi) = ni 4 vp,(s)
et pour ¢ #plv'-'apk‘
Va(y) = vq(s).

Comme v,(s) = 0 pour presque tout ¢, c’est un systéme fini correspon-
dant au cadre du théoréme des restes chinois (il faut ajouter a la famille

{p;} les idéaux q tels que v4(s) > 0). Il est résoluble. Soit y une solution.
Posons = = y/s. Alors

Yy — b
Vi, (l‘ - x,) = Vp, ( S ) = Vp; (y - b%) - VPi(S) = n;

et

Le lemme est démontré. O

Nous avons vu qu'un anneau de Dedekind peut ne pas étre principal.
Nous avons en fait :

Proposition 2.4.10. — Tout idéal fractionnaire a de A est engendré
par au plus deux éléments (en tant que A-module).

Démonstration. — 11 suffit de montrer la proposition pour les idéaux
entiers non nuls de A.
Soit donc a un idéal non nul de A. Soit 0 # a € a. Alors (a) C a et ainsi

al(a):
(a)=]]p> a=]]p"

pelP peP
avec 3, < ay.
Choisissons, pour pla, b, tel que b, € p% — pf*1 . cest possible car ces
idéaux sont bien différents (par unicité de la factorisation). Soit alors
b € A vérifiant :
(i) b= by(mod p»*1) pour tout premier p divisant a;
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(ii) b= 1(mod q) pour tout premier q divisant (a) mais ne divisant
pas a.
Par le théoréme des restes chinois, un tel élément b existe.
Alors pour tout premier p divisant a (et en utilisant le point (iii) de la
proposition 2.4.4); on a

V(D)) = vp((bp)) = By = vp(a).

Ainsi a | (b) i.e. (b) C a, ou encore que b € a. Notons ensuite que si q est
un premier de A étranger a a mais divisant (a), alors v4((b)) = v4(a) = 0.
Ainsi pour tout premier p de A, nous venons de montrer que

vp((a) + (b)) = min(vy((a)), vp((0))) = vp(a),

1.e.

a=(a) + (b) = (a,b).

2.5. Décomposition des idéaux premiers dans une extension

2.5.1. La norme d’un idéal. — Soit K/Q une extension de degré n.

Notons par Ox = O 'anneau des entiers de K : c’est la fermeture intégrale
de Z dans K.

Lemme 2.5.1. — Soit p un idéal premier de O. Alors O/p est un corps
fini.

Démonstration. — On sait déja que O/p est un corps. Plus précisément
c’est une extension du corps F, = Z/pZ, ot p = p N Z pour un certain
nombre premier p. Comme 'anneau Ok est de type fini sur Z, on en
déduit que O/p est aussi de type fini sur F,, ou encore que Oy ~ F,;. [0

Corollaire 2.5.2. — Soit a un idéal entier non nul de O. Alors l'an-
neau O/a est fini.

Démonstration. — D’aprés le théoréeme 2.4.7, il suffit de montrer le corol-
laire quand a = p”, ici p est un idéal premier. Notons la suite d’inclusion

prCcplc...cpcO.
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Pour ¢ > 1, soit alors le morphisme naturel
Ofp' = Ofp™ 1.

Ce morphisme est surjectif de noyau p*~1/p’.
Soit z € pi~! — pt et soit

0o O — plpi
y = xy

Alors ker(p,) = p. Ensuite on note que v,((z) + p*) =i — 1 et que pour
q#p, vo((z) +p") = 0. Ainsi ((x) + p*) = p"~! et donc ¢, est surjectif.
Au final, aprés dévissage donc, on obtient que

#O/p" = (#O/p)".
]

Définition 2.5.3. — Soit a C O un idéal entier de A. On définit la
norme N(a) de A par

N(a) = #(O/a).
La norme est multiplicative :
Proposition 2.5.4. — Soient a et b deux idéauz de O. Alors
N(ab) = N(a)N(b).
Démonstration. — C’est immédiat. O]

Cette propriété de multiplicativé nous permet de définir la norme d’un
idéal fractionnaire.

Définition 2.5.5. — Soit a un idéal fractionnaire de O. Il existe un
élément x € O tel que xra = b C O. On pose alors
N(b
N(a) = (b)

N((z))

(On peut s’assurer que cette définition ne dépend pas du choix de z.)
Pour étre complet :
Proposition 2.5.6. — Soit 0 £ x € O. Alors

N((z)) = [Nk/q(z)|
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Remarque 2.5.7. — La-aussi, on peut étendre cette propriété aux
idéaux fractionnaires principaux.

Démonstration. — On rappelle que (z) = xO est un Z-module de rang
n = [K : Q]. D’aprés la théorie des modules sur Z, il existe une Z-base
{z1,--+ ,x,} de O et des entiers dy | --- | d,, tels que {dyxq,- - ,dpx,}

forme une Z-base de (z) = 2O. Alors
O)(x) =2Z|d\Z X - xZ]d,Z,

et ainsi N((z)) =dy -+ - d,,.

D’autre part {zzy, - ,zz,} est aussi une Z-base de ().

Posons u : x; — d;x; et v @ djx; — xa; (pour i =1,---  n). Alors vou est
la multiplication par x et donc, par définition, det(v o u) = Ng/g(z). Or
v est un isomorphisme sur le Z-module (z) = 2O et ainsi det(v) = +£1.
D’autre part, clairement, det(u) = dy,--- ,d,. D’ou le résultat. ]

2.5.2. Le résultat principal. — Soit K/Q une extension de degré
fini n. Soit O 'anneau des entiers de K. Soit un nombre premier p € Z.
Alors, par la théoréeme 2.3.10,

g
pO = []»,
=1

ot les p; sont des idéaux premiers de O (nous verrons que ¢ > 1). On peut
noter que p; N Z = pZ. On dit alors que I'idéal premier p; est au-dessus
de p.

Soit maintenant p un idéal maximal de O. Alors pNZ est un idéal maximal
de Z donc de la forme pZ, pour un certain nombre premier p. Ainsi, p
divise pO et I'idéal p apparait dans la factorisation de pQO.

Grace au lemme 2.5.1, on sait que O/p; est une extension de degré fini
de F,. Notons f; = [O/p; : F,].

Proposition 2.5.8. — On a la formule

g

n=[K:Q Zzez‘fi-

=1
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Démonstration. — C’est assez immédiat. On prend la norme de 1’égalité
g

pO = pr’ pour obtenir p" = Hpe"fi, d’oul le résultat. O
i=1 i

Plus généralement, nous avons :

Théoreme 2.5.9. — Soit A un anneau de Dedekind de corps des frac-

tions K. Soit L/K une extension de degré n et soit B la fermeture inté-
grale de A dans L. Enfin soit p un idéal premier non nul de A. Alors

g
pB = [[%
=1

ot pour v = 1,--- g, B; est un idéal premier de B au-dessus de p; de
plus
g
n=>y efi
i=1

ou f; = [B/Y; : A/p] est le degré résiduel de B; dans L/K (et e; Uindice

de ramification).

Avant de passer a la preuve donnons une extension du lemme 2.5.1 et du
corollaire 2.5.2 :

Lemme 2.5.10. — Sous les conditions du théoréme 2.5.9, ’extension
B/B; est de degré fini et pour tout entier m > 1, le A/p-espace vectoriel
B/SB™ est de dimension mf;, ou f; = [B/B; : A/p] est le degré résiduel
de B; dans L/K.

Démonstration. — Partons d’une K-base {z1,...,x,,} C B de L. Soit
d le discriminant de celle-ci. D’apés le lemme 1.2.11, on a dB C Az +
<o 4 x, ~ A" Comme A est noetherien, il vient que B est de type fini
comme A-module, il en est de méme de B/B comme A/p-module.

Comme pour le corollaire 2.5.2 i.e., par dévissage, et comme B/B est de
dimension finie sur A/p, on obtient que B/p est de dimension finie sur le
corps A/p. O

g
Démonstration. — Par le théoréme 2.3.10, on sait que pB = H‘Bf",

=1
ot PB; sont des idéaux premiers de B. On peut noter que B; N A = p.
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Réciproquement, si 3 est un idéal maximal de B au-dessus de p, alors
B | pB et ainsi P apparait dans la factorisation de pB.

Posons k = A/p.
Par le théoréme des restes chinois,

g
B/pB ~ [ B/%;".
i=1
Cet isomorphisme est un isomorphisme de k-espace vectoriel. Ainsi
dimB/pB = _ dim B/P;".
Il nous faut donc montrer que

et que
dimy B/B;* = e; fi.

Pour un idéal maximal 8 de B, on a vu (lemme 2.5.10) que

dlIl’lkB/iBZeZ = eldlka/%Z = ezfz

I nous reste & montrer que n = dim;B/pB.

Soit {x1,...,zm} C B tels que {Z7,...,T,} forme une k-base de B/p.

Montrons que {z1,...,x,,} forme aussi une K-base de L. Dans ce cas,
nous aurons bien m = n.
e Supposons la famille {xy,...,2,} linéairement dépendante sur K.
Alors, il existe a; € A, ¢ = 1,...,m, non tous nuls, tels que

a1y + 0 T, = 0.

Soit alors I'idéal 0 # a = (ay, ..., a,,) C A. Comme a™p # a~!, on peut
trouver a € a~! tel que a ¢ a~'p ie. pt (a)a C A. Ainsi les éléments
(ac;); ne sont pas tous dans p : la relation

aon Ty + -+ - a0y Ty, = 0(mod p),

n’est pas triviale dans k. Contradiction.
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e Il reste maintenant a s’assurer que {z1,...,x,,} engendre bien L en
tant que K-espace vectoriel. Soit le A-module M = 1B+ --- 4+ z,,B et
soit N = B/M. Comme B = M +pB, on a

N =pN.

Le A-module N est de type fini. Soit {y1,...,¥y,} un systéme de généra-
teurs de N. Alors il existe o, ; € p tels que

S
Yi = E Qi Y5>
J

ou encore
s

> (8 — iy)y; =0,
i
ou 9;; est le symbole de Kronecker. Les formules de Cramer indiquent
que pour tout j :

det((0i; — @ij)is)y; = 0.
Or mod p, la quantité d = det((d;; — @ ;):;) est non nulle. Ainsi d # 0
et dN = 0. Par conséquent, dB C M et L. C Kzy + -+ 4+ Kz, O

Définition 2.5.11. — L’entier e; est appelé indice de ramification de
B, dans L/K et f; est appelé degré résiduel de 9B; dans L/K.

2.5.3. Une recette. — Soit A un anneau de Dedekind (par exemple
I'anneau des entiers d’un corps de nombres), K = Frac(A). Soit L/K une
extension de degré n que ’on suppose séparable (ce qui est toutjours vrai
en caractéristique nulle), et soit B la fermeture de A dans L. D’aprés le
théoréme de I'elément primitif et la remarque 1.1.14, il existe 6 € B tel
que L = K(#). Alors 'anneau A[f] est un sous-anneau de B.

Définition 2.5.12. — Le conducteur F de 'anneau A[f] est I'idéal de
B défini comme suit :

F={xeB|xB C Alf]}.
L’idéal F est non nul car, par le lemme 1.2.11, 0 # d(1,...,0" 1) € F.

Remarque 2.5.13. — 1l vient immédiatement : B = A[f] si et seule-
ment si F = B.
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Théoréme 2.5.14. — Soit p un idéal premier non nul de A tel que
(F,pB) =1. Soit P =Trr(6,K) et soit

P=T" B (modp)

la factorisation de P dans A/p[X] (les polynomes P; sont irréductibles
dans A/p[X]).

Pouri=1,...,g, fitons un reléevement P; € A[X] de P;.

Alors les idéaux

Bi=pB+ F(0)B

sont les idéaux maximauzr de B au-dessus de p. De plus, le degré résiduel
fi de B; dans L/K est ezactement le degré de P, et on a

pB = PPy,

Démonstration. — Posons B’ = A[f]. Soit donc un idéal maximal p de
A avec pB premier a F.

Soit le morphisme naturel ¢ : B" — B/pB.

Détaillons la surjectivité de ¢. Comme (pB,F) = 1, écrivons 1 = a + b
avec a € F et b € pB. Soit y € B. Alors y = y(a + b) = ay(mod pB)
et par définition du conducteur, ay € B’, d’ou la surjectivité de . De la
méme fagon, on a ker(yp) = pB’.

Ainsi,

B'/pB' ~ B/pB.

Soit le morphisme naturel
v AX] — k[X]/(P),

ouk=A/petou P=Irr(f,K).
Alors le morphisme v est clairement surjectif et ker(¢)) = (p, P). Ainsi

B/yB ~ B'/pB = Al0]/pAlf] ~ A[X]/(P,p) ~ k[X]/(P),

et donc

@ [T B/ = [T Rix1/(P")



/

9 g
sipB = H B est la décomposition de I'idéal pB et si P = HEG (mod p)
i=1 =1
est la factorisation de P dans k[X]. Détaillons ce dernier isomorphisme.
Soit
it B'=Al0] — k[X]/(P)
f(®) = f (mod P).
Le morphisme ¢; est bien défini et est surjectif. Comme P; est irréductible

dans k[X], alors ker(y;) = P;(8)B’ + pB’ est un idéal maximal de B’ qui
contient pB’. Soit maintenant le morphisme naturel

i B'/(pB"+ F(0)B) — B/ (pB + Fi(0)B).

Comme (p, F) = 1, le morphisme ¢} est un isomorphisme et ainsi 'idéal
pB + P,(0)B est un idéal maximal de B contenant pB : c’est donc un
idéal premier B; de B au-dessus de p. Notons ensuite que pour i # j,

K[X/(F) 2 KIX]/(P;) et ainsi B, # ;.

Posons donc B; = pB + P;(6)B.
Alors

g

g g/
[ con+ I[Py B =pn=]]%"
i=1 i=1

=1

Ainsi

g .9
e; e;
[T 1]
i=1 i=1
Pour les degrés résiduels des idéaux premiers B;, i = ..., g, il vient

fi=[B/Pi - Afp] = [k[X]/(P;) : K] = deg(P,),

car B/%; ~ A[X]/(P;,p) ~ k[X]/(P,).
Aprés arrangement, il vient ¢ < g, € < ¢; et pour i < g, fi = fl. Or
d’apres (2),

/

g g

! !
E eifi: E € Ji»

1=1 i=1

d'ot g = ¢’ et €] =¢;. ]
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Définition 2.5.15. — Conservons les notations du précédent théo-
réme. Soit p un premier de A et soit

9
pB =B
=1

la factorisation de pB dans B.
(i) Le premier p de A est dit ramifié¢ dans L/K §'il existe un indice
de ramification e; strictement plus grand que 1.
(ii) Le premier p est dit totalement ramifié si g = f; = 1 et e; = n.
(iii) Le premier p est dit inerte si p =, ie. g =€; = 1.
(iv) Le premier p est dit totalement décomposé si g = n.

On en arrive & un résultat important.

Théoréme 2.5.16. — Soit A un anneau de Dedekind de corps des frac-
tions K. Soit L/K une extension (séparable) de degré n et soit B la fer-
meture intégrale de A dans L. Alors il n’existe qu’un nombre fini d’idéaux
premiers de A ramifiés dans L/K.

Démonstration. — Prenons 0 € B tel que L = K(#). Soit P = Irr(, K).
Soit p t F. Posons k = A/p.

Soit p 1 F. La décomposition de pB se lit dans la réduction de P(mod p).
Ainsi p ne se ramifie pas dés que P € A/p[X] n’a que des racines simples
dans une cloture algébrique de A/p.

Or pour p 1 dA, le discriminant d mod p n’est pas nul, ce qui siginifie que
le polynéme P(mod p) n’a pas de racine double . Au final donc, seuls les
premiers p qui divisent I'idéal (non nul) dA peuvent éventuellement étre
ramifiés. O

Remarque 2.5.17. — Comme d(1,...,0" ') € F, on a ainsi que si p
est ramifié, alors p | (d(1,...,6"1)).

Définition 2.5.18. — Posons k; = B/B; et k= A/p.
Le premier p est dit non ramifiée dans L./K si pouri = 1,...,¢g, on a que
e; = 1 et que 'extension des corps résiduels k;/k est séparable.

Remarque 2.5.19. — Supposons que B = Alf] et également que I'ex-
tension des corps résiduels k;/k est séparable. Alors p est non ramifié
dans L/K si, et seulement si, p|(d(1,...,0"1)).
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Dans le cas des corps de nombres, on a le théoréme suivant :

Théoréeme 2.5.20. — L’extension K/Q est ramifiée en p si et seule-
ment si p | dg.

Démonstration. — Un sens a déja été vu (remarque 2.5.17). La réci-
proque est admise. O
2.5.4. Le cas galoisien. — Conservons le contexte de la section 2.5.3

et supposons que L/K est galoisienne. Soit G = Gal(L/K).

Soit a un idéal fractionnaire de L et soit ¢ € G. On sait que a un O-
module de type fini engendré par deux éléments x et y.
On pose alors

g(a) = a? = (9(2), 9(y)),
'idéal fractionnaire de L engendré par les éléments g(z) et g(y).

Pour tout idéal premier p de A on note

Sp={PB, PN A=p}
I’ensemble des idéaux premiers B au-dessus de p. On note trés facilement
que pour tout g € G l'idéal g(J3) est un idéal premier de B. Comme

gB)NA=g(BNA) =gp) =pn,
on voit que g(P) € S, i.e., le groupe de Galois opeére sur S;.

Définition 2.5.21. — Soit P un idéal premier non nul de B. Alors
Dy = {g € G, g(*B) = P} est le groupe de décomposition de P dans
L/K.

Théoréeme 2.5.22. — Soit L/K une extension galoisienne et soit p un
idéal premier non nul de A. Alors :
(i) Le groupe de Galois G = Gal(L/K) opeére transitivement sur Sy.
(11) Les indices de ramification e(*R) et degré résiduel f(P) ne dé-
pendent pas de B | p. Si on les note e, et f, et si g, est le nombre
des idéauz premiers B | p, alors on a

epfogp = [L : K]

et la factorisation de p dans B s’écrit

PB = (PP ... Py)™.
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(i) Si Q = g(PB), alors Dq = g~ Dyyg, et le groupe de décomposi-
tion Dy est d’ordre e, f,,.

Démonstration. — 1) Soit P un premier de B au-dessus de p. Supposons
qu'il existe un premier 9 également au-dessus de p tel que

Vg e G, g(B) # Q.

Choisissons, grace au théoréme des restes chinois, © € B tel que x € Q
et tel que pour tout g € G, = ¢ g(B).
Alors Np k() € ANQ =p = ANP ce qui implique g(x) € P pour un
certain élément g de GG, d’ou la contradiction.
ii) Soit pB = P -...- Py’ la factorisation de p dans B. Comme G opére
transitivement sur S,, pour tout i il existe g; € G tel que g;(B1) = PB..
Donc g; induit un isomorphisme entre kg, = B/B; et kg, = B/P;, d’ou
f(B1/p) = f(B;/p). D’autre part, comme G agit trivialement sur p, on
a

pB = gi(pB) = (¢:(B1))" -+ (9:(By)),
d’ot e; = ¢;. La formule e, f,g, = [L : K] résulte maintenant du théoréme
2.5.9.
iii) La premiére partie est immédiate. Pour la seconde, cela repose sur
le fait que le groupe G opére transitivement sur les idéaux premiers 3
au-dessus de p. En effet, fixons un premier PB|p. Le fixateur de 'action
de G sur ‘B est exactement le sous-groupe Dy et il vient I'égalité g =

|G/ Dyl 0

2.5.5. L’automorphisme de Frobenius. — Revenons aux entiers
des corps de nombres. Soit L/K une extension galoisienne de corps de
nombres de degré n. Notons G = Gal(L/K). Fixons une premier 8 de Oy,
et soit p := PN Ok. Soient les corps résiduels ky := O, /P et k, := Ok /p.
On rappelle que kg /k, est une extension de corps finis de degré fy, donc
galoisienne (et en fait cyclique).

Notons par K’ := LP% (c’est le corps de décomposition de B dans L/K)
et posons P’ = Og NP. L’extension L/K’ est galoisienne de groupe de
Galois Dyg. Clairement B’ est un premier au-dessus de p. D’autre part,
comme Dy agit transivement sur les premiers de L au-dessus de ', il
vient que B est 'unique premier de L au-dessus de J’.
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En considérant le premier B dans les extensions L/K et L/K’ (associé
aux injections : Ok /p — O/ /P — OL/P), on a f > f et ep > ey,
ol fy (respectivement eg) est le degré résiduel (respectivement l'indice
de ramification) de B dans L/K’. Comme eg fp = [Dg| = e fys, il vient
alors e = ey et fp = fp. En particulier, on vient de montrer

Lemme 2.5.23. — On a : Ox/B ~ O/ /B'.

Soit Iy = {0 € Dy, o(z) =z (mod *B),Vx € B}. C’est le sous-groupe
d’inertie de B dans L/K.

Proposition 2.5.24. — On a un l'isomorphisme naturel Dg/ly o~
Gal(kq/ky).

Démonstration. — Soit ¢ € Dg. Alors, par restriction o induit un élé-
ment de Gal(ky/ky). Soit alors le morphisme ¢ : Dy — Gal(ky/ky).
Clairement, ker(z)) = I. Cherchons I'image de 1. Notons, par le lemme
2.5.23, que k, = kqy. Soit § € O, un relévement de € ky, ott k() = ke
est un élément primitif de ky /k,. Soit P = Irr(6, K') et soit P = Irr(6, k,).
Alors clairement P divise P(mod p) € ky[X]. Ainsi, si 3 est un k-
conjugué de @ i.e., une racine de P dans ke, il existe une racine g de
P, avec 8 € O, car L/K’ est galoisienne, telle que S(mod B) = f, ce
qui signifie exactement que 9 est surjectif. D’ou le résultat. O

Corollaire 2.5.25. — On a #Iy = eq. Par conséquent si P est non
ramifié dans L/K, le groupe de décomposition Dy est isomorphe a

Gal(kg/k,).

Démonstration. — Ce qui précéde indique que epfg = #Dgp = #p fip,
d'ott #Iy = eq. Lorsque P est non ramifié, il vient alors que Dy ~
Gal(key /ky). O

Corollaire 2.5.26. — Le premier B est non ramifié dans L/K si et
seulement si, Iy = {e}.

Démonstration. — Immeédiat. OJ

Définition 2.5.27 — L’unique élément o € Gal(L/K) engendrant
Dy et vérifiant oyp(r) = 2! (mod 9B) est appelé automorphisme de
Frobenius de P dans L/K.
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Remarque 2.5.28. — Si P et P’ sont deux premiers au-dessus de p,
alors oy et oy sont conjugués dans Gal(L/K). En particulier, ils sont
égaux si Gal(L/K) est un groupe abélien.

Proposition 2.5.29. — Soit linclusion de corps de nombres K C F C
L. On suppose les extensions L/K et F/K galoisiennes. Soit B un idéal
premier de L et soit P’ = Op N*P. Alors (op)r = o € Gal(F/K).

Démonstration. — Immeédiat. OJ

2.5.6. Exemples. —

2.5.6.1. Décomposition dans les extensions quadratiques. — Soit K =
Q(+/d), ot d est un entier sans facteur carré. Si p est un nombre premier,
alors

g
pOK = Hm?’
i=1

g

avec 2 = Zeifi.

i=1
e Supposons d = 2,3(mod 4). Alors Ok = Z[V/d] et Trr(vd, Q) = X —d.
Alors pour p | d, le premier p est ramifié. Dans ce cas, p = P2 avec
B = (p, V).

Si p =2 et d=3(mod 4), alors 2 est ramifié¢ et 20k = (2,v/d — 1)%. De
méme pour d = 2(mod 4), on obtient 20k = (V/d, 2)?.

Si p est tel que d ¢ IFZZ), alors p est inerte, i.e. pOk est un idéal maximal.
Enfin si d = a*(mod p), (avec p 1 d), alors p est totalement décomposé :

pOx = PP,
avec P = (Vd — a,p) et P’ = (Vd +a,p).
e Supposons maintenant d = 1(mod 4).
Alors Ok = Z[6)], avec 6§ = ! +2\/8
Soit B = Z[\/d]. Alors conducteur F de B est I'idéal 20x.

Ainsi pour p # 2, la factorisation de pOxk se lit dans la réduction de
X? —d (mod p).

On se retrouve dans la situation précédente. Soit p > 2. Si p | d, le

1—d
s ainsi, Irr(0,Q) = X2 — X + >

premier p est ramifié et pOx = (v/d,p)?. Si d n’est pas un carré dans
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[F,, alors p est inerte. Enfin, si d est un carré dans F,, le premier p est
totalement décomposé.

Il reste donc a traiter le cas p = 2. La factorisation de 20k se lit dans la
factorisation de P = Irr(0, Q) dans Fy. Ecrivons d = 1 4 4\, avec \ € Z.
Si A = 0(mod 2), i.e. d = 1(mod 8), alors P = X (X — 1) € Fy[X]. Ainsi
20k = (0,2)(0 — 1,2).

Si A = 1(mod 2), i.e. d = 5(mod 8), alors X? + X + 1 est irréductible et
20k est inerte.

Ezemple 2.5.30. — Soit K = Q(v/—5). Alors Ok = Z[v/—5|.
On a:

70k = P¥;
avec Pr = (7,v/=5+3) et P, = (7,/=5 —3) et
30k = P3P

avec Pz = (3,v/=5 — 1) et Pz = (3,v/=5 + 1).

Soit maintenant l'idéal a = (1 4+ 2y/=5)Ok. Comme N(a) = 21, on en
déduit que a = PO avec N(P) = 3 et N(Q) = 7. Alors P est un idéal
au-dessus de 3 et 9 un idéal au-dessus de 7.

Posons z = 1+42v/=5. Comme v/—3 = 1(mod B3), alors z = 0(mod P3),
ce qui signifie que Pj | (x).

Maintenant /=5 = —3(mod B;) alors x = —5(mod 7) # 0. Ainsi B 1
(x) et P~ | (x). Par conséquent

(z) = PP

2.5.6.2. Décomposition dans les extensions cyclotomiques. — Soit un
nombre premier ¢ > 2. Soit ( = (; = exp(2im/f) une racine primitive
(-éme de 'unité.

On rappelle que Og = Z[(] et que Irr((,Q) = P = X1 + ... + X + 1.
Ona: X‘'—1=(X-1)P.

Alors dans F,[X], il vient immédiatement la factorisation suivante

P=(X-1""

Ainsi (Og = ((,( — 1)1 Or pour i = 1,...,¢ — 1, il vient 1 — (' €
(1—-({)Ok et ainsi £ € (1 —()Oxk (voir la preuve du théoreme 1.3.9). Soit
alors I'idéal maximal £ = (1 — () ; il est principal et /O = £,
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Soit maintenant un nombre premier p # ¢. Alors la factorisation de pOk
se lit sur la factorisation de P dans F,[X].

Remarquons pour commencer que P admet une racine dans [, si et
seulement si, toutes les racines de P sont dans F, i.e., si et seulement si
llp — 1. Dans ce cas, p est totalement décomposé :

POk = P1 - P,
avec B, = (p,( —1),i=1,...,0—1.
Plus généralement, soit ¢ le plus petit entier tel que p' = 1(mod /).

Notons encore par ¢ une racine primitive /-éme de 'unité dans E. Alors
¢ € Fpi—F,-1. L’élément  est donc de degré ¢ sur F, i.e. deg(Irr(¢, F,)) =
t. Bt ainsi

g
P =]]P eF,x],
=1

ou les polynémes P; sont irréductibles sur I, avec deg(P;) =t (& noter
que (P;, Pj) =1 pour ¢ # j). En particulier g = (¢ —1)/¢.

Ezemple 2.5.31. — Prenons K = Q((;). Soit alors p = 11. Alors
comme 11 = 1(mod 5), le premier 11 est totalement décomposé dans

K/Q.
Par contre pour p = 19, ¢ = 2. L’anneau Z[(5] contient deux idéaux
premiers au-dessus de 19 chacun de degré résiduel 2.
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CHAPITRE 3

GEOMETRIE DES NOMBRES

3.1. Réseaux de R"

Soit {vy, -+, vy} m -vecteurs indépendants de R™ et soit
H= {Z )\Z"UZ', )\z c Z} C R™.
i=1

Alors H est un sous-groupe discret de R” (muni de sa topologie naturelle).

Définition 3.1.1. — L’ensemble P = {Z Aivi, 0 < \; < 1} est appelé
i=1
parallélotope de H associé a la base {vy, -, v}

Théoréme 3.1.2. — Soit H C R™ un sous-groupe discret de R™. Alors
il existe une famille de vecteurs indépendants {vy,- - , v, } C R™ telle que

m

H= {Z A\ivi, \i € Z}. De plus, m est la dimension de l’espace vectoriel
i=1

engendré par H.

Démonstration. — Soit m la dimension du sous-espace de R™ engendré
par les vecteurs de H. Soit {vy,--- ,v,} m vecteurs de H linéairement
indépendants.

Posons H = Zwv, + -+ + Zv,, et soit P le parallélotope associé a

{v1,+-+ ,up}. Alors P est compact ainsi P N H est fini.



Soit & = > \w; € H. Pour j € Z, posons

m

Tj=7J-T— Z[in]Uia

i=1
ou [-] désigne la partie entiére. Alors xz; € HNP.
Comme P N H est fini, il existe j # k, tels que x; = xy, i.e. pour ¢ =
1,---,m,

(J = k)X = [JA] — [kA]-
Ainsi \; € Q.

D’autre part,

xr=ux1+ Z[)\l]vl,

ie. HC PN H+ H'. Ainsi H est un Z-module de type fini.
En résumé

H=7Zw & & Zw,,

wi = Aijvi,
%

avec A;; € Q. D’ott une premiere partie du théoréme. Il reste a préciser
le rang de H.
Soit d un dénominateur commun aux éléments J; ;. Alors, pour j =

avec r > m et

L,---,r, il vient dw; € H', i.e. dH C H'. De cette inclusion on en déduit
r=m. O
Définition 3.1.3. — Un sous-groupe discret de R" de rang maximal n

est appelé réseau de R".

Remarque 3.1.4. — Si H est un réseau de R”, alors H = Zv,®- - -®Zv,
et R" =Rv; & --- @ Ru,,.

Définition 3.1.5. — Soit H un réseau de R" : H = Zv; & - - - & Zv,,. Le
sous-ensemble P = {d°" | \jv;, 0 < \; < 1} de R™ est appelé parallélo-
tope fondamental (ou encore domaine fondamental) du réseau (associé a
la base {v1, -+ ,v,}).
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Soit x = > Aw; € R\ € R. Alors

=Y (A= [N+ > Ao
Ainsi z € P + H : tout point de R" est congru modulo H & un point (et
a un seul) de P.

Notons par p la mesure de Lebesgue sur R™.

Lemme 3.1.6. — On a p(P) = |det(vy,---,v,)|. En particulier, la
quantité u(P) est un invariant du réseau H.

Démonstration. — C’est immédiat. O

Définition 3.1.7. — La quantité u(P) est appelée volume du réseau H
et est notée Vol(H).

Théoréme 3.1.8 (de Minkowski). — Soit H un réseau de R™ et S un
sous-ensemble mesurable de R™ tels que p(S) > Vol(H). Alors il existe
deuz éléments distincts x,y € S tels que x —y € H.

Démonstration. — Soit {vq, -+ , v, } une base de H et P le parallélotope
fondamental construit sur cette base.
Alors, nous avons vu que

S:Sﬂ<U{h+P}>,

heH
la réunion étant disjointe. Ainsi
u(S) = S w8 (h+P)).
heH

Or u(SN(h+P))=p((S—h)NP)). Notons ensuite que les ensembles
(S — h)NP, h € H ne peuvent pas étre deux a disjoints : sinon,

p(P) > 3 (8~ h) N P) = u(S),
heH
ce qui est a exclure par hypotheése.
Ainsi, il existe hy # hs tous deux dans H tels que

(S =hi))N(S—=ha)NP #0,
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i.e., existence de s1, s9 € S tel que s1—hy = s9—ho ou encore s;—S, € H
et s1 # ss. O

Corollaire 3.1.9. — Soit H un réseau de R™ et S une partie mesurable
de R™ symétrique par rapport a l’origine O et convexe. Supposons satis-
faite l'une des deux conditions suivantes :

(1) u(S) > 2"Vol(H) ;
(i1) pu(S) > 2"Vol(H) et S compacte.

Alors S N H contient un autre point que O.

Démonstration. — (i) On applique le théoréme de Minkowski & S’ =
1/2S. Alors p(S") = 1/2"u(S) > Vol(H). 1l existe z,y € 5, avec v —y #
O et x —y € H. Alors z = x — y convient. En effet
L 2z + (—2y)
2
et ce par symétrie et convexité de H.

e SNH

(ii) On applique le point (i) & S. = (1 4+ ¢€)S, pour € > 0. Pour r > 0,
soit B(0,r) la boule ouverte de centre O et de rayon r. Soit r petit tel
que HN B(O,r) = {0} et soit H' = H — B(O, ). Alors pour tout ¢ > 0,
il vient que H' N S est non vide (et est fini). Ainsi

(H NS

e>0

est non vide d’intersection S N H’ car S N H’ est compacte. O]

3.2. Le plongement canonique d’un corps de nombres

Fixons un corps de nombres K, i.e. une extension de degré n de Q.

Le corps K a n plongements o; dans C.

Un plongement o; : K — C est dit réel si o(K) C R. Sinon, o; est dit
complexe.

Soit r; le nombre de plongements réels de K. Si o est un plongement
complexe de K alors ¢ o o est également un plongement complexe de K,
différent de o (ici ¢ est la conjugaison complexe). Ainsi, les plongements
complexes sont en nombre pair 27;.
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Au total, r; + 2y = n et le couple (r1,73) est appelé signature du corps
K.

Exemple 3.2.1. — Le corps Q(v/2) a pour signature (1,1).

Par la suite, on numérotera les plongements o; comme suit :

pour ¢ = 1,--- ,ry, 0; est un plongement réel;
pour j = 1,-+- 79, Ori4j = CO Orydraty-
Définition 3.2.2. — Le plongement canonique d’un corps de nombres

K est 'application

U;K—>RT1X(CT2 — R
Tr X:(01($),"'70r1+7“2(x)) = f<X)

ou f(o, @i ny) = (- xy, V(T 44), Im(2y,44(2)), - -+ ) est 'iso-
morphisme naturel entre R™ x C™ et R™.

L’application o est un homomorphisme d’anneaux qui est injectif.

Un simple calcul de déterminant permet de montrer la proposition :

Proposition 3.2.3. — St M est un sous-Z-module libre de rang n de K
et si {vy, - ,v,} est une Z-base de M alors o(M) est un réseau de R™.
Le volume Vol(M) de M est donné par

Vol(M) = 27" det ((o(v;))i) |,
ouictt,) =1, ,n.
Remarque 3.2.4. — La famille {vy,--- ,v,} forme une Q-base de K.

Démonstration. — Il suffit de noter que si o; est complexe alors la partie
réelle R(o;(v;)) de o;(v;) vérifie

§R(Jj (Uz)) _ 0j (Ul) —{-20@_”'(1)1')‘

Idem pour la partie imaginaire.
Comme le déterminant est non-nul (corollaire 1.2.7), o(M) est bien un
réseau de R™ de volume 22| det ((0;(v;))i ;) |- O
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Théoréme 3.2.5. — Soit K un corps de nombres d’anneau des entiers
Oxk. Soit a C Ok un idéal entier non nul. Alors le plongement canonique
o(a) de a est un réseau de volume

Vol(o(a)) = 27"2|dk |"/*N(a),

ot dyi est le discriminant absolu de K.

Ezxzemple 3.2.6. — Pour K = Q(i), le plongement de Ok donne le ré-
seau cubique Z2. Pour K = Q(v/—3), Ok donne le réseau hexagonal Z[j].

Démonstration. — On a vu que a est un Z-module libre de rang n (co-
rollaire 1.2.9). Ainsi d’apreés la proposition 3.2.3, o(a) est bien un réseau
de R™.

Si a = Ok, on sait que dx = det((o;(e;));;)?, d’on le résultat.

Soit donc a C Ok un idéal non nul de Ok. On sait qu’il existe une base
{v1,-+ ,v,} de Ok et des entiers \i,--- A\, tels que {A\jvg, -+, \yu,}
forme une Z-base de a. Alors (voir la section 1.3.2)

et
det((0;(N\jv;))ii)* = dAvr, -+, Awvn) = (M- Ay) dk.
Ainsi,
Vol(a) = 2772\ .- A\, det((o:(Njv5))i )
272N (a)|dg|"/?
]

Ezxemple 3.2.7. — Partons de K = Q(i) avec Ox = Z @ Zi. Alors
o(Ok) =7Z(1,0) ® Z(0, 1), de volume 1 : c’est le réseau cubique.

1++v-3
Si l'on part de K = Q(v/—3) avec OK:Z@Z+—

2
13 : ,
o(Ok) :Z(1,0)®Z(§,7), de volume v/3/2 : clest le réseau hexa-

, alors

gonal.
Si I'on part de K = Q(v/3) avec Ox = Z @ Z+/3, il vient ¢(Ok) =
Z(1,1) ® Z(v/3, —/3), de volume 2v/3.
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3.3. Application a la détermination du groupe des classes

Commencons par donner un calcul de volume.

Lemme 3.3.1. — Soitt > 0. Notons
r1 9
Bt = {(y17 Y R, asz) € R™ x Cm? Z |y2| +2Z |ZZ| S t}
i=1 i=1

Alors B, C R™ est un sous-ensemble de R"™, compact, symétrique par

rapport a O, convexe et de volume
ro "
voI(s) =2 (3)"

Démonstration. — Le calcul du volume se fait & partir d’une double ré-

n!’

currence (sur rq et sur ry). [

Proposition 3.3.2. — Soit K/Q un corps de nombres de signature
(r1,r2). Soit a un idéal entier (non nul) de Ok. Alors a contient un
élément non nul x tel que

4\" n!
Nia(o)l < (2) 2% el Nw),

Démonstration. — Soit o le plongement canonique de K. Pour ¢ > 0,
notons B; défini comme dans le lemme 3.3.1 puis prenons ¢ tel que

wu(By) = 2"Vol(o(a)) i.e.
r1 E r2 " n—ro 1/2

D’aprés le théoréme de Minkowski (en fait le corollaire 3.1.9), il existe
r €a,z#0,tel que o(z) € By.

Or
71 r1+r2
Nig@)| = [[le@)]-- ] los@)?
=1 i=r1+1
1 1 r1+re n
< (— <Z|az(x)|—i—2 > |az(x)|>>
=1 i=r1+1
tn
S )
nTL
car x € B;. ]
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On en arrive a un résultat trés utile en pratique (pour déterminer le
groupe des classes d'un corps de nombres K).

Corollaire 3.3.3. — Toute classe d’idéaux du groupe des classes Clg
de K contient un idéal entier a tel que

4\" n!
N(a) < <_) n_n |dK|1/2.
n

™

En particulier le groupe Clk est fini.

Démonstration. — Soit C une classe de Clk et soit b un idéal fraction-
naire de K représentant C. De b='b = Ok, on a que b~! est I'un des
représentants de la classe C~!. On peut trouver un entier y de Ok, tel
(y)b™! C Ok i.e., (y)b~! est un idéal entier. Or (y)b~! et b~! sont dans
la méme classe C~1. Ainsi, on peut supposer que b~! est entier.
D’aprés la proposition 3.3.2, il existe 2 € b~1, 2 non nul, tel que

4\" n!
Nea(oll < () 2% lal N

Comme x € b™!, I'idéal a = (x)b est un idéal entier de norme
ANl
N(a) = N((2)b) = N((x))N(b) = [Niq(2)IN(b) = { — ) —Zldu| ",
car de (z)bb™! = (z), il vient N(((z)b) = N((x))N(b). On conclut en
notant que les idéaux a et b sont dans la méme classe C de Clk.

La finitude de Clk est alors immédiate : elle repose sur le fait qu’il n’y a
qu’'un nombre d’idéaux premiers de norme bornée par une constance D.

]

Pour terminer ce paragraphe, donnons deux résultats importants pour
les corps de nombres.

Proposition 8.3.4. — Soit K un corps de nombres et n = [K : Q).

Alors ,
7 (3m\"
dg| > = [ — )
w3
Démonstration. — Cela se déduit du corollaire 3.3.3 et du fait que pour
tout idéal entier a, N(a) > 1. O
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Corollaire 3.3.5 (Hermite-Minkowski). — Pour tout corps de
nombres K # Q, il vient |dg| > 1. Ainsi, toute extension non triviale de
corps de nombres K/Q est ramifiée.

Démonstration. — La premiére partie de ’assertion provient de la pro-
position 3.3.4 et la seconde du théoréme 2.5.20. O]

3.4. Exemples

3.4.1. Le cas des corps quadratiques. —

8.4.1.1. — Soit un corps quadratique K = Q(+/d), ot d est entier sans
facteur carré. Alors Clk est trivial des lors que

4\ 1
(—) §|dK|1/2 < 2.
m

En se rappelant que dx = d si d = 1(mod 4), et dx = 4d sinon,
on obtient que l'anneau des entiers de @(\/3) est principal pour d =
-1,-2,-3,-7,—11,2,3,5,13.

Remarque 3.4.1. — 1l y a exactement neuf corps quadratiques imagi-
naires dont le groupe des classes est trivial :

d=—1,-2-3,—7,—11,—19, —43, —67, —163.

On a méme (d’aprés Brauer-Siegel) que log|Clk| ~|4—e0 logy/|dk],
lorsque K = @(\/E) varie dans la famille des corps quadratiques imagi-
naires.

Mais on pense (conjecture de Gauss) qu'il existe une infinité de corps
quadratiques réels dont le groupe des classes est trivial.

3.4.1.2. — Détaillons un exemple non trivial. Soit K = Q(+/—17). Alors
Ok = O = Z[\/—17] et |dk| = 68. D’aprés la proposition 3.3.2, toute
classe de Clk contient un idéal entier a de norme

4.-68
N(a) <

~~ 5, 24.
T

Ainsi, il est nécessaire de connaitre la décomposition des premiers p, pour
p=235.
L’idéal 20 = p2 est ramifié.
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Comme —17 = 1(mod 3), il vient que 30 = p3qs.

Enfin, —15 = —2(mod 5) qui n’est pas un carré dans Fjy, alors 50 est
maximal. Au final, les seuls idéaux entiers de norme plus petite que 5
sont :

Ok, P2, 93, P3, 3.
(A noter que N(pap3) = 6 et que N((5)) = 25.)

Au total, Clk est un groupe abélien qui contient au plus 5 éléments ... la
liste est donc courte !

Cherchons I'ordre de p, dans Clkg. Comme p3 = (2), 'ordre de p, divise 2.
Supposons p, principal. Alors il existe un entier x € O tel que (x) = po,
ce qui équivaut a Nk g(z) = 2.

Ecrivons & = a + by/—17, avec a,b € Z. Alors Nk/o = a® + 170, et on
voit que I’équation a? + 17b* = 2 n’a pas de solution. Ainsi, p, n’est pas
principal et (la classe de) py est d’ordre 2.

Cherchons l'ordre de p3 dans Clg. A-t’on p3 principal ? Ceci équivaut a
ce que I’équation a? + 17b? = 3 ait une solution dans Z. Donc ps et g3 ne
sont pas principaux.
Regardons p3. A-t’on p2 = (z) ? Ceci équivaut a résoudre dans Z 1'équa-
tion : a® + 17b* = 9. Les solutions sont +3. Or (3) = p3qs # p32. Donc p3
n’est pas principal.
L’idéal p3 ne peut pas étre d’ordre 3 car sinon Clk contiendrait un sous-
groupe d’ordre 6... or |Clk| < 5.
Donc p3 est nécessairement d’ordre 4. Soyons plus explicite. On cherche
a résoudre p3 = (), ceci équivaut a résoudre dans Z : a® + 170? = 81.
Alors a = £8 et b = £1 sont des solutions non triviales. Fixons p3 =
(3,v/=17—=1) et q3 = (3,v/—17 + 1). Alors

ps =8+ V-17), q3=(8—V-17).

(Pour ce faire, on utilise le fait que v/—17 = 1(mod p3) et v/—17
~1(mod g).

Ainsi, Clk est un groupe d’ordre au plus 5 qui contient un élément d’ordre
4, alors Clg =< Cl(ps) >~ Z/4Z.

A noter que comme p3q3 = (3), alors la classes de g3 est I'inverse de celle
de p3. Puis que Cl(p3) = Cl(pz). Donnons une relation explicite. Pour
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ce faire, il faut de trouver un élément entier x de norme 18. Soit alors
r =1—+/—17. Cet élément est bien de norme 18. Notons que q3 { (z) :
en effet, comme /—17 = —1(mod q3), il vient

1 — /=17 =2(mod q3) # 0(mod q3).
Ainsi, I'idéal principal (z) s’écrit
() = p2ps,
ce qui confirme bien que Cl(p3) = Cl(py)~! = Cl(ps) car py est d’ordre 2.

8.4.1.3. — Soit le corps K = Q(+/10). On rappelle que O = Z[v/10].
Alors par la proposition 3.3.2, on sait que toute classe de Clk contient
un idéal entier a de norme plus petite que 3.

Ici 2 est ramifié : 20k = p3. Est ce que p, est principal ? Ceci équivaut a
résoudre ’équation diophantienne

(3) a® —100* =2, a,b € Z.

Or modulo 5, I’équation (3) n’a pas de solution et ainsi p, n’est pas
principal : Cl(py) est d’ordre 2 dans Clk.

Idem pour les premiers de Z[/10] au-dessus de 3, i.e. p3 = (3,4/10 — 1)
et g3 = (3,v/10 + 1),

On note ensuite que (2 4+ v/10) = psps et (2 — /10) = gsps. Ainsi,
Clg = (Cl(ps)) ~ Z/27Z.

3.4.2. Le cas des corps cyclotomiques. — Soit un nombre premier
¢ >3 et soit K= Q({). Alors Ox = Z[(y], o = ( — 1)/2 et |dk| = /72

Posons ( .
AN\ (0 —=1)!

_ (= =)0 e1y)2

" (w) R

On rappelle que toute classe de Clk contient un idéal entier a de norme
plus petite que 7.
Il vient
¢ 3|5 7|11
re<|2]4]11]196
Ainsi, immédiatement, Z[(3] est principal.

Prenons ¢ = 5. Alors P = X* + X3 4+ X2+ X + 1 est irréductible dans
Fy et dans 3. Ainsi, le seul idéal entier a de Ok = Z|[(5] de norme plus
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petite que 4 est a = Ok. Le groupe des classes Clk de K est trivial :
I'anneau Z[(5] est principal.

Prenons £ = 7. Soit P = X6+ X® + ... + X + 1 = Irr((7, Q).

Alors P = (X3+ X +1)(X3+ X?+1) € Fy[X]. 1l existe donc deux idéaux
premiers ps et qs de Z[¢7] au dessus de 2. Or Nk g(1 + ¢z + (7)) = 8 et
Nk /o(1+¢F+(3) = 8, par conséquent les idéaux ps et qa sont principaux.
On note ensuite que P est irréductible dans 3 et F5. Enfin, 7 est tota-
lement ramifié et pr = (1 — (7).

En conclusion, les seuls idéaux de normes plus petite que 10 sont : a =

Ok, P2, 92 et pr.
Le groupe des classes de Z[(;] est trivial et 'anneau Z[(7] est principal.

Remarque 3.4.2. — A savoir : il n’y a qu'un nombre fini de corps cy-
clotomiques Q((,,) dont 'anneau des entiers est principal.

3.5. Le théoréme d’Hermite

Théoréme 3.5.1 (Hermite). — Il n’y a qu’un nombre fini d’exten-
sions K/Q de discriminant d donné (dans une cloture algébrique Q fixée).

Démonstration. — D’aprés la proposition 3.3.4, le degré n de K/Q est
borné. On peut ainsi se donner 7 et la signature (ry, 7). Soit K un corps
de nombres de signature (71, 72) et de discriminant donné d.

Dans R™ x C", considérons ’ensemble B suivant :

(i) Sir; >0,

B = {(yla yYris 21,0 00 azr2)7|y1| S 6/2"y1| S 1/2’Z > 17|Z]" S 1/2}7

B = {(Z17”' ’27“2)7|Zl —Z_1| < b/27|21 +Z_1| < 1/27|ZJ| < 1/27j > 1}7

2\ 1
nb=2" (= —|d|V2,
ol - 4:||

Alors les ensembles B sont compacts, symétriques par rapport a O,
convexes et de volume

Vol(B) = 2"27"2|d|*/2,
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Comme Vol(Ok) = 2772|d|'/2, d’aprés le théoréme de Minkowski, il existe
un entier x # 0 tel que o(x) € B.

Supposons r; > 0. Alors, comme |Ng gx| > 1, on en déduit que |0y (z)| >
2"~1 et ainsi que o1(x) # o;(x), pour i > 2. Ceci implique que K = Q(z).
De méme quand m = 0, on obtient, pour i > 2, oy(z) # o0;(z) et ainsi
K= Q(x).

D’autre part, pour tout i, |o;(z)| < ¢(d,n) et ainsi les fonctions symé-
triques élémentaires en les o;(x) de degré n sont bornées. Ces fonctions
correspondent aux coefficients de Irr(z, Q) et sont a valeurs dans Z. Il
n’y a donc qu'un nombre fini de tels polynémes donc de corps K a n et
dig = d donnés. Comme n est borné, le théoréme s’en déduit. O

3.6. Le groupe des unités d’un anneau d’entiers

Soit K un corps de nombres de degré n (et de signature (ry,rq)). Dans
cette section nous allons étudier le groupe des unites Oy de Ok.

Lemme 3.6.1. — Soit x € Ok. Lélément x est une unité de Ok si et
seulement si Ny or = %1.

Démonstration. — Soit € Of. Alors il existe y € Ok tel que zy = 1.
En prenant la norme, on obtient Nk ,ozNk /gy = 1. On conclut en notant
que Ng,qz et Ny gy sont dans Z.

Réciproquement. Comme Nk or = £1, alors

Irr(2,Q) = X™ + ap X" ' £1 € Z[X].
Ainsi xy = £1, avec y = 2™ + app_12™ 2 + - - +a; € Ok. O
3.6.1. Le plongement logarithmique d’un corps de nombres. —
Considérons 'application

L: K~ R™ x C" Rri+r2

S O'(J}) = ("L‘h T ,$r1+r2) — (10g|ZL‘1|, T 710g<|x7”1+7“2|)

C’est un morphisme de groupes : c’est le plongement logarithmique

de K*.
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Grace a L, nous allons pouvoir montrer le :

Théoréme 3.6.2 (de Dirichlet). — Soit K un corps de nombres de
degré n et de signature (r1,72). Notons par Ok ['anneau des entiers de
K. Alors

Ofé ~ g X ZrlJrrzfl,
ot iy, = {x € KX, 3k € N, 2% = 1} est le groupe des racines de l'unité de
K. Le groupe ux est un groupe cyclique fini.

Démonstration. — Nous allons regarder la restriction de £ a Of.

Commencons par noter que pk est fini : cela provient du fait (associé a
[K: Q] < o0) que [Q(¢,) : Q] = ¢(n) — oo avec n.

Pour la cyclicité, on utilise le résultat bien connu suivant : tout sous-
groupe fini du groupe multiplicatif d’un corps K est cyclique.

Ensuite, clairement L£(ux) = 0.
Réciproquement. Supposons que pour tout x € Of, L(z) = 0. Alors
pour tout 4, |o;(z)] = 1. Ainsi, les coefficients des polynémes irréduc-
tibles Irr(x, Q) des éléments = € ker(L) sont bornés par une constante
ne dépendant que de n.
Ainsi, ker(£) ne contient qu'un nombre fini d’éléments. Par conséquent,
pour tout x € ker(L), il existe deux entiers distincts k et m tels que
™ = z" (car z¥ € ker(L)), i.e. x € uk.
Ainsi

ker(£’|@§) = [IK.

Pour les mémes raisons que le point précédent, quelque soit le compact
D de R™* 2 il n’existe qu'un nombre fini d’éléments = € OF tels que
L(z) € D. Ainsi £(O5) est un sous-groupe discret.

En conséquence, £L(Oy) est isomorphe & Z", avec r < ry + 1y et ainsi
X o r
Il nous reste a montrer que r = r; +ry — 1.

Soit & € Og. Nous avons vu que Ny gz = *£1 et ainsi,

1 r1+7r2
E(Ofé)C{(:L‘l, >xT1+7”2) ‘in“‘Q Z .CEZ':O},
=1 i=r1+1
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Le. que L£(Of) est dans un hyperplan de R™*"2. Par conséquent r <
r1 4+ 72 — 1 et il nous reste a montrer que L£(Oy) contient rqy + 1y — 1
vecteurs linéairement indépendants.

Lemme 3.6.3. — Soit 1 < k <ry+ry. Alors pour tout x € Ok, x # 0,
il existe € Ok, B # 0, tel que

2\ "
Neodl < (2) a2

et tel que Si E((L’) = (:E17"' 7IT’1+7"2) et ‘C(B) = (617"' 757"1-1—7‘2) CZZOT’S,
pouri #k, on a: B < x;.
Démonstration. — Soit
B = {(.7}'1,' o Jle—‘rT'Q) e R x C™ | |«rz‘ < Ciyi = 17' T |xj|2 < Cj,
j:7’1+1,"' ,T1+T2}

pour certains réels ¢;. Alors Vol(B) = 2" 7"2¢y « + - Cpy 4y
Choisissons maintenant les éléments ¢; tels que

22y - Gy, = 2"VOI(OK).

Par le théoréme de Minkowski, il existe un élément 5 # 0, tel que o(f) €
O'(OK) N B.
11 suffit alors d’imposer que pour ¢ # k, 0 < ¢; < e”. n

Lemme 3.6.4. — Soit 1 < k <1y +ry. Il existe x € OF tel que pour

i#k, onaitx; <0, ou L(x) = (T1,  , Try4ry)-
Démonstration. — Posons s = rq + ro.
Soit a = aV) € Ok, a # 0.
Posons L(a) = (ay,--- ,a,). D’aprés le lemme 3.6.3, il existe a® € Ok
tel que
o < o
pour i # k, ot L(a?) = (a§2), e ,agQ)). En continuant, on construit

une famille d’éléments (a(?); € Ok aussi grande que possible et vérifiant

pour j # k
(4) (i-1)
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ot L(aW) = (ozgi), e ,agi)). De plus, ces éléments a?) vérifient

. 2\ "2
Nk ga”| < (—) k|2 == C.
N

Comme le nombre d’idéaux entiers de Ok de norme plus petite que C
est en nombre fini, il existe i < j tel que ol Ok = oW Ok, i.e.

0 = gl
avec v € Og. Alors L(z) = L(aD)—L(aW) < 0eta; < Opouri #k. O

Pour terminer considérons des unités V), - - - , () vérifiant les conditions
du lemme 3.6.4 (pour k = 1,--- ,s). Considérons ensuite la matrice car-
rée M = (x(J ))Z j dont les colonnes sont les plongements logarithmiques

2

L(zD) = (-, 2% ... des élements 2. Tl nous suffit de montrer que

le rang de M est exactement 1 + 179 — 1(= s — 1).

La matrice M a la méme rang que la matrice M’ = (5ix§j))i,j, oud; =1
si le plongement associé est réel et §; = 2 sinon. Rappelons ensuite que
pour tout j =1,--- ,s,ona:

- 5i Z(j):
; x

ce qui signifie que < (1,---,1) > C Ker(M’).

Soit alors 0 # (---,A;,--+) € Ker(M’). La fin de la preuve va reposer
sur la lecture du produit « d’une ligne » de la matrice avec le vecteur
(+++, A, -+ ). Quitte a faire un changement de variables, on peut supposer
AM=letpouri=2,---,s A > \;. Alors

0—25A—1 (1) 25)\—1 1)

Comme pour ¢ = 2,---,s, (A\; — 1)x; Y

(1 <
i=1, .8 N\ fletamsa Ker(M') =<

0, on a nécessairement pour
(1,---,1) >. O

3.6.2. Unités dans les corps quadratiques. —
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3.6.2.1. Les corps quadratiques imaginaires. — Soit K = Q(v/—d) un
corps quadratique imaginaire, d > 0 sans facteur carré. Alors r; = 0 et
ro = 1. Dans ce cas, Of; = uk est fini.

Supposons d = 1,2(mod 4). Alors Ok = Z[v—d] et z = a+bV/—d € Of;
si et seulement si

a +dv* = 1.
On voit alors que si d > 1, les seules unités de O sont £1.

Pour d =1, i.e. K = Q(i), on trouve ux =< i >.

Supposons d = 3(mod 4). Posons § = (1++/—d)/2. Alors x = a+b0 € Of;
si et seulement si

(a+b0)(a+bd) =1,
ie.
a* +ab+b*(1+d)/4 =1,
ou encore
(2a 4 b)* + db* = 4.
Ainsi on a immédiatement pour d > 3, ux = {1}, et pour d = 3 (i.e.
K=Q({)) : ux =< (3 >.

3.6.2.2. Les corps quadratiques réels. — Soit K = Q(v/d), d > 1 sans
facteur carré, un corps quadratique réel. Comme K est réel, ux = {£1}.
Ainsi, par le théoréme de Dirichlet,

Op =<=£l>x<e>.

L sont

En notant que si € est un générateur de Oy /uk, alors —¢ et +e~
également des générateurs de ce quotient. Parmi ces générateurs, une
unité (et une seule) est plus grande que 1. Une telle unité est appelée

unité fondamentale du corps K.

Supposons d = 2,3 (mod 4). Alors Ok = Z[/d]. Soit x = a+bVd € Ok,
avec a,b € Z, a,b > 0. Pour n > 0, considérons les deux d’entiers a,, et
b, tels que

(a+bVd)" = a, + b,Vd.
Alors on peut noter que la suite (b,), est croissante. Cette remarque
permet de trouver I'unité fondamentale. Détaillons un exemple
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Ezxemple 3.6.5. — Soit K = Q(+/7). Les unités 2 = a + b\/7 de O
sont solutions de I’équation de Pell-Fermat suivante :

a® — b = +1.

Il faut donc tester si cette équation a des solutions quand b = 1. S’il n’y
pas pas de solution, on passe a b = 2, etc. On arréte quand on a trouvé
une solution! Dans ce cas, la premiére solution trouvée donne l'unité
fondamentale.

Revenons a I'exemple. On note que a? = £1+7 (icib = 1) et a? = £1+28
(ici b = 2) n’ont pas de solution avec a € Z. Par contre, a®> = +£1 + 63 a
une solution. Ainsi on trouve que € = 8 + 3v/7 est I'unité fondamentale
de OK

On peut procéder de méme quand d = 1(mod 4).

Remarque 3.6.6. — Soit d > 1 sans facteur carré et soit ’équation de
Pell-Fermat

X? —dY? =41, X,Y € Z.
Notons que s’il existe un nombre premier p|d avec p = 1(mod 4), I'équa-
tion X% — dY? = —1 n’a pas de solution (voir également l’exercice 1 du
sujet 2008/09 de la derniére section).
Sinon, lorsqu’une solution de I’équation de Pell-Fermat existe (autre que
+1), toutes les solutions sont paramétrées par les puissances de I'unité
fondamentale.

3.6.3. Unités dans les corps cyclotomiques. — Soit un entier n >
3. Posons ¢, = exp(2i7/n) puis z = (, +(, . On rappelle que I'extension
Q(¢,)/Q est galoisienne de degré ¢(n), que le corps Q(¢,) ™ = Q(¢+¢; 1)
est le sous-corps réel maximal de Q(¢,), correspondant par la théorie de
Galois au corps fixé par la conjugaison complexe o.

Soit O,, 'anneau des entiers de Q((,,) et soit O;F celui de Q(¢,)*. On va
montrer le théoréme suivant

Théoréme 3.6.7. — L’indice [O) : (£u,)O)] divise 2.

De plus, cet indice est égal a 1 quand n est un nombre premier p. Ainsi
dans ce cas toute unité € € O sécrit sous la forme & = C;’fn, pour un
certain entier k et avec n € O;F.
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Ce théoreme indique donc que quand n = p, aux racines de I'unité prés,
les unités de O, proviennent de Q(¢,)*.

Démonstration. — Soit ¢ le morphisme de groupe suivant :
p: 0 — O
e = ¢glo(e)

Le noyau de ¢ correspond exactement aux unités de Q(¢,)™".
On note ensuite que |p(e)] = 1, et méme mieux, comme l'exten-
sion Q((,/Q) est abélienne, o commute avec tous les éléments de
Gal(Q(¢,)/Q). Ainsi, si 'on pose z = ¢(g) € OF,
g € Gal(Q(Cn)/Q),

9(2)] = lg(e)/g(o(e))] = lg(e)/a(g9(e))] = 1.

Ainsi tous les conjugués de z sont de module 1. Ceci implique que z est

il vient pour tout

une racine de l'unité (voir l'exercice 14, ou la preuve du théoréme de
Dirichlet 3.6.2). Or les seules racines de l'unité dans Q(¢,) sont de la
forme +¢*.

Posons W = (£u,O;). On a donc Im(p) C W. Considérons alors le
morphisme 6 regardant la classe de p(g) modulo W?2.

On note que si e = £¢*n avec n € O, alors 0(e) € W2. Ainsi, (£Cfn) C
ker(6). Réciproquement. Soit e € O, telle que ¢(g) = ¢2* € W?2. Alors, on
voit trés facilement que o laisse stable (%, ce qui signifie que e¢;* € OF.
On conclut la premiére partie en remarquant que [W : W2 = 2.

Pour déterminer I'indice la question est donc de savoir si ¢(O,,) = W ou
w2,

Prenons n = p (avec p > 2). On remarque alors que pour k € {1,--- ,p—
1} on a ¢ = (2* € W? pour un certain entier a. Ainsi dans ce cas la
question est de savoir si ¢(e) = +C¥ ou —(F.

On écrit tout d’abord & = ag + a1, + -+ + a,2CF~* avec a; € Z. 11
vient alors € = ag + -+ - + a,—2 (mod p), ou p = (1 — (,). Ceci implique

que o(g) = e(mod p). Supposons alors que €/0(e) = —¢¥, il vient alors
0 = (1 + ¢*) = 2e(mod p), d’'ott la contradiction. On vient donc de
montrer que pour n = p, p(0,) = W. ]
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CHAPITRE 4

VALEURS ABSOLUES

4.1. Préliminaires topologiques
4.1.1. Valeurs absolues sur un corps. —

Définition 4.1.1. — Soit K un corps. On appelle valeur absolue sur K
une fonction
I K—=R

satisfaisant les trois propriétés suivantes :

(i) ||z]] = 0 pour tout x € K et ||z|| = 0 si, et seulement si, x = 0;

(ii) Pour z,y € K on a

eyl = {1zl lyl ;
(iii) Pour z,y € K on a

2+ yll < =]l + ]l

Ezxemple 4.1.2. — La valeur absolue définie par ||z|| = 1 si  # 0 est
dite triviale.

Ezxemple 4.1.3. — Soit K = Q, R ou C. Alors la fonction "module"
x +— |z| est une valeur absolue sur K.

Donnons quelques propriétés élémentaires.

Proposition 4.1.4. — (i) On a ||1k|| = || — 1k|| = 1.
(11) Pour tout n € N on a ||[nlk|| < n.
(iii) Pour tout x € K, || — x| = ||z]|.

(iv) Pour x # 0, [la7 = [l 7"



(v) Pour z,y € K on a | ||z — [ly[| [< [z —y].
Démonstration. — C’est immédiat. ]

Proposition 4.1.5. — Soit || - || : K — R une application vérifiant les
propriétés sutvantes :
(1) ||z|| = 0 pour tout x € K et ||z|| = 0 si, et seulement si, v =0
(i) Pour x,y € K on a

lzyll = N[ [yl
Alors || - || est une valeur absolue sur K si et seulement si
(4) T+ x| <2 pour tout x € K tel que ||z]| < 1.
Démonstration. — Si || - || est une valeur absolue, alors pour tout x

vérifiant ||z|| < 1 on a
1+ 2l < [ + [l < 2.

Réciproquement, supposons que || - || vérifie (4). Alors pour z,y € K on
a

[+ yll < 2max{][«]], [ly[l}

(si, par exemple, ||z|| < ||y||, on pose a = x/y et on applique (4) & «.)
Par récurrence on obtient :

2m
Izl < 27 max{|]], 1< i< 27}
=1

pour x; € K. Si n est un nombre naturel quelconque il existe m tel que
2m=t < p < 2™ Pour zy,...,7, € K on obtient (en ajoutant 2™ — n
termes nuls) :

1D aill < 2" max{lla|| |1 < i < n} < 2n)max{]|z]| |1 < i < n}.
=1

En particulier, on a

n n
1Y @il <2n) il
i=1 i=1

et, pour tout n € N,
In|| < 2n.
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Maintenant nous pouvons montrer que (4) implique l'inégalité triangu-
laire. Pour z,y € Ket n € N, on a :

lz+ylm =l + )" = 1) Cia'y™|
=0
< @n+ 1)) Izl [yl
1=0
< 22n+1) ) Cillzl llyl™™ = 220 + (|2l + llyl)"-
=0

Ainsi

Iz +yll < (220 + 1) (|| + [|yll)
pour tout n € N. En passant a la limite quand n — oo on obtient
lz +yll < [lzll + [yl O

Soit || - || une valeur absolue sur K. Posons

d(z,y) = ||z =yl
Alors d est une distance sur K :
(i) d(xz,y) = 0 et d(z,y) = 0 si, et seulement si, x = y;
(ii) d(z,y) = d(y,x) pour x,y € K
(iii) Pour z,y,z € K on a l'inégalité triangulaire

d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2).

On définit la boule ouverte de centre a € K et de rayon r > 0 I’ensemble
B(a,r) ={z €K, ||z —a| <r},
et on appelle boule fermée de centre a et de rayon r > 0 I’ensemble
Bi(a,r) ={z €K, [z —alx <r}.

Comme l'application || - || : K — R est continue, la boule By(a,r) est
une partie fermée de K.

Soit B(a,r) I'adhérence de la boule ouverte B(a, r) dans K. Par continuité
on obtient que B(a,r) C By(a,r).

Définition 4.1.6. — Deux valeurs absolues || - ||y et || - ||2 sur K sont
topologiquement équivalentes si elles définissent la méme topologie.
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Remarque 4.1.7. — On rappelle que || - ||y et || - ||2 définissent la méme
topologie si et seulement si, pour pour tout C; > 0 (resp. Cy > 0) il existe
CY (resp. C]) telle que pour tout = € K,

lzll2 < €y =zl < Cy
(resp. [[z[ly < C1 = [lz]l2 < Cy).

Proposition 4.1.8. — Soient || - ||y et|| - ||2 deuz valeurs absolues sur K
topologiquement équivalentes. Alors il existe ¢ € R** tel que ||-||2 = || [[$-

Remarque 4.1.9. — La réciproque est immédiate.

Démonstration. — Soit || - ||; et || - |2 deux valeurs absolues sur K to-
pologiquement équivalentes. Alors les ensembles {x € K, ||z|; < 1} et
{z € K, ||z||2 < 1} sont identiques : en effet, cela provient tout simple-
ment du fait que la suite ||2™||; = [|z||? tend vers 0 si et seulement si,
|zl < 1,i=1,2.
Ces ensembles sont réduits & {0} si et seulement si, les normes considérées
sont triviales.
Supposons que cela ne soit pas le cas et soit x € K* tel que ||z|[; < 1.
Soit y € K* et soita € Z et b ﬁ I|\T Alors ||z7%°||; < 1siet setyl‘leﬁnent s,
—a b . .a  Inllyly In [|y||2
|lz7%y"|l2 < 1 et ainsi 7 < P 5 < izl Ceci
Iyl _ Inflylls
"nflzfl Inflzfl

si et seulement si,

montre que pour tout y € K* . On conclut en posant

_ el .
I f|[[
Définition 4.1.10. — Deux valeurs absolues || - ||; et || - ||2 sur K sont

équivalentes si, et seulement si, il existe A, B > 0 tels que pour tout
r €K,
Allzlly < [Jzfl2 < Bl

Proposition 4.1.11. — Deuzx valeurs absolues équivalentes sont topo-
logiquement équivalentes.

Démonstration. — Immédiat. O
Proposition 4.1.12. — Soient || - ||y et || - |2 deuz valeurs absolues de
K, équivalentes. Alors || - |2 =1 - ||1-
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Démonstration. — Supposons qu’il existe z tel que ||z||; > ||z]|2. Alors,

comme
="l _ Jslz
[E2 I
n
la suite (W) tend vers 0 ce qui contredit l'inégalité de la définition
T
4.1.10. " 0

Terminons ce paragraphe par quelques évidences.

Proposition 4.1.13. — Soit K un corps muni d’une valeur absolue. Les
applications sutvantes sont continues :

A1 KR, o ]

(ii) fo : Kx K=K, fuz,y)=2+y;

(i) frn + KxK =K, fn(z,y) =2y;

(iv) inv : K* — K*, inv(x) = x7%

Démonstration. — C’est immédiat. ]

4.1.2. Complétion. — Soit K un corps muni d’une valeur absolue
non-triviale. On dit que {x,} est une suite de Cauchy, si pour tout ¢ > 0
il existe N tel que pour tous n,m > N

A(Tp, ) = |20 — Tm]|| < €

Définition 4.1.14. — On dit que K est complet pour la valeur absolue
|| - || si toute suite de Cauchy est convergente.

Le théoréme suivant est crucial.

Théoréme 4.1.15. — Soit K un corps muni d’une valeur absolue || - ||.
Il existe un corps K muni d’une valeur absolue || - || et un plongement
it KoK

vérifiant les propriétés suivantes :
(1) la valeur absolue || - || prolonge || - || i.e. pour tout x € K on a
li()llg = lll;

(ii) K est complet pour la valeur absolue || -
(111) i(K) est dense dans K.

K>
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Si (K, | - |lg,i) est un autre corps muni d’une valeur absolue et d’un
plongement i : K < K avec les mémes propriétés, alors il existe un
unique isomorphisme
tel que
(1) j est compatible avec les valeurs absolues, i.e. ||j(x)||z = |||k
pour tout x € K;
(i1) les plongements i et i sont compatibles avec j, i.e.

i(z) = j(i(z)) pour tout x € K.

Démonstration. — Démontrons tout d’abord 'unicité. Dans la démons-
tration nous utiliserons plusieurs fois I’observation suivante : comme || - ||
prolonge || - ||, {zn} C K est une suite de Cauchy si, et seulement si,
{i(x,)} lest dans K.

Soit (K, || - ||z, ?) un autre corps vérifiant (i)-(iii). Nous allons construire
Papplication j : K — K de la facon suivante. Comme i(K) est dense
dans K, pour tout z € K il existe une suite z,, € K telle que v =
lim,, o0 i(2,). Comme z,, est une suite de Cauchy, la suite {E(a:n)} cK
P’est aussi et comme K est complet on peut poser

j(z) = lim i(z,).
n—oo
On va montrer que j(z) est bien défini i.e., qu’elle ne dépend pas du choix

de la suite {x,}. Soit {2/} une autre suite telle que lim,_, =), = x. On
construit une nouvelle suite {a,,} en posant

= Iy,
7
Ozg —.CEI’
a3 = T2,
o /
&4 —1‘2,

ie.
T(nt1)/2 SE N est impair,
a, = . .
" ;1:;1/2 si n est pair.
Alors lim,, o () = = et en appliquant le méme argument on voit que
la suite #(cv,) converge dans K. Donc, les sous-suites {i(z},)} et {i(x,)}
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de {i(a,)} converge vers le méme élément i.e.,
. VSN ~ TN .
i 7a7) = i 7o) = lim i(e,) = (o)
ce qui montre que j(x) ne dépend pas du choix de {z,}.
Siz = limy, o0 i(xy,) et y = lim, o0 i(y,), alors
r+y= lim (i(x,) +i(y,)) = lim i(x, + yn),
n—oo n—oo
zy = lm (i(zn)i(yn)) = Mm i(z,yn),
n—oo n—oo
d’ou . . .
J@+y) =)+ i),
Jlzy) = j(@) i (y).
On en déduit que j est un homomorphisme de corps. Par construction,
on a j(i(x)) = i(z), si # € K (si € K on peut poser z, = z). En
particulier, I’homomorphisme j est non-nul, donc injectif. Pour montrer
qu’il est surjectif on remarque que comme i(K) est dense dans K, pour
tout z € K il existe une suite {z,} dans K telle que z = lim, o (2,).

Comme {z,} est une suite de Cauchy, on peut poser z = lim,_, i(2,).
Alors, par définition, on a z = j(z), d’ou la surjectivité de j.
Donnons maintenant la preuve de l'existence du corps K vérifiant (1)-

(#7i). Soit C'(K) I’ensemble des suites de Cauchy {z,} de K. On définit
la somme et le produit des deux suites de Cauchy en posant

{zn} +{ynt = {zn + ynt,
{In} {yn} = {xnyn}

On vérifie facilement que {z,, +y,} et {x,y,} sont des suites de Cauchy.
Ainsi C(K) est un anneau commutatif pour 'addition et la multiplication
terme a terme.
Soit

Ix = {{z,} CK, nh_)rgoarn = 0}.

On va montrer que Ik est un idéal mazimal de C(K). Il est clair que si
{zn},{yn} € Ik, alors {z,} + {y,} € Ix. Soient maintenant {z,} € Ix
et {y,} € C(K) une suite de Cauchy quelconque. Alors {y,} est bornée
i.e. il existe ¢ tel que ||y,|| < ¢ pour tout n. Alors,

[znynll = llzall lyall < cllzall = 0,
n—oo
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ce qui montre que {x,} {y,} € Ix. Donc, Ik est un idéal. Montrons qu’il
est maximal. Soit {z,} ¢ Ik : il existe M > 0 et N € N tels que

lxnll = M, sin>N.
Soit la suite {z] } définie par z, = x, pour n > N et par =/, = 1 pour
n < N. Soit enfin la suite {y,} définie par y,, = (2/,)~'. On a pour n > N,
1 1

Tn  Tm

. |Zn — 2| < 1 Zn — 2|
— < 7
Tl M?

ce qui montre que {y,} est une suite de Cauchy. Comme {,} {y,} = 1,
on en déduit

U= A{z, Hynk = {znH{yn} + {2l — 2 Hun}-

Comme {z!, — x,} € Ik, on en déduit que Zx est maximal.

[Yn — Yl =

On définit le corps K comme le quotient

K = C(K)/I(K).

Le corps K est plongé diagonalement dans K : I'image i(x) de = € K est
la classe de la suite constante x,, = x. La valeur absolue de K se prolonge
sur K de la facon suivante : si {z,,} € C(K) représente une classe a € K,
on pose

ol = Tim [fz ]

(Remarquons que I'inégalité |||z,]| — ||lzm||| < |lzn — | implique que
||z,|| est une suite de Cauchy dans R, d’ou la convergence. Remarquons
également que la limite ne dépend pas du choix de la suite {z,}.) On
note que || - ||z est bien une norme sur K. Enfin, par construction, le
corps K est dense dans K.
11 reste & montrer que K est complet. Soit {ay,} une suite de Cauchy dans
K. Comme i(K) est dense dans K, pour tout «, il existe z,, € K tel que
li(x,) — anllg < 1/n. Soit € > 0. Alors il existe N tel que pour tout
n,m > N on a

li(zn) — anllg < €/3,

lam — anllg < €/3.

Donc, pour tout n,m > N on a

Hxn_xm” = Hl(xn)_z(xm)HK < ||i($n)_an||K+||an_amHf{""”am_i(l’n)Hf{ <€
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ce qui montre que {x,} est une suite de Cauchy de C(K). Posons o« =
(z,) € K. En utilisant l'inégalité
lom — allg < flam = i(za)llg + li(zn) — allg

on montre facilement que «,, converge vers a. Donc K est complet. [

Pour simplifier la notation nous identifierons K a son image ¢(K) dans
K. En particulier, nous écrirons z au lieu de i(x).

4.1.3. Espace vectoriel sur un corps complet. — Pour étudier
les prolongements des valeurs absolues aux extensions finies nous avons
besoin de la notion de norme sur un espace vectoriel.

Définition 4.1.16. — Soit K un corps muni d’une valeur absolue || - ||k
et soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle norme sur
V une fonction

|- llv : V=R
vérifiant
(i) pour tout v € V on a ||v|ly = 0 et ||v|ly = 0 si et seulement si
v=20;

(ii) pour tousa € Ket v eV on a
lewwllv = lledlklvllv;
(ili) pour tous v,w € V on a
lv+wllv < [ollv + [[w]v-

Exemple 4.1.17. — Soit vy, ..., v, une base de V. Tout élémentv € V
s’écrit : v = xqv1 + - - - + 1LYy, avec x; € K. Posons

n
[v]li = Z [E]S
=1
n 1/2
[oll2 = <Z||xi||%<> ,
=1

[v]loc = maxi<icn || k-

Alors || - |[1, || - ll2 et || - ||oo sont des normes sur V' (qui dépendent, bien
str, du choix de la base vy, ..., v,).
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Ezemple 4.1.18. — Soit M, (K) I'espace vectoriel des matrices carrées
de taille n & coefficients dans K. Alors la norme || - || par rapport a la
base canonique de M, (K) s’écrit :

[ M |oo = maxi < j<nl|ai;|k, M = (aij)i<ij<n-

Soient vg € V et r > 0. L’ensemble
B(vo,r) ={v €V, |lv —wolv <r}

est la boule ouverte de centre vy et de rayon r. On dit que X C V est un
ouvert si et seulement si pour tout v € X il existe r > 0 tel que

B(v,r) C X.
Donc, une norme || - ||y définie une topologie sur V.
Définition 4.1.19. — Deux normes || - |lv et || - ||}, sur V sont dites

équivalentes s’il existe des réels C,Cy > 0 tels que pour tout v € V
Cilolly < vlly < Cafjvllv.

Proposition 4.1.20. — Si deuz normes || - ||v et || - ||}, sont équiva-
lentes, elles définissent la méme topologie sur V.

Démonstration. — Immeédiat. O

Comme K est complet, le raisonnement "coordonnée par coordonnée"

montre que V' est complet pour la topologie infinie || - ||. Nous avons en
fait :
Théoréme 4.1.21. — Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur

un corps complet pour une valeur absolue. Alors toutes les normes sur V.
sont équivalentes.

Démonstration. — C’est un résultat classique. On montre que toutes les
normes sont équivalentes a la norme || - ||, relativement a une K-base

{e1,-++,e,} de V.
Soit || - || une norme sur V. On note immédiatement que

-1 < maxglesfloc, i = 1, - 2}l - oo

Montrons qu’il existe C' > 0 tel que ||+ ||oo < C|| - |-
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Sin =1, c’est immédiat.
Supposons donc n > 1. Raisonnons par ’absurde. Il existe une suite (x)
de V telle que [|z[[oo > k||zk[]. Ecrivons

Ty = Al,kel + )\n,kena
avec \;r € K. Quitte a normaliser, on peut supposer que A\, = 1 et
|zk|loo = 1. I vient : ||ax]| < 1/k.
Soit yx = x) — ey. Alors yy, € Key + - - -+ Ke,, i.e. la suite (yx)x se trouve
dans un sous-espace vectoriel de dimension n — 1 et
lye —will = lloe — @l < 1/1+ 1/k.

La suite (yx)r est de Cauchy dans Key + --- + Ke,,. Par hypothése de
récurrence sur la dimension, les suites (A;x)g, pour ¢ = 2,--- . n sont
de Cauchy dans K. Comme K est complet, pour i = 2,--- n, il existe
A € K tel que

k—o0
Posons & = e1 + Ageg + - - - + A\, e,. Alors

2]l < lle = @l + |zl < C'lle = 2l + 1/k — 0.

Ainsi x = 0, ce qui contredit la liberté des éléments ey, - - -, e,. O

Corollaire 4.1.22. — Si K est complet, alors V' est complet pour toute
norme || - ||y sur V.

4.1.4. Corps localement compact. — Rappelons la définition d’un
espace topologique localement compact.

Définition 4.1.23. — Un espace topologique X est localement com-
pact si pour tout x € X il existe un voisinage ouvert U, de x tel que
I'adhérence U, soit compacte.

Exemple 4.1.2}. — R et C sont localement compacts.

Proposition 4.1.25. —
Soit K un corps muni d’une valeur absolue || - ||k. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) K est localement compact.

(1t) Pour tout a € K il existe r > 0 tel que By(a,r) est compact.
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11) Pourtouta € K etr > 0 la boule fermée By(a,r) est compacte.
!

Démonstration. — 1) = ii). Comme K est localement compact, il existe
un voisinage U, de a tel que U, soit compact. Soit ' > 0 un réel vérifiant
B(0,7") C U,. Si r < ¢, alors Bg(a,7) C B(a,r") C U,. Comme une
partie fermée d'un compact est compacte, on obtient que By(0,7) est
compact.

ii) = iii). Comme la valeur absolue sur K est non-triviale, il existe A # 0
tel que ||A||lk < 1. En remplacant A par A" pour n assez grand on voit
que pour tout € > 0 il existe A # 0 tel que ||A||x < e

Soit 7 > 0. Par ii) il existe 7’ > 0 tel que B(0,7”) est compact. Choisis-
sons A vérifiant | Ak < 7'/r (c’est toujours possible que la valeur absolue
est non-triviale). Soit hy : K — K 1’application "multiplication par A" :

ha(x) = Ax.

L’application h) est continue et hy-1 est I'application réciproque de h,.
Donc, h) est un homéomorphisme de K sur K.

En particulier, F' = hy)(By(0,7)) est une partie fermée et par le choix de
Aon a F C By(0,7). Donc F' est compact. Comme By(0,r) et F' sont
homéomorphes on en déduit la compacité de B(0, ).

Il reste a remarquer que la translation

K— K,

r—a-+x

est un homéomorphisme qui envoie B(0,r) sur By(a,r) d’oit on obtient
que toute boule fermée B(a,r) est compacte.

iii) = i). Comme B(a,r) C By(a,r), I'hypothése iii) implique la compa-
cité de B(a,r). O

Proposition 4.1.26. — Soit V' un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie sur un corps complet K. Alors K est localement compact si et
seulement si V' est localement compact.

Démonstration. — Supposons K localement compact. Comme toutes les
normes sur V' sont équivalentes, on fixe une base eq,...,e, de V et on

80



considére la norme || - ||, par rapport a cette base. Comme K est locale-

ment compact, il existe un voisinage ouvert U de 0 tel que U est compact.
Alors

W =Ue +Uey-+Uey ={)_ae;|a; €U}
=1

est un voisinage de 0. L’adhérence
W =Ue +Uey+--+Ue,

est compacte car la somme directe des compacts est compact.
Réciproquement, supposons que V est localement compact. Alors
By (0,7) est un compact. Soit pry la projection

pry V=K,

pri(aier + - -+ anen) = ag.
Par la définition de la norme || - || on a pri(By(0,7)) = Bf(0,7). Comme

I'image continue d’un compact est compact on en déduit la compacité de
B f((), r ) . ]

4.2. Prolongement des valeurs absolues

4.2.1. Le cas des corps complets. — Dans ce paragraphe K désigne
un corps complet pour une valeur absolue non-triviale || - ||k.
On rappelle que nous ne considérons que des extensions séparables L /K.

Définition 4.2.1. — Soit K un corps muni d’une valeur absolue || - ||k
et soit L/K une extension finie de K. On dit qu'une valeur absolue || - ||L
sur L prolonge || - ||k si pour tout z € K, on a ||z|L = ||z|.

Théoréme 4.2.2. — Soit K un corps complet pour une valeur absolue

| - ||k et soit L/K une extension (séparable) de degré n. Alors il existe un
unique prolongement || - || de || - ||k & L. Pour x € L, ce prolongement
est donné par la formule :

1/n
|2l = Nk (@) "

Le corps L est complet pour la topologie définie par || - ||L.
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Démonstration. — Pour 1'unicité, L doit étre vu comme un espace vec-
toriel de dimension finie sur K. Soit alors || - || et || - ||, deux normes
sur L prolongeant || - ||x. Par le théoréme 4.1.21, elles sont équivalentes
et par la proposition 4.1.12, elles sont alors identiques sur L.
Passons maintenant & la preuve de I'existence. Posons, pour x € L
1
el = N ()"

ou n = [L : K]. Nous allons montrer que || - ||, fournit un prolongement
de || - [[xk aL.Ona:
o [z =0 Nyk(z) =0& 2 =0,

o [lzylle = Nk (ey)lle = [Ne (@) Nex @)k = lzlluliyl,

e Six €K, alors Ny x(x) = 2™ d'ou ||zl = |||k
Donc il reste & montrer que || - ||, vérifie

2 +ylle < llzflu + llylle.
Nous allons montrer que si ||z]|;, < 1. alors
11+ 2L <2
Par la proposition 4.1.5, on aura l'inégalité triangulaire.
Soit x € L et soit K(x) 'extension de K engendrée par x. Alors
Nisi () = (Nigay/ ()5,
d’ou
el = [Nk @I = ke
et
1+ zlle = 11 + 2k
On peut ainsi supposer que L = K(z).

Soit f, : L — L la multiplication par x et soit M la matrice de f, dans
la base 1,z,...,2" ! de L/K. Alors :

Ny /k(z) = det(M), Ny (1 + z) = det(,, + M).

Soit ||M||s la norme du maximum des coefficients. Le lemme suivant
joue un roéle clé dans la démonstration.
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Lemme 4.2.8. — La suite |M*||«, k € N, est bornée.

Démonstration. — Soit M* = (agf))lgmgn. Pour tout £ on note b, =
agf?jk un élément de M* vérifiant
bkl e = (12|
Posons
By = - M*,
bk

Alors || Bg|loc = 1 i.e. les matrices By appartiennent au compact
S ={X € My(K), [[X|oo =1}

Demontrons le lemme par I’absurde. Supposons la suite || M*||,, non bor-
née. Alors il existe une sous-suite {by, } de {bx} telle que ||by,||x — +o0.
Comme S est compact il existe une sous-suite convergente de la suite
By, Pour simplifier la notation on note cette sous-suite encore By, . Soit

B = lim, o By, et soit ¢ : L — L l'application linéaire dont la ma-

trice dans la base 1,z,...,2" ! est B. Comme Bj, commutent avec M le

passage a la limite donne BM = M B, d’ou ¢ o f, = f, 0.
Comme ||z||, <1, on a
|| det(M*) N/ (%)

|K . K .
|| det(B)||x = lim - = lim ~— = lim — = 0.
sooo bk, [l soo0 bk, [l s=o0 [|br,[|

ks ks
L

I

Donc det(B) = 0 ce qui signifie qu’il existe un élément non-nul « € L tel
que ¥ () = 0. Comme 1 et f, commutent on en déduit que

Y(az') = y(fo(e)) = f2(d(a)) =0

pour tout ¢ = 1,...,n — 1. Les éléments o,ax,...,az™ ! for-
mant une base de L/K on obtient que v = 0, dot B = 0. Mais
| Blloo = limy_y00 || Br.||oo = 1, ce qui donne une contradiction. O

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du théoréme 4.2.2. Il existe
une constante C; telle que || M*||,, < Cy pour tout k. Soit S, le groupe
symétrique. Comme

det(M) = Z ia1,0(1)a2,a(2) *Apo(n)

oESH
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et comme #5S,, =n!, on a
| det(M) |k < nlf|M][%.
Soit Cy = (n!)Y/™. Alors pour tout m > 1 on a
INuyse(t 4 2) [ = || det(Ty + M)™ [ < Cal (I + M)™ o
<G ) G M* oo = Co Y |IChIkIklIM oo < C2C1 Y IO 1k Ik
k=0 k=0 k=0

Comme ||C* 1|k < CF, on obtient

INLk(1+ @)l < G630 Cl = Cicu2m,
k=0

donc au final
INL/ic(1+ )i < 2(CiCo)t™
pour tout m > 1. En passant & la limite quand m — oo on obtient

I'inégalité souhaitée. O]

Corollaire 4.2.4. — Soit L/K une extension galoisienne et soit G =
Gal(L/K). Alors pour x € L et g € G on a

lg@)llL = [lle-

Démonstration. — 1l est facile de voir que la formule ||z]|f, = ||g(x)|L
définit une valeur absolue sur L qui prolonge || - ||x. Par unicité du
prolongement on a || - [|;, = || - ||n, d’ou le corollaire. O

Corollaire 4.2.5. — Soit L/K un extension galoisienne. Alors l’action
de G = Gal(LL/K) sur L est continue.

Démonstration. — Par le corollaire 4.2.4, on a

l9(z) = 9l = llz =yl

d’ou le résultat. OJ

Corollaire 4.2.6. — Soit L/K une extension séparable. Alors les appli-
cations Ny, k et Tryx sont continues.
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Démonstration. — On a

Nyk(@)=  [] o).

oc€Homg (L,K)

Soit M une extension galoisienne finie qui contient L. Alors tout o €
Homg (L, K) admet un prolongement ¢ & M. Par le corollaire 4.2.6 & est
continu sur M, donc la fonction

T H&(az)

est continue sur M ; elle est continue sur L. C M, d’otu le corollaire. Pour
Try, k la preuve est identique. O

4.2.2. Le cas général. —

4.2.2.1. Prolongement. — Dans ce paragraphe on ne suppose pas K
complet. On s’intéresse a toutes les valeurs absolues de K qu’on note
|| - [|o, out v parcourt une certaine famille d’indices. Pour simplifier la no-
tation on écrira souvent v au lieu de || - ||,. Soit L/K une extension finie.
Une valeur absolue || - ||, sur L prolonge || - ||, (ou que w est au-dessus
de v et on écrit w | v), si ||z||, = ||z||, pour tout x € K. Nous verrons
qu’il existe toujours un prolongement de || - ||, & L mais qui, en général,
n’est pas unique.

Pour simplifier nous supposons toujours que L/K est séparable (c’est le
seul cas qui nous intéresse). Alors il existe a € L tel que L = K(«). On
note f(X) € K[X] le polynéme minimal de a sur K.

Soit K,, le complété de K pour v.
Le polynéme f(X) peut étre réductible sur K, et on note
F(X) = fi(X) f2(X) - - fe(X),

la factorisation de f(X) en produit de facteurs irréductibles f;(X) €
K, [X].

Comme i, : K < K,, on a K < K, ce qui permet d’identifier les racines
de f(X) aux racines des polynémes f;(X). Comme f(X) est séparable,

on a fi(X) # f;(X) pour i # j.
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Pour tout ¢, notons «;1, ..., les racines de f;(X) puis posons L;; =
K,(cj). Comme f;(X) est irréductible, les corps L;1,L; 2, ..., L; ,, sont
conjugués sur K,. Plus précisement, il existe des isomorphismes

Tij - Lz‘l/Kngz’j/Km J=1...,m;
vérifiant 75 (1) = ;.
Soit || - ||;; la valeur absolue sur L;;. Par unicité du prolongement de la
valeur absolue (théoréme 4.1.15), il vient pour x € L;; :

1755 (@)[li5 = [l
Pour tout 1 <i < ket 1< < m; onnote
Oi L/K — R/K

I’homomorphisme défini par 0;;(«) = a;;. En composant o;; avec le plon-
gement K(a;;) < L;; on obtient des homomorphismes

L 3 K(Oéij) — Lij

qu’on notera encore o;; pour simplifier. Alors

045 = Tij © 041, ]:1,,ml
Pour tout ¢+ = 1,...,k on définit une valeur absolue w; de L. en posant
pour Vo € L :
], = lloi (@) ;-

Proposition 4.2.7. — (1) La valeur absolue w; ne depend pas du

choix de j =1,...,m,;.

(it) Le complété de L pour w; est isomorphe a L.

(111) Les valeurs absolues wy, ..., wy sont deux & deux distincts.
Démonstration. — (i) On a ||oy;(z)|li; = ||75(0i(2)]lij = [|loa(x)]ia ce

qui montre que 'on peut poser j = 1 dans la définition de w;.

(27) 11 suffit de se rappeler que o;;(L) est dense dans L;;.

(731) Comme les polynomes f;(X) sont deux a deux distincts, les ex-
tensions Ly ;/K,, ..., Li1/K, sont deux & deux non-isomorphes ce qui
entraine que les valeurs absolues wq,...,w; sont deux a deux non-
équivalentes : en effet, si pour tout x € L, ||z|lw, = ||%]|w,, alors, par
densité de L, il viendrait alors L; ; ~ Ly ;. ]
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Théoréme 4.2.8. — Sous les hypothéses de cette section, les valeurs

absolues wy, . .., wy sont précisement celles qui prolongent v. De plus, on
a

D L K] =[L:K].

wlv
Démonstration. — Il est clair que wy, ..., w; prolongent v. Réciproque-

ment, soit w une valeur absolue sur L qui prolonge v. Alors L,, est une
extension de K,. Soit un homomorphisme o : L, /K, = K,/K,. L'élé-
ment o(a) est une racine de f(X) dans K, i.e. il existe i et j tels que
o(a) = ;. Donc o fournit un isomorphisme

g . Lw/Kv%LZj/Kv
Par I'unicité du prolongement, la valeur absolue sur L, est donnée par
[z]lL, = llo()]]i;-

En particulier, si x € L on a

2l = llow (@)l = 2]l
d’ot w = w;.
Comme [L,, : K,] = [L;; : K] =m,; on a

k

D Ly, Ky = Zm = deg(f) = [L: K].

=1

Le théoréme est démontré. O

Corollaire 4.2.9. — Pour tout o € Homg, (L, K,) la restriction o|y,
de o a L est un homomorphisme L/K — K/K et Uapplication

Uw‘v Hova (L’LU’ K’U) — HomK(L, K),
g 0'|L

ainst définie, est une bijection.

Démonstration. — Comme
#(Homg (L, K)) = [L : K]

et
#(Homg, (L, K,)) = [Ly : K]
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les ensembles Homg (L, K) et UHomKU(Lw,KU) ont méme cardinal, il
wlv

suffit de montrer la surjectivité. Tout élément de Homg (L, K) est de la

forme 0;; : L/K — K(a;), 1 <@ <k, 1 < j < m,;. Par continuité, o;;

se prolonge a un isomorphisme ¢;; : L,, ~ L;; C K, qui vérifie, donc,

la condition ¢;|;, = 0. O
Corollaire 4.2.10. — Soit v une valeur absolue sur K. Alors pour tout
reLona
TrL/K Z Ter/Kv Zw ))
wlv
NL/K HNLw/KU Zw )
wlv

ol i, est le plongement de L dans L.

Démonstration. — Comme

Try x(x) = Z o(x),

O'GHOH]K (L,K)

Nk (x) = H o(z),

o€Homg (L,K)
le corollaire découle du corollaire 4.2.9. O
4.2.2.2. Extensions galoisiennes. — Nous supposons maintenant que

L/K est une extension galoisienne finie. On note G = Gal(L/K) le
groupe de Galois de L/K. Soit v une valeur absolue sur K et soit

Sv:{wa ’LU|U}

I’ensemble des valeurs absolues sur L qui prolongent v. Soit w € S,. Pour
tout g € G on pose :

I2llgw = llg™" ()l
Il est facile de voir que gw est une valeur absolue qui prolonge v. Pour
tous ¢g1,92 € G on a :

||93||(g192)w = H(9192)_1(5€>Hw = ||92_1(91_1x)||w = Hgl_l(x)ngw = Hngl(gzw)-
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Ainsi
(glgz)w =0 (92“1),

ce qui signifie que le groupe G opére sur .S,.

Définition 4.2.11. — Le stabilisateur de w dans G est appelé groupe
de décomposition de w et on le note G, :

Gy =19 € G|gw = w}.

Remarque 4.2.12. — Avant de continuer, remarquons que comme L /K
est galoisienne, il vient Lj; = K, (a11) = Ky (ay1) = L.

On déduit de cette définition les propriétés suivantes :

Proposition 4.2.13. — (1) Pour tout g € G on a Gy,
9Guwg™
(11) Soit {x,} C L une suite de Cauchy pour w. Si g € G, alors
{g9(z,)} est une suite de Cauchy pour w.

(11i) On a une injection naturelle
Gw — Gal(Lw/Kv) = G&l(Lij/Kv),

pour un certain couple (i,7).

Démonstration. — (1) C’est immeédiat.
Ensuite
l9(zn) — g(xm)llw = [|9(zn — 2m)||w = |20 — mm”g*lw = ||lzn — Zml|w,

d’ou la propriété (7).
(7ii) Par (ii), tout automorphisme g € G,, se prolonge par continuité a
L. ]

La proposition précédente peut étre précisée.

Théoreme 4.2.14. — (i) Le groupe de Galois G opére sur S,
transitivement i.e. pour tout w,w’ € S, il existe g € G tel que
w' = guw.
(i1) L’injection G,, — Gal(L,,/K,) est un isomorphisme.

89



Démonstration. — Soit G = U ;G\, la décomposition de G selon G, et
i=1
soit w; = g;w. Comme 'ordre de Gal(L,,/K,) est égal a [L,, : K,], on a :

G| =7|Gul =) |Gu| ) [Lu, Ky => [Ly: K] =[L:K| = |G|
=1 =1

wlv

On a des égalités partout. En particulier :

a) |Gy, = [Lu, : K] ce qui montre que les injections G, — Gal(L,,, /K,)
sont des isomorphismes ;
b) wy = g1(w), ..., w, = g.(w) sont exactement les valeurs absolues au-

dessus de v, d’ott I'on en déduit que G opére transitivement sur S,. [

4.3. Valeurs absolues non-archimédiennes

4.3.1. Anneau de valuation. —

Définition 4.3.1. — Soient K un corps et || - || une valeur absolue sur
K. On dit que || - || est non-archimédienne (ou ultramétrique) si

I+ yll < max{[l]], [ly[|}-

Voici quatre propriétés élémentaires des valeurs absolues non-archimédiennes
qui découlent directement de cette définition.

Proposition 4.3.2. — (i) Soit || - || une wvaleur absolue non-
archimédienne. Si ||z|| > ||y, alors

[z +yll = =[]

(i1) || - || est non-archimédienne si, et seulement si, ||z|| < 1 im-
plique ||[1 4 x| < 1.
(11i) Une valeur absolue || - || est non-archimédienne si et seulement
St

[nlk]| <1, pour tout n € N.
(iv) Soit L/K une extension de corps. Soit || - || une valeur absolue
sur L qui prolonge || - ||. Si || - || est non-archimédienne, alors || - |
l’est ausst.
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Démonstration. — 1) Si || - || est non-archimédienne, alors

[z +yll < max{[|], [[yl[} = [l]-

D’autre part,

2]l = 1l(z +y) = yll < max{|lz +yll [y} = ll= + vl
car [|z[| > [ly]l.
ii) C’est clair.
iii) Soit ||z|] < 1. Alors
Ll =+l = 1) Cra®l < Y Ikl
k=0 k=0

< el <t 1
k=0

Donc ||1 + z|| < (n + 1)Y/". En passant a la limite quand n — oo on

obtient ||1 + z|| <1 ce qui montre que || - || est non-archimédienne.

iv) Découle directement de iii). O
Proposition 4.3.3. — Soit K un corps muni d’une valeur absolue non-
archimédienne || - ||. Alors l’ensemble

O={zek, |z| <1}

est l'anneau de valuation de K. Le groupe des unité O* de O coincide
avec

U={zxeK, |z]| =1}
L’ensemble

m={zekK, |z|| <1}
est l'unique idéal mazximal de O. Le corps des fractions de O coincide
avec K dans lequel O est intégralement clos.

Démonstration. — Soient z,y € O. Alors
[l £ yl| < max{|lz], [[yll} <1,
lzyll = Il lyll,
d’ot I'on en déduit que O est un anneau.
Soit # € O. Alors 27! € O si et seulement si ||z]|™' = [|[z7']] < 1. On en
déduit que x est une unité si et seulement si ||z|| = 1.
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Pour tout z,y € m on a
[l £yl < max{lz], [y} <1.
Siz e Oetyem, alors
lzyll =l lyll < 1.
Donc, m est un idéal de O et on a
UUum=0.

Soit a un idéal de O. Si a € m, alors a N U # & i.e. a contient une unité
de O, d’ott a = O. Donc m est I'idéal maximal de O.

Soit z € K. Si ||z|| <1, on a € O juste par définition. Sinon ||z| > 1,
d’ou ||1/z|| < 1 et 27 € O. Donc K est le corps des fractions de O.

On montre que O est intégralement clos dans K. Soit x € K un élément
entier sur O. Alors

T 4 A1 o™+ 4 ag = 0, a; € 0.
Supposons = ¢ O. Alors p = ||z]| > 1, d’ou
2"} = p",
laix'|| = llall[[=]]" < [[=]" = p* < p",  pour 0 <i<n—1.
Par la proposition 4.3.2 i), on obtient
0=0]| = [|2" + @p12" "+ apox™ 4+ -+ +ag| = |2 > 1,

d’ou la contradiction. O

Définition 4.3.4. — Le corps k = O/m est appelé corps résiduel de
I’anneau O.

4.3.2. Convergence des séries. — Soit (K, || - ||x) un corps complet

S = i ag .
k=0

La série S est convergente dans K si et seulement si la suite

et soit la série sur K

n

Sn:Zak

k=0
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est une suite de Cauchy. En particulier, si la série est convergente, alors
lanllk = S0 = Su-allk — 0.
n—oo

Dans le cas général la réciproque est fausse. Neanmoins, si la valeur
absolue || - ||k est non-archimédienne, la situation est trés agréable :

Proposition 4.3.5. — Soit K un corps complet pour une valeur absolue

non-archimédienne. Alors une série
[ee)

Zak, a, € K

k=1

est convergente si et seulement si a, — 0.
k—o0

Démonstration. — Soit
n

S% ::jzzak.

k=0
Sim > n, alors

m
1Sm = Sullk = | D arllk < maxysickem|laxlx-
k=n-+1

Soit € > 0. Il existe N tel que ||ax||x < € pour tout & > N. Alors, pour
tous m,n > N on a
1S — Sullk < e

Donc S,, est une suite de Cauchy ce qui entraine la convergence car K

est complet. O
4.3.3. Le lemme de Hensel. — Le résultat suivant est central.
Proposition 4.3.6 (lemme de Hensel). — Soit K un corps complet

pour une valeur absolue non-archimédienne ||-||k. Soit f(X) un polynoéme
a coefficients dans l'anneau de valuation O de K. St ag est un élément
de O vérifiant

1 (o)l < [1f"(c0)* I

_ J(a)
f'(e)

converge vers une racine o de f(X). De plus, o € O et « = ap (mod m).

alors la suite

it = O
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f(ao)
f’(a0)2

1ona

Démonstration. — Posons v =

K
récurrence que pour tout ¢ >

(@) ol <15
1" (i)l = [1f" (o)l ;
[l = ol <5

flon)
f'(en)?

(é4)
(1i1)
)

(i) 1l 5 g

||K_7

< 1. On va démontrer par

Le développement en série de Taylor de f en «; donne

f(ai + h)

= flag) + hf'(ow) + h?g,

o g € O est un élément qui dépend de h et de «;. En prenant h =

—f(a;)/f'(ey), on obtient

‘ _ flei)?
f<a1+1) - f/(az>gg
Si les formules i) — 4i) sont vraies au rang i, alors
flos) ’ 1 N2 A2
< i .
1 (i) e < ILf (i)l ‘ Pl S 1" (i) Ny

D’autre part, de la méme maniére on a (en considérant le développement

de Taylor de [’ en «;)

e — ) — " (s f(OQ) !
fait1) fai) = f( z)f,(ai)“‘ f(
Comme fla)

|Frer], <
alors fa)
1 — f"(a) Flo)? T

Par conséquent

;) (1 — f"(c) 7

e O*.

1 (i) [l = (1L (ei)llc = 11" (o)l

et (i), (#) et (iv) sont établies (a 'ordre i + 1).
Le point (7iz) s’obtient par inégalité triangulaire.
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Pour déduire la proposition de ces formules on remarque que comme

f(al) _ f(az) (o 2 g1 o
Hﬁ(%’) < ~ | F()? « 1 (o)l <77 [|.f (o)l e 0
f(a)

la suite tend vers 0. En utilisant le fait que la norme est ultramé-

J'(en)
trique, on en déduit que la suite {o;} est de Cauchy donc convergente.
Soit o = lim;_, ;. A la limite on obtient

a=a—f(a)/f(a)
i.e. f(a)=0. O
Voici un cas particulier trés utile du lemme de Hensel.

Proposition 4.3.7. — Soit K un corps complet pour une valeur absolue
non-archimédienne ||-||x. Notons par O l'anneau de valuation de K. Soit
f(X) € O[X] un polynéme a coefficients dans O et soit f(X) € k[X] la
réduction de f(X) modulo m. Si & € k est une racine simple de f(X),
alors il eziste une unique racine a € O de f(X) telle que @ = o (mod m).

Démonstration. — Soit g un relévement de & . Comme & est une racine
simple de f(X), on a f'(@) # 0 ce qui signifie que f’(cyg) est une unité
de O. D’autre part, comme f(a) = 0, on a ||f(ag)|[x < 1 et on peut
appliquer le lemme de Hensel. L’existence de o s’en déduit.

Pour démontrer 1'unicité de la solution supposons que [ est une autre
racine de f(X) vérifiant o = 8 (mod m). Alors (X — a)(X — ) divise f
dans O[X]. Apres réduction modulo m, on obtient que (X — @)? divise

f, ce qui donne une contradiction. O

4.3.4. Les anneaux a valuation discréte. —

Définition 4.3.8. — Soit K un corps. On appelle valuation discréte sur
K une application surjective

v K" > 7Z,

satisfaisant aux propriétés suivantes :
i) v est un homomorphisme, i.e.

v(zy) = v(z) + v(y)
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pour tout x,y € K*.
ii) Pour tout z,y € K* on a

v(z +y) = minfu(z), v(y)}-

On prolonge v sur K en posant v(0) = +oo0.

Remarque 4.3.9. — L’hypothése de surjectivité n’est pas importante
et sert & normaliser v. En effet, si v : K* — Z est un homomorphisme
non-nul, alors son image v(K*) est un sous-groupe de Z. Donc, il existe
n > 0 tel que v(K*) = nZ et en posant v'(z) = v(z)/n un obtient un
homomorphisme surjectif ' : K* — Z.

Soit K un corps muni d’une valuation discréte v. On fixe un réel p €]0; 1]

et on pose
lzll, = p"®,  zeK
Alors on a
(1) ||z]lo = 0 si et seulement si v(x) = 400 i.e. si et seulement si
x=0;

(if) eyll, = o=@ = lzll, |lyll.;
(i) [l +yllo < "0} = max{ oo, [lyll,}-

Ainsi || - ||, est une valeur absolue non archimédienne sur K.

Soit p; un autre réel €]0;1[. Alors il existe ¢ > 0 tel que p; = p°. Si

||| = plf(x) est la valeur absolue associée a py, alors pour tout z,y € K,
[l = ll[l5

et ainsi || - ||y et || - ||, sont équivalentes i.e., qu’elles induisent la méme
topologie sur K.

Définition 4.3.10. — Soit A un anneau intégre. On dit que A est un
anneau de valuation discrete s’il est principal et s’il possede un unique
idéal premier non-nul (cet idéal est aussi maximal).

Soit m l'idéal maximal de A. Alors il est principal et son générateur m
est appelé une uniformisante de A :

m = (7).
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Si 7" est une autre uniformisante de A, alors 7’ = um, ot u € A* est une
unité de A. Tout élément non-nul a € A s’écrit

a=un", ue A*, keN

et on a
A=mUA*, mnA*=g0.

Etablissons le lien entre les anneaux de valuation discréte et les valuations
discrétes.

Théoréeme 4.3.11. — 1) Soit K un corps muni d’une valuation dis-
crete v. Alors

A, ={z € K|v(x) >0}
est un anneau de valuation discrete. Plus précisement :
i) U = {x € K|v(x) = 0} coincide avec le groupe des unités de
A,.
i) my, = {z € K|v(zx) > 0} est l'idéal mazimal de A, ;
iii) un élément ™ € A, est une uniformisante de A, si et seulement
siv(m) =1;
v) Le corps des fractions de A, coincide avec K.

2) Réciproquement. Soit A un anneau de valuation discréte et soit K son
corps des fractions. Tout élément non-nul x € K s’écrit de fagon unique
sous la forme

r = 1'u, ue A*, neZ.
Posons
v(x) = n.
Alors v est une valuation discréte sur K telle que A, = A et my, = (7).
Démonstration. — Comme
A, = {z €K, |lall, < 1},

la proposition 4.3.3 montre que A, est 'anneau de valuation de v. La
méme proposition indique que U = {z € A, |v(z) = 0} est le groupe des
unités de A, et que my, est 'unique idéal maximal de A,.
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Montrons que A, est un anneau principal. Soit m € A, un élément tel
que v(m) = 1. Pour tout x € A, posons

u=x/m'@.
Alors v(u) = v(z) — v(7°®) = v(z) — v(x) = 0, d’on
z = ur’@, ue U

Soit a un idéal non-nul de A,. Posons

n =min{v(z) |z € a}.
Alors a contient un élément zy € A, tel que v(zy) = n. Comme z s’écrit
ro = uem" avec ug € U, on obtient que 7" = uglxo € a, d’ou

(") C a.

Réciproquement, si z € a, alors v(x) > n. Posons y = z/7". Comme
v(y) = v(z) —v(m") > 0,on ay € A, Alors z = yr" € (7") ce qui
montre que I C (7). Donc a = (7") ce qui montre que tout idéal de A,
est principal.
En particulier, on a :

my, = ()

ce qui montre que 7 est une uniformisante de A,.

2) Soit A un anneau de valuation discréte. Alors tout élément non-nul
x € A s’écrit de fagon unique sous la forme

r = un", neN, ue A*.
Donc, tout élément x du corps des fractions K de A sécrit de fagon unique
sous la forme

T =ur", neZ, ueA”.
On pose v(z) =n. Siy = u'7™, alors

v(zy) = v(ud' 7)) =n+m =v(z) +o(y).
D’autre part, si n > m, alors
r+y=7"u+ur""),

ou u' +ur""™ € A. Donc

v( +y) Zv(r™) =m = minfu(z),v(y)},
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ce qui montre que v est une valuation discréte de K. Les formules A, = A
et my, = (m) découlent directement de la définition de v. O

Soient K un corps muni d’une valuation discréte v, A, 'anneau de va-
luation, et

(|, = p*
une valeur absolue associée a v. On note K, le complété de K pour la
topologie induite par || - ..

Proposition 4.3.12. —

Soit K un corps muni d’une valuation discréte v. Alors la valuation dis-
crete v admet un unique prolongement sur K,. Le corps K, est muni,
ainsi, d’une valuation discréte pour laquelle il est complet. L’anneau de
valuation O, de K, coincide avec l’adhérence de A, dans K, et son idéal
mazximal m, coincide avec 'adhérence de mu,. Le corps résiduel O, /m,
est canoniquement isomorphe a k, = A,/my,.

Démonstration. — Par le théoréeme 4.1.15, il existe un unique prolon-
gement de || - ||, & K, qu'on note encore || - ||, & K, pour simplifier.
Soit x € K, un élément non-nul. Il existe une suite {z,} C K telle que
r = lim,_,o x,. On a
||l = lim ||2,]l, = lim p*("),

n—oo n—oo
Comme la suite ||z,]|, est convergente, la suite v(z,,) l'est aussi et comme
v(x,) sont des entiers ceci signifie qu’elle est stationnaire i.e. il existe
N > 0 tel que Vn > N

v(x,) = v(Tpi1).

Posons
(5) v(z) =v(ry) = lim v(z,) € Z.
n—ro0
Alors
lzll, = p"™, zeK,

On en déduit que
v(z +y) = minfu(z),v(y)},

v(zy) = v(x) +v(y),
ce qui montre que (5) fournit un prolongement de v a K,. Il est unique.
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Soit O, l'anneau de valuation de K,. Si x = lim,_,, x, € O,, alors
v(xz) = 0 d’ou v(z,) = 0 pour n > N. Donc z,, € A, pour n > N ce
qui montre que z appartient a ’adhérence de A,. Le méme raisonnement
montre que m, coincide avec 'adhérence de my, .

Comme A, C O, et my, = m, N A,, on a une injection

A,/my, = O, /m,,.

Pour montrer que c’est un isomorphisme on remarque que si y € O,,
il existe x € A, tel que v(x —y) > 1 (A, est dense dans O,). Donc,
r—y €m,, douz+m, =y+m,, ce qui montre que I'image de x +my4,
dans O, /m, est y + m,. La proposition est démontrée. O

Théoréme 4.3.13. — Soit K un corps muni d’une valuation discréte v.
Notons par || - || le norme associée a cette valuation. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(1) L’anneau de valuation O est compact.

(ii) Le corps K est localement compact.

(11i) Le corps (K, ||-||) est complet et le corps résiduel O/m est fini.

Démonstration. — (i) = (ii) : On note que O = B(0, 1) puis on utilise
la proposition 4.1.25.

(il) = (iii) : Si K est localement compact, alors K est complet. Suppo-
sons le corps résiduel k non fini. Alors, il existe une suite (z,,) d’élements
de O d’images différentes dans k. Cela signifie v(z,, — x,,) = 0 pour
n # m. Or, comme O est supposé compact, ceci est en contradiction
avec le fait que I'on peut extraire de (x,) une sous-suite convergente.
(iii) = (i) : Soit (x,,) une suite d’¢léments de O.

Comme O/m est fini, il existe une infinité d’indice ¢ tels que z; =
ag(mod m) € k, pour un certain ag € K. Notons S,, = {z; € O, x; =
ag(mod m)}. Comme m/m? ~ O/m, il existe une infinité d’indice i tel
que z; € Sy, et tel que ; — ap = a;m(mod m?), pour un certain élé-
ment a; € K, ici 7 est une uniformisante de O. Notons Sy, = {z; €
O, z; = ag + a;m(mod m?)}. Remarquons alors que pour z,y € S .4,
on a v(x —y) > 2. En continuant ainsi, on obtient donc une sous-suite de
(x;); qui est de Cauchy. Comme K est complet, cette sous-suite converge,
d’ou la compacité de O. O
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4.4. Valuations discrétes dans un anneau de Dedekind

4.4.1. Rappels. — Nous revenons a I’étude des anneaux de Dedekind.
Soit A un anneau de Dedekind et soit K son corps des fractions. Soit p
un idéal premier non-nul de A. Rappelons alors (corollaire 2.3.13)

vy ¢ K" = Z

la valuation discréte de K définie comme suit. Soit x € K*. Alors I'idéal
fractionnaire x A s’écrit de fagon unique sous la forme

TA=p" H q"e.
qa7p
On pose alors
Vp(z) = ny.

Voici une conséquence immeédiate du lemme d’approximation (lemme

2.4.9).

Proposition 4.4.1. — Si p # q, les valuations v, et vq ne sont pas
équivalentes.
Démonstration. — Soit 7, une uniformisante de A,. Par le lemme 2.4.9,

il existe x € A tel que vy(x — m,) > 2 et v4(x — 1) > 1. Donc

vp(2) = vp((z —mp) +mp) = vp(my) = 1
et
ve(z) = vq((z — 1) + 1) = v4(1) = 0.
Posons x,, = z". Alors v,(2") = n ce qui montre que z™ tend vers 0
pour la topologie définie par v,. Par contre, v,(2") = 0 ce qui signifie que
x™ - 0 pour la topologie de v4. Ces deux topologies sont différentes. [

Soit p un idéal premier de A et soit v, la valuation discréte associée a p.
En complétant K pour la topologie induite par cette valuation discréte on
obtient un corps complet qu’on notera K, au lieu de K, pour simplifier
la notation.

La proposition suivante résume ses propriétés principales.

Proposition 4.4.2. — (1) Le corps K, est muni d’une valuation
discrete vy,
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(it) L’anneau de valuation O, de K, coincide avec l’adhérence de
A dans K,.
(iii) Le corps résiduel de Oy est isomorphe a k= A/p.

Démonstration. — 1) est démontrée dans la proposition 4.3.12.
ii) Soit € O,. Par la proposition 4.3.12 A, est dense dans O, i.e. pour
tout n > 0 il existe y, € A, tel que v,(z — y,,) = n. D’autre part, par le
lemme d’approximation 2.4.9, il existe z,, € A tel que v,(y, — z,) = n.
Donc,

Vp(@n — @) = V(0 — ¥n) + (Y —2)) 2 0
ce qui montre que {z,} converge vers x. Donc, A est dense dans O,.
iii) Par la proposition 4.3.12, le corps résiduel de O, est isomorphe a

A, /m,. et d’autre part, par le lemme d’approximation, A,/m, est iso-
morphe a k, = A/p. O

4.4.2. Extensions. — Soit A un anneau de Dedekind ; K = Frac(A).
Soit L/K une extension finie séparable et soit B la fermeture intégrale
de A dans L.

Pour tout idéal premier non-nul 3 de B on note vy la valuation discréte
de L qui correspond a ‘B et Ly le complété de L pour vp.
Rappelons la définition suivante :

Définition 4.4.3. — On dit que P est au-dessus de P ou que P divise
psiPNA=p. Onnote: P |p.

Si p est un idéal premier de A, on a

pB =[] %,
PBlp

ol eg est l'indice de ramification de .
Soit x € K*. Alors
v =P,
p
Ainsi, il vient
zB = (zA)B = H H (pew) )

o Plp
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En comparant cette formule a

rB = ngwn(w)
B

on obtient .
Vp(z) = — vip(z).
Ep
Soit p, €]0; 1[ et pour = € K, soit
lells = 53"
la valeur absolue sur K associée a v,. En posant pp = p;/ ¥ et, pour
r €L,
v ()
[zl = pgg
on obtient une valeur absolue sur L qui prolonge || - [|,. On dit par abus

que vy prolonge v, avec 'indice es.

Théoréme 4.4.4. — Soit A un anneau de Dedekind ; K = Frac(A).
Soit L/K une extension finie séparable et soit p un idéal premier non-nul

de A. Alors les valeurs absolues || - ||, B | p, sont précisement celles qui
prolongent || - ||,-
Démonstration. — Par la proposition 4.4.1 les valeurs absolues || - ||q

sont deux a deux non-équivalentes.

Soit || - ||, une valeur absolue qui prolonge || - ||,. Comme || - ||, est non-
archimédienne, || - ||, I'est aussi (proposition 4.3.2). Soit B, 'anneau de
valuation de w et soit m son idéal maximal. ’anneau B,, est intégrale-
ment clos de corps des fractions L. Comme A C B,,, I’anneau B,, contient
la fermeture intégrale de A dans L, i.e. B C B,,. Soit f = B Nm : c’est
un idéal premier non nul de B donc maximal (car B est de Dedekind).
Alors PPN A = p, i.e. P est un idéal premier de B qui divise p. Ainsi
B,, contient I'anneau de valuation discrete By. Il est facile de voir que
tout anneau de valuation discréte est un sous-anneau de son corps des
fractions. Donc B, = By.

Soit my une uniformisante de By. Si x = uny € By, u € U(B,), alors
[l = {lmplI™,

ou m = vy ().
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Comme 7y € By, on a ||mg|| < 1. En posant p = ||mg| on obtient
]| = p»,

ce qui montre que || - || = - |-
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CHAPITRE 5

LES NOMBRES p-ADIQUES

5.1. Le corps Q,

5.1.1. Normes sur Q. — Ce paragraphe est consacré a 1’étude des
valeurs absolues sur le corps des rationnels Q. On dispose déja de la
valeur absolue usuelle qu’on note ici || + oo :

2]l = |].

Cette norme est archimédienne.

Comme Z est un anneau de Dedekind, & tout nombre premier p on peut
associer une valuation discréte v, sur Q. Rappelons sa définition. Soit
x € Q un rationnel non-nul. En utilisant le théoréme de factorisation on
peut écrire x sous la forme

a

x=p"—,

%
oun € Z et ot a et b sont des entiers premiers a p. On définit
vy, t Q"= 1Z

en posant

vp(z) =n
et

v, (0) = o0.
Proposition 5.1.1. — La fonction v, est une valuation discréte sur Q.
Démonstration. — Cela découle du chapitre précédent. On peut aussi en

donner une preuve directe.



Soit y = p™c/d, ou ¢ et d sont premiers a p. Alors,

ac
Ty = p"+m@, p1ac,bd,

d’ou

vp(xy) =n+m = vy(z) + v,(y).
D’autre part, si m > n, alors
., ad 4+ bep™ "
rTt+y=p T vd
d’ou
Vp(z +y) = vp(p") + vplad + bep™ ™) — vy (bd) Z n = min{v,(z), v, (y)},
car vp(ad + bep™™") = 0 et v,(bd) = 0. Donc, v, est une valuation
discréte. O]

Par définition, I’anneau de valuation de v, est
Zpy ={x =p"a/bln >0, p{ab}.
Le nombre premier p est une uniformisante de Z,) et
m, = {z =p"a/b|ln > 1, ptab} = pZy,

est 'idéal maximal de L)

Proposition 5.1.2. — Le corps résiduel Zy,)/m, de v, est isomorphe &
F,=2Z/pZ.

Démonstration. — La preuve est élémentaire, elle repose sur le lemme
suivant :

Lemme 5.1.3. — Soit x € Z,). Alors pour tout n € N il existe ,, € Z
tel que
vp(T — x) = 1.

Démonstration. — Soit © = a/b, avec a et b premiers entre eux. Comme
vp(z) = 0, p ne divise pas b. Donc p” et b sont premiers entre eux et il
existe ¢,d € Z tels que

cp” +bd = 1.
Posons z,, = ad. Alors

(d+cn) 4 &
r=a - =2, +—p",
b7 b P
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d’ou
ac
vp(T — T) = vy <?p > > n.

Le lemme est démontré. O
Nous pouvons terminer la preuve de la proposition 5.1.2. Comme pZ;) N
7, = pZ, I'inclusion Z < Z,) induit une injection

Fyp = Z/pZ = Zp) [ pZp).
Par le lemme 5.1.3, pour tout x € Z,) il existe 2’ € Z tel que 2’ = z
(mod p), d’ou

&'+ pLpy = x + pLy).

Le résultat s’en déduit. O]

On peut normaliser la valeur absolue associée & v, en prenant p = 1/p

ol (1)%@
X = - .
To\p

Définition 5.1.4. — La valeur absolue non-archimédienne || - ||, est
appelé la valeur absolue p-adique sur Q.

et en posant

Nous avons le théoréme suivant :

Théoréme 5.1.5 (Ostrowski). — Toute valeur absolue non triviale || -
|| sur Q est équivalente soit & la valeur absolue usuelle | - | soit a la valeur
absolue p-adique || - ||,, pour un certain nombre premier p.

Remarque 5.1.6. — Si p et ¢ sont deux nombres premiers distincts, les
valeurs absolues || - ||, et || - || ne sont pas équivalentes.

Démonstration. — e Supposons qu'il existe k& € N tel que ||k|| > 1.

In||k
Notons que pour tout entier n, ||n|| < n. Posons « := ?Lk;“ > 0, ou
n
encore ||k|| = k*. Soit m € N. Ecrivons le développement de m en base

k :

T
m = E a;k',
i=0
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avec a; € {0,--- ,k — 1} et r tel que m > k". Comme ||a;|| < a; <k —1
et ||k = ||k||°, il vient

IENGE=1)
Il < ( —IVE:HRH TR L

El(k —
Ainsi ||m| < Ck* < Cm®, ot C = HHUC(H—l) De cette inégalité, on

a pour tout entier n > 1 : ||m|” < Cm®"; en prenant ensuite la racine
n-éme et en faisant tendre n vers U'infini, on obtient ||m|| < m® et ainsi

Inflm]] _ o k]

Inm — Ink
1 In ||k
Sim est tel que ||m|| > 1, par symétrie, on obtient 1'¢galité n [lm] -2 ] :
] o Inm Ink
Sinon, il existe s > 2 tel que ||[k*m|| > 1. Alors
I [[k*m _ In k]|
Inksm — Ink
et alors en utilisant la multiplicativité de la norme, il vient également
vegaiive L _ k]
Inm Ink

Pour conclure, en utilisant la multiplicativité de la norme, on obtient que
=11

e Supposons maintenant que pour tout n € N, ||n|| < 1. Si || - || est non
triviale, il existe n € N tel que ||n|| < 1. Soit ny le plus petit entier
vérifiant cette inégalité stricte. Alors ny est un nombre premier p.
Prenons ensuite un nombre premier ¢ différent de p. Soit n > 0 et soit
la relation de Bezout 1 = ap™ + bl™. Alors

L= [[Tf] < flpl™ + ll]™.

Ainsi nécessairement ||¢|| = 1! Et ainsi, || - || est équivalente & || - ||,. O
Corollaire 5.1.7. — Soit K un corps de nombres. Alors toute valeur
absolue non triviale || - || sur K est équivalente soit a l'une des valeurs
absolues | - |5, ow o : K — C, soit a la valeur absolue B-adique || - ||y,

pour un certain idéal premier non nul B de Ok.

Démonstration. — C’est une conséquence du théoréme d’Ostrowski as-
socié aux théorémes 4.4.4 et 4.2.8. O
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Définition 5.1.8. — Le complété de Q pour la valeur absolue p-adique
est appelé corps des nombres p-adiques et est noté Q,,.

Le corps est muni d’une norme || - non-archimédienne qui pro-
p p
longe celle de Q. On munit également Q, d'une valuation discréte v,

1
log(p)

si x, € Q, avec x,, = x, v,(x) := v,(x,) pour n assez grand.) On note

prolongeant celle de Q en posant v,(z) = — log||z[|,. (Ou encore,

par Z, son anneau de valuation :
Zy=A{z € Qy, [lz], <1}
Proposition 5.1.9. — L’anneau Z, est l'adhérence de Z dans Q,,.

Démonstration. — Clairement, ’adhérence de Z est contenu dans Z,,. La
réciproque se déduit aussi aisément : comme Z, est dense dans Z,, le
résultat est alors conséquence du fait que Z est dense dans Z,) (par le
lemme 5.1.3). O

L’idéal maximal de Z, est engendré par p et le corps résiduel Z,/pZ, est
isomorphe a [F,. L’anneau Z, est compact et le corps @, est localement
compact.

Donnons maintenant quelques propriétés élémentaires des nombres p-
adiques qui découlent directement de la définition :
(i) Une suite {x,} converge vers z € Q, si et seulement si v,(z —
Tn) — +00.

n—o0
ii) Tout élément de x € Q, peut étre représenté par une suite
p
de Cauchy {z,} C Q telle que x = lim, , x,. Deux suite de
Cauchy représentent le méme élément si lim,, (2, — 2,) = 0 i.e.

n
si vy (@, — ) = +oo.
o
(iii) Une série E ag, ar € Qp, est convergente si et seulement si

k=1
vy(ag) — oo.

5.1.2. Ecriture des éléments de Q,. —

Lemme 5.1.10. — Pour tout x € Z, il existe une unique suite de Cau-
chy {x,} d’éléments de N qui satisfait auz conditions suivantes :
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(i) {x,} représente x, i.e. lim,_,o x, = x;
(11) 0 < x,, < p™ pour tout n > 1;
(111) ©, = xpy1 (mod p"™) pour tout n > 1.

Démonstration. — Démontrons d’abord l'unicité. Soient {x,} et {y,}
deux suites de Cauchy vérifiant les conditions (¢)-(iii). Si {x,} # {yn},
on note ng le plus petit naturel tel que x,, # y,,. Alors pour tout n > ny
on a

Tp = Tny # Yno = Y (mod p™),

d’ott vy(z, — yn) < ng. Donc, lim,,_,o ,, # lim,_,o Y5, ce qui donne une
contradiction.

Démontrons maintenant 'existence d'une suite vérifiant (i)-(4i7).
Soit x € Z,. Comme Z est dense dans Z,, pour tout n € N, il existe
Yn € Z tel que vy(z — yp,) = n. Soit x, le reste de la division euclidienne
de y, par p" :

Yn =D"qn + Tn, 0 <z, <p"
Comme v, (z, —y,) = n, on a

Vp(2n —2) = Vp((2n = yn) + (Yn — ) Z min{vy(zn —yn), vp(yn —2)} = 7,
d’ott lim,,_,o, #,, = 2. Le méme argument montre que v,(z, — Tp41) = n
ie. que z, = x,41 (mod p"). Le lemme est démontré. O
Soit {z,} la suite vérifiant les conditions du lemme 5.1.10. Tout z,, s’écrit
de maniére unique sous la forme :

Tp = ag+ a1p 4 aop® + -+ + ap_1p" !, 0<a; <p—L
et la condition x,, = z,,41 (mod p™) implique que

Tpt1 = ao + a1p + a2p2 + -+ an_lpn_1 + a,p"

avec les mémes ag, ay, . .., a,—1. Donc, tout x € Z, s’écrit de fagon unique
sous la forme
o
xzzakpk, 0<a,<p—1
k=0
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Soit maintenant x € Q,. Si v,(z) = —n < 0, alors v,(zp”) = 0, d’ou
xp" € Z,. Donc xp™ s’écrit

oo
wp" = bp¥,  0<b<p-1
k=0
et en posant ay = by, on obtient :

r=>Y apt, O0<a<p-1

k=—n

Exemple 5.1.11. — Soit un nombre premier p. Alors
> p—1pf=—14p,
k=0

et ainsi

—l=@p-)+@E-Lp+--+-1)p"+--
Exemple 5.1.12. — Dans Q,, :

1
— =14p+pP+- P+
L—=p

Ezxemple 5.1.13. — Dans Q7, on a
—3 = -3+ 7° = 16804 (mod 7).
Ainsi

—3=446-T+6-T+6-T7 +6-T" +---

5.1.3. Racine carrée. — Donnons une application du lemme de Hen-
sel pour le corps Q,,.
Rappelons tout d’abord ce lemme dans notre cadre.

Lemme 5.1.14 (de Hensel). — Soit P € Z,[X].
Supposons avoir xy € 7, tel quel

A = v, (P(xg)) — 2v,(P'(x9)) > 0,
alors il existe o € Zy, tel que P(a) = 0 avec de plus o = xp(mod p).

Remarque 5.1.15. — Sil’on consideére le suite (o, ), du lemme de Hen-
sel 4.3.6, on a v,(z — ;) > 2°. Ainsi, le développement de a; a l'ordre 2°
donne le développement de x & 1’ordre 2°.
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Soit p un nombre premier et soit a € Z,, a # 0. On cherche a résoudre
dans Q, I'équation

(6) X? =a.

Si x est une solution alors nécessairement v,(z) > 0. De plus si a est un
carré, alors nécessairement v,(a) est paire et de ce fait, quitte a diviser
par une puissance de p adéquate, on se raméne donc au cas ou a € Z,) .

Supposons p # 2. Si ’équation (6) a une solution dans Z,, on a alors que
a est un carré modulo p.

Réciproquement, supposons que a € IFZQ). Il existe zg € Z, tel que a =
z3(mod p). Posons P(X) = X? — a. Alors v,(P(zg)) > 1 et

vp(P'(x0)) = vp(220) = 0.
Le lemme d’Hensel s’applique et a est bien un carré dans 7Z,.
Supposons maintenant que p = 2. Si a € Z3, alors
a = (14 2a; + 4az)? (mod 8) = 1(mod 8).

Montrons que cette condition nécessaire est suffisante.

Soit donc a € Z,, avec a = 1(mod 8). Soit P = X?—a. Alors vo(P(1)) > 3
et vo(P'(1)) = v2(2) = 1. Le lemme de Hensel s’applique : il existe a € Zy
tel que o = a, avec de plus @ = 1(mod 8).

Exemple 5.1.16. — Prenons p = 5 et cherchons une racine carrée de
—1 dans Zs. On sait qu'une telle racine existe. Comme 22 = —1 (mod 5),
choisissons la racine carrée « vérifiant

a=2+ad+---
Regardons o pour obtenir
4+ 20a; = —1 (mod 5?),
et ainsi a; = 1. On regarde ensuite
(2 4+ 5+ ay5?)* = —1(mod 5°)

pour trouver a, = 2.
Ainsi on obtient le début du développement d’une racine carrée de —1 :

a=2+5+2-5+az5s’+ -
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Retrouvons ce développement a I’aide de la suite («;) du lemme de Hensel.

: : a?+1
Soit ag = 2 puis ;11 = a; — 5 . Alors ap = 3/4, ag = —7/24, a3 =
527/336. On a vu que a3 permet de donner le développement a I'ordre 23

de la racine recherchée. On a la relation de Bézout 54641 x 336 —47 x 58 =
1. Ainsi,

g = 54641 x 5274+58(- ) = 2454+2-52+5%4-3-5* +4.5°4+2.54-3.5" +. ..

5.1.4. Remarque : une définition alternative de Q,. — Remar-
quons qu’il est possible de définir @, plus directement, c’est & dire sans
utiliser le formalisme de la section 4.1.

e On commence par définir @, comme ’ensemble des séries formelles de

Laurent
= ap
i>k
pour un certain entier k := k, € Z, ou a; € {0,--- ,p — 1}.

De facon évidente, on munit Q, de deux lois + et x qui en font un corps.
Posons ensuite Z, = {z € Q,, v,(x) > 0} : c’est clairement un anneau.
On munit également Q, d’une valuation p-adique v, définie par

vp(x) = miin{ai # 0},

puis on pose |z|, = p~* : c’est une valeur absolue sur Q,. On vérifie
alors assez facilement la proposition suivante

Proposition 5.1.17. — Le corps Q, muni de || - ||, est complet et Z,
est compact.

e Le lemme 5.1.3 permet de plonger Q dans @Q,. On remarque alors que
|| - ||, prolonge bien la norme p-adique sur Q puis que le plongement de
Q dans Q, est continu.

Enfin, on voit assez facilement que Q (resp. Z) est dense dans Q,, (resp.
dans Z,).

5.2. La structure de Q

5.2.1. Le groupe des unités principales. — Soit p # 2. Notons
alors par Uy = 1+pZ,. L’ensemble Uy est un sous-groupe de Z,; . En effet,
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soit x € Uy, alors il existe y € Z) tel que zy = 1. Alors 2y = 1(mod p)
ce qui implique que y = 1(mod p) i.e. y € Up.

Proposition 5.2.1. — Pour p # 2, le groupe Uy = 1 + pZ, est sans
Z-torsion.
Pour p =2, le groupe Uy = 1 + 47 est sans Z-torsion.

Démonstration. — Nous nous contenterons de montrer le lemme pour

p#2

Soit x € Uy avec = # 1. Alors x = 1+ p'zg € Uy, avec 7 > 1 et 29 € Z,;.
Soit n = p®m, avec s > 1 et (m,p) = 1.

Alors,
2" =14+mp'zo+ -+ 0"y
et ainsi
vp(a™ —1) =,
puis

2P =1+ pp'xo+ -+ pap.
Puisque v, (pP") = pr > r+1 car p > 2 (c’est & ce niveau que pour p = 2,
il faut considérer les unités x = 1(mod 4)), il vient
vp(aP —1) =r+ 1.
Au final, on obtient donc
vy —=1)=s+r
et par conséquent, x™ £ 1. n

Remarque 5.2.2. — On notera que —1 € 1 4+ 27, et ainsi 1 4+ 2Zy est
de torsion.

5.2.2. Racine (p — 1)-éme de 'unité. — Notons par p,_; le groupe
des racines (p — 1)-éme de I'unité de Q,.

On cherche a résoudre 'équation XP~! =1 dans Z,, c’est-a-dire a déter-
miner fi,—1 N Zy,.

Dans F, tout éléement a vérifie a?~! = 1. Ainsi P(X) = X?~' — 1 admet
p — 1 racines distinctes dans F,. D’autre part P’(a) # 0. Ainsi d’apreés le
lemme de Hensel, 'équation XP~! = 1 admet p — 1 solutions distinctes
dans Z,, ou encore Z, contient i, ;.
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Soit x € Z, . Alors x = ag + a;p + - --. D’autre part, on sait qu’il existe
une racine (p — 1)-éme de l'unié ¢ vérifiant

¢ = ap(mod p).
Ainsi (™" € Uy et par conséquent Z) = (tip,—1,Up).
Terminons en notant que j,—1 NUy = {1}.
Ainsi
Z; = Hp—1 X Z/l(].
Considérons maintenant le cas ou p = 2. Posons Uy = 1 + 4Z,. Alors

5.2.3. Quelques fonctions p-adiques. —

5.2.8.1. Fonction puissance. — Soit x = ag+a1p+---+a,p"+- -+ € Zy,
oua; €{0,---,p—1}. Posons x, = ap + a1p+ -+ + app™.

Soit u € Uy.

Lemme 5.2.3. — Soit m >n. On a

vp(utmmtm —1) > n+ 1.

Démonstration. — On note que v,(x,, — x,)) > n+ 1 et on utilise alors
un calcul similaire a celui de la preuve de la proposition 5.2.1. O
Ainsi

[ = u | = [Ju™ lp[|1 = w75 |, < 11— w7,

Par conséquent la suite {u*"},, est de Cauchy et converge donc dans Z,.
On note u” la limite et ainsi U, devient un Z,-module sans torsion. A
noter que la fonction = — u” est continue.

5.2.3.2. Logarithme p-adique. — Posons q =psip>2etq=4sip=2.
On pose g = p°.

Notons p,—1 = ptp—1 si ¢ = p, sinon p,1 = (£1) pour p = 2.

Soit xg € Zy.

Commengons par un lemme

n

(gz0)

Lemme 5.2.4. — La suite (Vp( )) tend vers l'infini avec n.
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Démonstration. — En effet, il suffit de noter que v,(n) < log(n)/log(p)
puis de remarquer que la fonction dn — log(n)/log(p) est une suite stric-
tement croissante. H

Définition 5.2.5. — Pour x = 1 + qxg € Uy, la série
log, () = 3~ 420
i>1 ¢
converge : c¢’est le logarithme p-adique de .
Démonstration. — C’est une conséquence du lemme 5.2.4. O

Remarque 5.2.6. — On alog,(1) = 0.

Remarque 5.2.7. — La fonction z +— log,(7) est une fonction continue
sur U.

Proposition 5.2.8. — Pour x,y € Uy, il vient
log,,(zy) = log,(x) + log,(y).
Démonstration. — C’est un calcul formel. En effet, soit la série formelle
T
1 = —1) .
og(1+T) = Y (-1~
1>1
Alors formellement, il vient : log(1+X)(1+Y") = log(1+X)+log(1+Y).
Il suffit ensuite de poser X =x —1let Y =y — 1. O

Ainsi, pour tout n € Z, et pour tout x € U, on a log,(z") = nlog,(z).
Mieux. Par continuité de la fonction puissance et du logarithme p-adique,
on a alors pour tout a € Z, et x € Uy,

log,(z*) = alog, ().
On étend le logarithme p-adique a tout Q; de la fagon suivante.
Soit z € Q. Alors
z = pr(y,

avec ( € g1 et y € Up. Cette écriture est de plus unique.
On pose alors

log, () = log,(y)-
On notera en particulier que log,(p) = 0.
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5.2.3.3. Exponentielle. — On s’intéresse maintenant a la série
7
POET
i>0

Un simple calcul permet de montrer que cette série converge sur ¢Z,.

Définition 5.2.9. — Pour x € qZ,, on note

i

) = 3

i>0
I'exponentielle p-adique de z. C’est une fonction continue sur ¢Z,.
Proposition 5.2.10. —
(i) Soit x € qZ,. Alors vy(exp,(x) — 1) = v,(z).
(ii) Soit x € qZ, et a € Z,. Alors exp,(az) = (exp,(z))”.
(i13) Pour tout x € qZ, et tout y € Uy, il vient
log,(exp,(z)) =z
et
exp,(log,(y)) = y.

Démonstration. — Les points (i) et (i) sont immédiats. Le point (i)
résulte d’un calcul formel. [

5.2.4. Le résultat principal. — Nous venons de voir que log, induit
un isomorphisme de groupes topologiques entre (U, x) et (¢Z,,+) (i.e
de Z,-modules), d’inverse exp,,.

Or ¢Z, est engendré topologiquement par ¢. Ainsi, Uj est topologique-
ment engendré par exp,(q).

Lemme 5.2.11. — Le groupe Uy est topologiquement engendré par 1+q.

Démonstration. — On a log,(1+ q) = ge, avec € € Z. Comme 1 + ¢ =

X

exp,(qe) = (expp(q))s et que € € Z, le résultat est imméditat. ]

On obtient la proposition suivante
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Proposition 5.2.12. — Pour p > 2, il vient
Qy =" X prg1 x (14 q)z,

et ainsi

Qp =Z xZ[(p—1)Z X ZLy.
Pourp=2:Qf ~7Z x 7/2Z x (1 + 4Z,).
Pour p > 2, il vient

QX /(Q))? ~Z/2Z x Z/2Z.
Plus précisémment,

Q /(Qy)* = {1,a,p,pa},
ol a € Z n’est pas un carré modulo p.
Ainsi, le corps @Q, a exactement trois extensions quadratiques

Qp(va), Qu(vp), Qu(v/ap).
Pour p = 2, il vient
QF/(QF)? = (=1,2,5) ~ Z/27 x 7./27. x 7.)27.

Le corps Qy a exactement 7 extensions quadratiques.

5.3. Une version polynoémiale du lemme de Hensel

Théoréme 5.3.1. — Soit f € Z,|X]|, f # 0(mod p), admettant la fac-
torisation
f ZE-EG IFP[X]7
avec (g, h) = 1. Alors il existe g, h € Z,[X] tels que
(1) f=gh; B
(it) g =9 € Fy[X]; h=h € Fp[X]
(ii1) deg(g) = deg(g).

Démonstration. — Posons d = deg(f) et m = deg(g). Ainsi, deg(h) <
d —m.
Solent go, ho € Z,[X] tels que

(i) 9o =7 € Fp[X];

(iii) deg(go) = m, deg(hy) < d — m.
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Comme (h,g) = 1, il existe a,b € Z,[X] tels que
ago + bhy = 1(mod pZ,[X]).

Les coefficients des polyndémes f —hogo et ago+0bho—1 sont dans pZ,.
Notons par j la valuation minimale de ceux-ci. Posons m = p/.

Nous allons montrer qu’il existe deux suites de polyndmes (7;); et (s;);
vérifiant :
(i) deg(r;) < m; deg(s;) <d—m;
(ii) gn = go +7ri + -+ + 7", (mod 7"*1);
(iii) h, = ho+ msy + -+ 7"s, (mod 7" 1);
(iv) f = gn - hy (mod 7).
Pour n = 0 : c’est établi.
Supposons la propriété établie pour n. On veut donc trouver deux poly-
nomes 7,1 et sp41 tels que gni1 = gn + 7 i1, by = by + 7 s, 00
vérifient
f = gns1 - Byt (mod 7772).
Une telle identité équivaut a
1
antl

(f = gnhn) = gnSni1 + haTns1 = goSnt1 + horns1 (mod 7).

Posons alors f,.1 = (f — gnhn). Par hypothese, f,11 € Z,[X] et
f=gnfn+ 7Tn+1fn+1-
Partons alors de la congruence

Jn+1 = far1090 + fos1bho (mod ).

Puis effectuons la division euclidienne de bf, ;1 par gy et posons r,,1 le

ﬂ—nJrl

reste de celle-ci :

bfn+1 =490 + Tny1,
avec deg(r,+1) < deg(go) = m. Comme deg(go) = deg(q), le coefficient
dominant de go est dans Z;. La division euclidienne a bien lieu dans Z,,.
Ainsi, q et 7,41 sont dans Z,[X].
Il vient ainsi

frt1 = fas1a90 + ho(qgo + rnv1) (mod ).

Il suffit alors de poser s, 11 = af,+1 + qho.
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Le degré des polynoémes 7,1 et s,,1 satisfont bien les conditions requises.

Les suites des polynémes (g,,) et (h,) étant de degré borné, il existe alors
deux polynémes g, h € Z,[X] et des suites extraites gy et by tels que
Gon) — g et hymy — h. A la limite, on obtient f = gh. m

Corollaire 5.3.2. — Soit f € Zy[X] = ag+ -+ + a, X", a, # 0, un
polynome irréductible sur Q,. Alors
max;{|a:l,} = max{[ao|lp, lanllp}-

Démonstration. — On peut supposer que f # 0 (mod p). Soit a, le
premier élément de la suite ag, - - - , a,, tel que ||a,||, = 1.
Alors

f=2a"(a, + - +a,z"") (mod p).
Sir # 0etr #n,dapres la théoréme 5.3.1, le polynéme f est réductible.
Ainsi, soit » = 0 et alors max;{||a:|l,} = |laoll,; soit r = n et
max;{||ail[p} = [lanlp- O

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :
Corollaire 5.3.3. — Soit v € Q, et soit
P=Trr(z,Q,) = X"+ a, 1 X" '+ + a1 X +ag € Q[X]

le polynome irréductible de x sur Q,. Alors P € Z,[X] si et seulement si
ag € Zp.

120



CHAPITRE 6

CORPS LOCAUX

6.1. Définition

Avant de rappeler quelques faits, donnons la définition centrale de ce
chapitre.

Définition 6.1.1. — Un corps local est un corps complet pour une va-
luation discréte de corps résiduel fini.

6.1.1. Rappels. — Dans ce paragraphe K désigne un corps complet
pour une valuation discréte

VK - K* — Z.
On note Ok et on appelle anneau des entiers de K son anneau de valuation
Ok = {z|vk(z) > 0}.
On appelle groupe des unités de K et on note Uk le groupe des unités de
OK :
Uk = {z|vk(x) = 0}.
On note 7k une uniformisante de Ok et mk son idéal maximal. On a

ainsi
mic = {z € K, ve(z) > 0},

mg = (7TK>

Choisissons p €]0; 1] et fixons une valeur absolue sur K en posant

|k = <.



Théoréeme 6.1.2. — Soit L/K une extension finie séparable d’un corps
complet K pour une valuation discréte. Alors,
(1) La fermeture intégrale de Ox dans L est un anneau de valuation
discréte qu’on note B.
(ii) La valeur absolue || - ||k admet un unique prolongement || - ||L
a L. Ce prolongement est induit par la valuation discréte de B.
(i1i) Le corps L est complet pour la topologie définie par || - ||L. Son
anneau des entiers Or, coincide avec B.

Démonstration. — Comme Ok est principal (théoréme 4.3.11), c’est un
anneau de Dedekind, on peut appliquer le théoréme 4.4.4. On obtient
ainsi que les prolongements de || - ||k & L sont induits par les valuations
discrétes associées aux idéaux premiers non-nul de B. Comme par le
théoréme 4.2.2 il n’existe qu’un seul prolongement de || - ||k & L on obtient
que B posséde un unique idéal premier my. Comme B est un anneau de
Dedekind, ceci implique que my, est principal (voir le corollaire 2.4.8)
ce qui montre que B est un anneau de valuation discréte. Les autres
assertions sont évidentes. O]

Corollaire 6.1.3. — Une extension finie d’un corps local est encore un
corps local.

Nous allons utiliser les notations et les définitions suivantes. Soit 71, une
uniformisante de L.

Les idéaux mg = (mx) et my, = (7) sont les uniques idéaux premiers
non-nuls des anneaux Ok et O, et on note kx = Ok /mg et k, = Op/my,
les corps résiduels correspondants. En particulier ki, est une extension
finie de k. Le degré f = [ky, : kx| est appelé le degré résiduel de L/K.

On note e = ¢(L/K) l'indice de ramification de I'idéal (7,) :

kO = 1 OL.
Cet entier e sera appelé I'indice de ramification de I'extension L/K.
L’uniformisante mg s’écrit sous la forme :

TK = TiU, u € Uy,

122



Si on note vy, la valuation discréte de L on obtient
e = vL(mK).
Plus généralement, si x € K, alors
v (z) = evk(z).
Corollaire 6.1.4. — On a
ef =[L:K].
Démonstration. — C’est un cas particulier du théoréme 4.2.8. O

Proposition 6.1.5. — Soient K C L C M une tour d’extensions finies.

Alors
e(M/L)e(L/K) = e(M/K),

f(M/L) f(M/K) = f(M/K).
Démonstration. — Ces formules découlent directement des définitions.
O

Les propriétés suivantes ont déja été vues.

Proposition 6.1.6. — (i) Soit L/K wune extension galoisienne.
Alors pour tout x € L et g € Gal(L/K), les éléments x et g(x)
ont méme valuation. En particulier

g(0Or) = Oy.

(i1) Soit L/K wune extension galoisienne. Alors [action de G =
Gal(L/K) sur L est continue.
(iii) Les applications Nk et Trpx sont continues.

On rappelle que le prolongement de || - ||x & L est donné par la formule
explicite suivante :

1/n
]|t = [INpx () [,
oun=[L:K].

Nous pouvons donner aussi une formule explicite pour vy, :

Proposition 6.1.7. — Soit L/K une extension finie de degré n. Alors

v (z) = %W((NL/K(];)) :
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Démonstration. — On a pour = € L

|2k = pps®
ct
|2l = pp.

Comme 0 < px, pr, < 1, il existe ¢ > 0 tel que pk = pf. Alors on obtient
c
v (2) = — vk (Neyk(2))-
Pour déterminer la constante ¢ posons x = 7.
c
Alors e = vy, (mk) = — vk(7g) = ¢. Comme e/n = f, la formule s’en dé-
n

duit. O

6.2. Exemples

6.2.1. Le corps des nombres p-adiques. — Le corps des nombres
p-adiques @, est un corps local a corps résiduel F,,.

Soit L/Q, une extension de degré fini n. On a vu l'existence d’une unique
norme || - || sur L prolongeant || - ||,. Cette norme est associée & une
valuation discréte, prolongeant donc la valuation p-adique v, de Q,. Son
anneau de valuation O = {z € K, ||z||r, < 1} est compact : le corps L est
localement compact. Le corps résiduel est un corps fini de degré f sur IF,,.
Si 7 désigne une uniformisante de O, alors pO = 7€, ou e est I'indice de
ramification de L/Q, et donc ef = n. Enfin, 'anneau O est la fermeture
intégrale de Z, dans L et ainsi O >~ Z.

Proposition 6.2.1. — Soit L/Q, une extension de degré fini de Q,.
Soit O 'anneau de valuation de L. Alors

0= {.ﬁE S L, NL/QP<:U) S Zp}

Démonstration. — Clairement, O C {x € L, Ny, (7) € Z,}.

Réciproquement. Soit x € L tel que Ny, /g, () € Z,,. Soit P = Irr(z,K) €
Q,[X]. Alors d’apreés le corollaire 5.3.3, P € Z,[X] et = est entier sur
Z [

D
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Remarque 6.2.2. — Gréce a la proposition 6.2.1, on obtient facilement
que si ||Ny,q,z|, < 1, alors [Ny, q, (1 + z)|[, < 1 (il suffit de se rappeler
que O est un anneau!). On retrouve ainsi que x +— ||Ny,q, ||, définit
bien une norme sur L prolongeant || - ||,

Comme pour Z;, le groupe des unités O* de O est un Zj,-module et
comme pour QQ,, on peut considérer sur L la série logarithme p-adique
log, et la série exponentielle p-adique exp,,.

(-1

?

Proposition 6.2.3. — 1) La série Z converge pour v € 7O.

>1
xz_ ,
2) Pour j >e/(p—1), la série E — converge pour x € wO.
i
i>0

Pour j > 1, posons U/ =1+ 770 C 1 +7O.
Alors, on peut définir le logarithme p-adique d’une unité principale z €
U par
(-1)'A—=)
g () = 30 U=
i>0
Soit j > e/(p — 1). Pour z € 7/, on définit Uexponentielle p-adique de
7
exp,(z) = Z T

i>0

Théoréeme 6.2.4. — Soit j > e/(p —1). Le logarithme p-adique induit
un isomorphisme topologique de Z,-modules entre U7 et 7O, d’inverse

exp,,.
Démonstration. — Identique a la situation ot L = Q,. O

Corollaire 6.2.5. — Soit L/Q, une extension de degré n. Soit O l'an-
neau des entiers de L. Alors

O ~ HK X Zn,
ol ux est le groupe des racines de l'unité de K. Le groupe pg est cyclique
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Démonstration. — Soit j > e/(p — 1).
On note que O* /U est fini. Ainsi, le Z,-rang du module O est identique
a celui de 47 lui-méme identique & celui de 77O ~ O donc de rang n.
On a ainsi O* >~ ug X Zj.
On conclut en notant que comme O* /U’ est fini, uk est fini. [
Corollaire 6.2.6. — Soit L/Q, une extension de degré n. Alors

L ~7Z x ux x Z,,.
6.2.2. Le corps des séries formelles sur un corps fini. — Soit k&
un corps fini et soit k[[X]] 'anneau des séries formelles

f:ia,iXi, aiek‘.
1=0

On va montrer que k[[X]] est un anneau de valuation discréte.

On montre tout d’abord que le groupe des unités k[[X]]* de k[[X]] est

KIXT" = {Z a; X" | ag # 0}.

En effet, Z a; X" est inversible si et seulement s’il existe Z b; X' telle
que =0 7=0
[ee] [ee]
<ZaiXi) (Z ijj> = 1.
i=0 i=0
On en déduit que
aobo = 1,

agby + arby = 0,
a062 + &1[)1 + a/2b2 = O,

o0
En particulier, si E a; X" est inversible, alors ay # 0. Inversement, sup-
i=0
posons que ag # 0 et cherchons & déterminer les coefficients b; par récur-
rence. Si on suppose avoir déterminé by, . .., b,_1, alors I’équation

aObn + albn—l +--+ anbO =0
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permet de calculer b,. Donc, Z a; X" est inversible.

i=0
Notons ensuite que tout f(X) € k[[X]] s’écrit de fagon unique sous la
forme

f(X) = X u(X),

avec u(X) € k[[X]]*. On en déduit que k[[X]] est un anneaux de valuation
discréte. Son idéal maximal Xk[[X]] est engendré par X. L’application

KIIXT] =k,

f(X) — Qg
est un homomorphisme surjectif. Son noyau est I'idéal Xk[[X]] ce qui
fournit un isomorphisme

RIIXT]/XE[[X]] = k.
Ainsi, le corps résiduel de k[[X]] est isomorphe & k.
On note k((X)) le corps des fractions de k[[X]]. Comme pour k[[X]], tout
f € k((X)) sécrit de fagon unique sous la forme :
fX)=X"u(X), neZ, uX)ek[X]]"

On en déduit que que k((X)) s’identifie & 'ensemble des séries formélles

> aX' i €Z a €k
=10
La valuation discréte corréspondante est donnée par
o(f(X)) =n, st f(X) = X"u(X), u(X) € K[[X]]".
Autrement dit, si f(X) = >27; a; X', alors

v(f(X)) = min{i|a; # 0}
L’ecriture
v(f(X) —g(X)) = n
signifie que les séries f(X) et g(X) ont mémes coefficients jusqu’au degré
n—1. On en déduit facilement que toute suite de Cauchy est convergente
i.e. que k((X)) est complet.

Ainsi k((X)) est un corps local de caractéristique p, la caracteristique

de k.
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6.3. Systéme de représentants

Soit K un corps local. Le corps résiduel kx = Ok /mx est fini et on note
p sa caractéristique. Alors kx est une extension finie de [F, et on pose

f: [kK : IFPL q :pf'
1

On normalise la valeur absolue || - ||k en posant p = ¢~ ', i.e.

1 UK(w)
lall = (—) .
q

Si x € Ok, on note 7 la classe de x dans kg :
r=xz+mg =z (mod k).

Définition 6.3.1. — On appelle systéme de représentants de ki dans
Ok une partie S C Ok telle que pour tout £ € kg il existe un unique
élément s € S vérifiant 5 = &.

Ezemple 6.3.2. — Soit K = Q,. Alors S = {0,1,...,p — 1} est un
systéme de représentants de [, dans 7Z,.

Ezemple 6.3.3. — Soit K = k((X)). Alors S = k est un systéme de
représentants de k& dans k[[X]].

Proposition 6.3.4. — Soit S un systeme de représentants du corps lo-
cal K. Alors tout a € Ok s’écrit de facon unique comme série conver-
gente :

o
a = E SiTKs s; €S.
i=0

Tout x € K s’écrit de méme :

o0
a::ZSﬂr%(, o EZL, s;€S.
i=ig
Démonstration. — Soit a € Ok. Alors il existe un unique sy € S tel que
So = a, ie.
a=sy (mod 7).
Alors a s’écrit :

a = Sy + a7k, a1 € Ok.
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En appliquant ce qui précede a a; on obtient :
a; = S1 + 97K, S1 € S, Ao € OK,
d’ou
a=Sg+s17x + a27r12<
et ainsi de suite. Comme pour tout n on a

1
a= 8o+ S1TK +*** + SuTh + Any1Tpe

avec vk (ap 1 mt) = n + 1, la série

o
§ )
=0

converge vers a. Inversement, toute série de la forme Y ;° s;mk est
convergente puisque son terme général tend vers 0 (voir la proposition
4.3.5).
Siz € K, alors 2 = 75@y avec u € Uk et en développant u on obtient
) K
o
i
x = E SiTK s
=10

ol ig = vk (x). La proposition est démontrée. O

Nous voulons montrer qu’un corps local posséde un systéme de représen-
tants particulier formé par des racines de 'unité.

Théoreme 6.3.5. — Soit K un corps local et soit ¢ = #kk. Alors
(i) Tout & € kx posséde un unique relevement [] € Ok vérifiant

€17 = 1¢] 5
(ii) Pour tout £,m € kx on a
(€] In] = [&nl;

(11i) La famille S,, = {[¢], & € kk} est un systéme de représentants
de kx dans Ok.

Démonstration. — i) Soit f(X) = X9—X € Ok[X] et soit f(X) € kx[X]
la réduction de f(X) modulo mg. Comme f/(X) = gX% ' —1=—1, le
polynome f(X) est séparable.
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Soit ¢ € kk. Alors ¢ est une racine de f(X) et par le lemme de Hensel,
il existe une unique ragine [¢{] € Ok de f(X) telle que § = [§] (mod 7k).
On en déduit (i).

(i) Comme & = [¢] (mod mk) et 1 = [n] (mod 7k), on a &n = [¢] 1]
(mod 7k), i.e. [£] [n] est un représentant de £n dans Ok. Comme

([ fnD)* = (1D (I])* = [€] n],

I'unicité du relévement démontrée dans (i) implique que [£] [n] = [£n].
(iii) est une conséquence immeédiate de 1). O

Corollaire 6.3.6. — Soit K un corps local et soit q = #kk. Alors K
contient toutes les racines (q — 1)-iémes de l'unité.

Démonstration. — Les éléments [€], £ # 0, sont les racines (¢ — 1)-iémes
de T'unité. n

Définition 6.3.7. — Le systéme de représentants .5, est appelé sys-
téeme de représentants multiplicatif ou systéme de Teichmiiller.

Proposition 6.3.8. — Soit L/K une extension finie de corps locauz.
Alors il eziste a € Oy, tel que O, = Oklal .

Démonstration. — Soit [ le corps résiduel de L et soit k celui de K.
Comme 'extension [/k est séparable, il existe a € [ tel que | = k[@]. On
prend le relévement o € Oy, de @& vérifiant oll=1 = 1.

Posons a = a + 7, ou 7, est une uniformisante de L. Soit B = OkJa].
Alors B contient un systéme de représentants de [ car a' = a'(mod 7).
D’autre part, B contient 1’élément

r=adl'—1=(a+m) —1=(¢g— D" 2m, +---

qui est une uniformisante de L car v (z) = 1. Comme B est compact et
dense dans Oy, on en déduit que B = O.. O

Exemple 6.3.9. — Soit L/Q,, une extension de degré n = ef, d’anneau
d’entiers (. Soit m une uniformisante de L. Si I, est le corps résiduel
de L, le groupe O* contient les racines (p/ — 1)-éme de I'unité et tout
élément x € L s’écrit de maniére unique :

=1 (ay+aym+ - apm ),
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ol les éléments a; sont des racines primitives (p/ — 1)-éme de 'unité.

6.4. La classification des corps locaux

Nous pouvons maintenant classifier les corps locaux. Commencgons par
les corps de caractéristique 0.

Théoréme 6.4.1. — Soit K un corps local de caractéristique 0 a corps
résiduel de caractéristique p > 0. Alors K est isomorphe a une extension

finie de Q.

Démonstration. — Le corps K étant de caractérsitique nulle, il contient
un sous-corps isomorphe a Q. Donc, on peut supposer que Q C K. La
réstriction de || - ||k & Q est une valeur absolue non-archimédienne sur
Q. Par le théoreme d’Ostrowski, il existe un nombre premier ¢ tel que la
réstriction de || - ||k & Q est équivalente a || - ||;. Comme K est complet, il
contient le complété Q, de Q. Donc, K est une extension de Q. Le corps
résiduel kg est une extension de F, = kg,, d’ou £ = p.

Solent f = [kx : F)] et e = vk(p). Alors K est une extension finie de Q,
de degré fe. 0

Résolvons maintenant le cas ot le corps K est de caractéristique finie.

Théoréme 6.4.2. — Soit K un corps local de caractéristique p a corps
résiduel k. Alors K est isomorphe a k((X)).

Démonstration. — Soit k = TF,.
Pour tout £ € k soit [¢] le représentant de Teichmiiller de £. Comme K
est de caractéristique p, on a

([l + D) =[] + [n)? = [§] + [n].
Comme
E+n=I[]+[n (modmk)

I'unicité du relévement implique que

(€ +n] =[] + [n].

131



Donc I'application
k— K,

§ = [¢]
est un homomorphisme de corps qui identifie k£ & un sous-corps de K. Pour
simplifier la notation on va écrire £ au lieu de [¢]. Par la proposition 6.3.4,
tout élément de K s’écrit de maniére unique

[e.e]
E )

i=io
avec a; € k. L’application

k(X)) = K,
Z a; X — Z aﬂrf(
1=t 1=10

est alors un isomorphisme. O]

6.5. Extensions non-ramifiées

6.5.1. Quelques généralités. — Dans ce paragraphe K désigne un
corps complet pour une valuation discréte.

Définition 6.5.1. — On dit qu'une extension finie L/K est non-
ramifiée si f(L/K) = [L : K] et si 'extension des corps résiduels kr,/kk
est séparable.

Dans le cas général la condition de séparabilité de ki, /kk est importante.
Neanmoins pour les corps locauzx elle est automatiquement satisfaite car
toute extension d’un corps fini est séparable.

Voici des propriétés des extensions non-ramifiées découlant directement
de cette définition.

Proposition 6.5.2. — (1) L/K est non-ramifiée si et seulement
si e(L/K) =1 et ki, /kk est séparable.
(i1) L/K est non-ramifiée si et seulement si g est une uniformi-
sante de L et ky [k est séparable.
(111) Soit K C L C M une tour d’extensions. Alors M/K est non-
ramifiée si et seulement si L/K et M/L sont non-ramifiées.
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Soit L./K une extension non-ramifiée et soit kr,/kx 'extension résiduelle
correspondante. Elle est séparable, il existe a € ki, tel que kr, = kx(@).
Pour étudier la structure des extensions non-ramifiées nous avons besoin
des propositions suivantes.

Proposition 6.5.3. — Soit K un corps local et soit | = kx(@) une ex-
tension finie séparable de kk. Soient f(X) € O[X] le polynéme minimal
de & et f(X) un polynéme unitaire dont la réduction modulo wx est égale
a f(X). Soit a une racine de f dans K. Alors

L =K(«a)

est une extension non-ramifice de K dont le corps résiduel ki, est iso-
morphe a l.

Démonstration. — Comme f(X) est irréductible, f(X) I'est aussi et L
est une extension de K de degré

(L K] = deg(f) = deg(f) = [L : kx].
Soit a une racine du polyndéme f(X) et soit L = K(a). Alors « est
entier sur Ok et a(modlly) € ki, est une racine de f(X) contenue dans
k. L’élément o(modIly) est de méme degré sur kg que @, i.e. de degré

deg(f). Ainsi,
[L: K] > (ke : ki) > [kx(a) : kx| = deg(f) = deg(f) = [L: K]

ce qui entraine que

Donc, L/K est non-ramifiée et son corps résiduel est isomorphe a [ =

kk(@). O
Proposition 6.5.4. — Soit L/K une extension non-ramifiée. Soient
ki = kx(a) et f(X) € kx[X] le polynome minimal de a. Soit

f(X) € Ok[X] un polynéme unitaire dont la réduction modulo mg
est exactement f. Alors
(1) f(X) a une unique racine o € Oy, telle que & = o (mod 7).

(i) L = K(a).

(111) Si K est de plus un corps local, alors Op, = Ok|a].

133



Démonstration. — Comme kg, /kk est séparable, & est une racine simple
du polynéome f(X) et (i) découle du lemme de Hensel.

Point (ii). Posons F = K(«). Le corps F est contenu dans L. L’extension
F/K est non-ramifiée, ainsi [F : K] = [kg : kg]. Ce qui donne

[L: K] = [kp : k] = deg(f) = deg(f) = [F : K],

et ainsi F' = L.

(7i1) C’est un cas particulier de la proposition 6.3.8. Il suffit de noter qu’ici
I'anneau Ok|a] contient une uniformisante de Oy, ainsi qu'un systéme de
représentants. O

Soient L/K et M/K deux extensions finies de K. On note Homg (L, M)
I’ensemble formé par les homomorphismes

o : L/K— M/K

qui fixent K. Soit o € Homg (L, M). Comme o(Oy,) C Oy en passant aux
corps résiduels on obtient un homomorphisme

o kL/kK%kM/kK
On a défini une application
¢ : Homg (L, M

La proposition suivante joue un role clé.

Proposition 6.5.5. — Si L/K est non-ramifiée, alors
@ HOHIK(L, M) — HOHle (k‘L, k‘M)

réalise une bijection. En particulier, si L/K est une extension galoisienne
non-ramifiée, alors on a un isomorphisme canonique

Gal(L/K) ~ Gal(ky/kk).

Démonstration. — Soit ki, = kx (@) et soit f(X) le polynéme minimal de
a. Soit f(X) € Ok[X] un polynoéme unitaire dont la réduction est égale
a f(X). Alors, d’aprés la proposition 6.5.3, on a L = K(a), oil a est une
racine de f(X) vérifiant @ = « (mod 7). L’extension L /K est séparable
et la preuve de la proposition se base sur le fait suivant : I’application
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o +— o(«a) établie une bijection entre Homg (L, M) et les racines 5 du
polynéme f(X) dans M. Montrons d’abord que ¢ est surjective. Soit
o € Homy, (kp,ky). Alors B = &(@) est une racine de f(X) et par
le lemme de Hensel, il existe une unique racine g de f(X) telle que
B = B (mod ). En posant o(a) = 3 on obtient un homomorphisme
o € Homg (L, M) tel que f(0) = . Donc ¢ est surjectif.

Pour montrer I'injectivité on remarque que si oy et 09 sont deux éléments
de Homg (L, M) tels que 61 = 9, alors o1 () et o9(a) sont deux racines de
f(X) tels que o1() = o3() (mod 71,). Mais dans ce cas o1(a) = o2(a)
toujours par le lemme de Hensel. O]

Proposition 6.5.6. — Soient Ly et Ly deux extensions non-ramifiées
de K. Alors le compositum LiLy est non-ramifié sur K.

Démonstration. — Soient k; et ko les corps résiduels des L et Ly et soit
[ le compositum kiks. Soit L une extension non-ramifiée de K a corps
résiduel [ (une telle extension existe par la proposition 6.5.3). On a

Homg (L;, L) = Homy, (k;, 1)

et comme k; C [ on obtient que L; C L. Alors L1, C L, et comme L/K
est non-ramifiée, 1Ly /K lest aussi. O

6.5.2. Retour aux corps locaux. — Supposons maintenant que K
est un corps local, i.e. que kg est fini. Alors L/K est non-ramifiée si et
seulement si f(L/K) = 1.

Théoréme 6.5.7. — Soit K un corps local. Alors pour tout n il existe
une unique extension non-ramifiée de K de degré n. Cette extension est
galoisienne et son groupe de Galois est cyclique d’ordre n.

Démonstration. — Soit kx le corps résiduel de K. Le corps ki étant
fini, il existe une unique extension [/kx de degré n et par la proposition
6.5.3, on peut construire une extension non-ramifiée L /K & corps résiduel
k1, = . L’existence de L est donc établie.

L’extension kp/kk est galoisienne et Gal(ky,/kk) est cyclique d’ordre n.
Par la proposition 6.5.5, on obtient

HOHlK(L, L) ~ HOHle (I{JL, kZL) = Gal(kL/k:K)
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Dong, il existe n automorphismes de L/K ce qui entraine que L/K est
galoisienne et ainsi

Gal(L/K) = Homg (L, L) ~ Gal(ky/kk)
ce qui montre que L/K est cyclique d’ordre n.

On montre maintenant que L/K est 'unique extension non-ramifiée de
degré n. Supposons que M/K est une autre extension non-ramifiée de
corps résiduel ky; = [. Alors, en utilisant toujours la proposition 6.5.5,
on a

Homg (L, M) ~ Homy, (I, 1).
Comme Homyg, (I,1) est non-vide, il existe un homomorphisme o
L/K — M/K. On a déja montré que L/K est galoisienne, d’ou
L=o(L) CM.
Comme L/K et M/K ont méme degré, on en déduit que L = M. O

Soit L /K une extension non-ramifiée finie. Dans la preuve du théoréme
6.5.7, on a établi I'isomorphisme

Le groupe de Galois de kp/kx est engendré par l'automorphisme
Froby, /i, défini par
FrObkL/kK (.CC) = l‘q,

ou q = #k}K

Définition 6.5.8. — On appelle automorphisme de Frobenius de L/K
et on note Fr k 'élément de Gal(L/K) qui correspond & Fy, k.. On a
pour tout x € O,

Frk(z) =27 (mod 7).

Terminons en donnant une construction explicite des extensions non-

ramifiées des corps locaux.

Théoréme 6.5.9. — Soit K un corps local et soit ¢ = #kx. Soit (gn_q
une racine primitive ¢" — 1-iéme de l'unité. Alors K((;n_1) est lunique
extension non-ramifiée de K de degré n.
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Démonstration. — Soit L/K une extension non-ramifiée de degré n.
Alors #k;, = ¢" et par le corollaire 6.3.6, L contient (;»_;. Donc
K({-1) € L. D’autre part le corps résiduel de K((,»_1) contient
toutes les racines ¢" — 1-iémes de 1'unité i.e. coincide avec ky,. Donc
L= K(Cq"—l)- [

Ezemple 6.5.10. — Soit p > 2 et soit a € Z avec a ¢ IF?). Alors
f = X? — a est irréductible sur F,[X] et ainsi Q,(v/a)/Q, est I'unique
extension quadratique non ramifiée de Q,.

Soit p = 2. L’unique extension quadratique de Fy est donnée par f =
X%+ X + 1. Soit le relévement f = X2+ X + 1 € Zy[X] de f et soit «
une racine de f dans Q,. Alors I'extension Qy(a)/Qs est 'unique exten-
sion quadratique non-ramifiée de Q2. Remarquons ensuite que Q(ar) =
Q2(v/=3) puis que —3 -5 = 1(mod 8) et donc que —3 -5 € Q2. Ainsi,
Qu(0) = Qu(v5).

6.6. Extensions totalement ramifiées
Dans ce paragraphe K est un corps complet pour une valuation discréte.

Définition 6.6.1. — On dit qu'une extension L/K est totalement ra-
mifiée si f(L/K) = 1.

Il résulte de cette définition que :

Proposition 6.6.2. — (1) L/K est totalement ramifiée si et seule-
ment si ky, = kk.
(i) L/K est totalement ramifiée si et seulement si e(L/K) = [L :
(117) st K C L C M, alors M/K est totalement ramifiée si et seule-
ment si M/L et L/K sont totalement ramifiées.

Définition 6.6.3. — Le polyndéme
X"+ a1 X"+ ar X +ag € Ok[X]

est dit d’Eisenstein si
(i) a; =0 (mod 7k);
(ii) ag # 0 (mod 7%).
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Proposition 6.6.4. — Si f(X) est un polynome d’Fisenstein, alors il
est wrréductible sur K.

Démonstration. — C’est une application du critére d’Eisenstein. ]

Théoréme 6.6.5. — 1) Soit f(X) € Ok[X] un polynéme d’Eisenstein
et soit a une racine de f(X). Alors L = K(«) est une extension totale-
ment ramifiée de K et a est une uniformisante de L.

2) Réciproquement, soient L/K une extension totalement ramifiée et my,
une uniformisante de L. Alors le polynéme minimal de mp, est un poly-
nome d’Fisenstein et on a

Oy, = Ok|[mL)].
Démonstration. — 1) Soit v une racine d’un polynéme d’Eisenstein
X"+ ap X" - X +ag € Ok[X].
Alors

A" = —a, 10"t — o — a0 — ap.

Si vy, désigne la valuation discréte sur L, alors

nup (@) = vy (a1t 4+ aga+ ag) = min{oy(a;) + v (@)}

Comme vy,(a;) > 0, on en déduit que vy, («) > 0. Comme vy, (a;) = vi(aop),
on obtient pourz=1,...,n—1
v (a;) + v (a) > v (ap),

d’ou

nu (o) = vy, (ag).
On a vy, (ag) = vr(mk) = e et v () = vy (7m,) = 1. Done,

n < nup(a) = e,
ce qui signifie que n = e i.e. que L/K est totalement ramifiée.

2) Soit L/K une extension totalement ramifiée. Fixons une extension
galoisienne M/K qui contient L. Alors M contient tous les conjugués
oi(m,) et on a

up(oi(mr)) = vm(m) > 0.
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Soit f(X) = X" + a, 1 X" ! + -+ + ao le polynéme minimal de 7.
Comme

FX) = [[(X = ai(m))

i

on obtient que wvy(a;) > 0, d’ott vk (a;) > 0 i.e.
a; =0 (mod 7).
D’autre part, on a

v (ao) = vp(aymy, + - @ Tpt + wp).

Comme
vy (am) = vp(a;) +on(m)) > evk(a;) +i=n+i
on a
v () = n < vy (a;m)
d’ou

vr(ag) = vi(nf) = n.
Donc, vk(ag) = vi(ag)/e = 1 et on obtient donc que f(X) est un poly-

nome d’Eisenstein.

Pour montrer que Oy, = O[], posons

B = Ok[[m)] = {>_ami | € Ok}

i=0
Comme ki, = kg, 'anneau B contient un systéme de représentants de ky,

et une uniformisante de L, d’on B = Oy,. Pour montrer que B = Ok|m],
on remarque que la formule

n n—1
T, = —Qp_1Ty, ~ — " — @7, — Gy, Q; € OK,

permet d’écrire une série > ¢;m} comme un polynéme de 7y, & coefficients

dans Ox. O

Pour les corps locaux on peut montrer que toute extension finie peut étre
construite & partir des extensions non-ramifiées et totalement ramifiées
de la fagon suivante :

139



Théoréme 6.6.6. — Soit L/K wune extension finie de corps locauz.
Alors il existe une unique sous-extension Lo/K telle que

i) Lo/K est non-ramifiée ;

ii) L/Lg est totalement ramifiée.

Démonstration. — Soit ki, le corps résiduel de L et soit Ly 'extension
non-ramifiée de K a corps résiduel kr,. En utilisant la bijection

Homg (Lo, L) ~ Homy, (kr, k1),

on a l'existence d’un homomorphisme o : Ly/K — L/K et comme Ly/K
est galoisienne, on en déduit que Ly C L. Comme

J(L/K) = f(L/Lo) f (Lo/K),
on voit que f(L/Lg) =1, i.e. que L/Lg est totalement ramifiée. O

Soit L/K une extension finie galoisienne. Suivant les notations du théo-
réme 6.6.6, on pose

IL/K = Gal(L/Lo)
Alors I,k est un sous-groupe distingué de Gal(L/K) et
Gal(L/K)/I,/x ~ Gal(Lo/L).

Définition 6.6.7. — La groupe I,k est appelé le groupe d’inértie de
I'extension L/K.

6.7. Discriminant d’une extension de corps locaux

Soit K un coprs local et soit L/K une extension finie (séparable) de degré
n. Notons par Ok et O, les anneaux de valuation de K et de L.

On rappelle que Oy, est un Ok module libre de rang n (voir le corollaire
1.2.9).

Soit {1, ,x,} une Ok-base de Oy, :

OL = OK$1 b---D OKiﬂn
On rappelle que le discriminant de la famille {xy,--- ,z,} est égal a :

d(xl, tee ,l‘n) = det ((TI"L/K(IZ'ZE]‘))Z'J) .
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Définition 6.7.1. — Le discriminant de 'extension de corps locaux
L/K est I'idéal de Ok engendré par le discriminant d(zq,--- ,x,) de la
Ok-base {1, - ,2,} de Or. On le note d x :

dL/K = (d(iﬂl, te 73371)) = d(ﬂfb T axn)OK-

Remarque 6.7.2. — La définition ne dépend pas du choix de la base
{1, ,z,} (voir la section 1.3.1).

Proposition 6.7.3. — Soit K C L C M une tour d’estensions finies de
corps locaux. Alors

dm/k = (Noyx(duyn) - (deyx)™),
oun = [L:M].

Démonstration. — Soit {1,---,b" '} une Op-base de Oy et soit
{1,-++,a™ '} une Ok-base de Or,. Alors la famille {a't?,i =0,--- ,m —
1;7=0,--- ,n— 1} forme une Ok-base de Oy. Une écriture matricielle
adéquate donne alors le résultat. O

Théoréeme 6.7.4. — Soit L/K une extension finie de corps locaux. Soit
e = e(L/K) lindice de ramification et soit f le degré résiduel. Alors,
(i) L/K est non-ramifiée si, et seulement si, d,/x = Ok ;
(11) Si L/K est totalement ramifiée et si f(X) est le polynome mi-
nimal de 7y, alors

dryx = (Noyk(f'(72))) 5
(iii) Lidéal (x}“V) divise dp, k.
Démonstration. — (i) Soit L/K une extension non-ramifiée et soit ky, =
kx(@). Soit f(X) le polynéme minimal de a et soit f(X) € Ok[X] un
relévement de f(X). Alors O = Ok[a], ot « est la racine de f(X) au-

dessus de @ (voir la proposition 6.5.4). Comme f’ est séparable, on a
f'(a) # 0, d’ott vr,(f(«)) = 0. Donc, par I'exemple 1.3.6, on a :

dr/x = (N (f'(a@)) = Or.

Réciproquement, supposons que dpx = Or,. Soit 1,6,...,0"*

une base
de Oy, sur Ok. Alors on a :

dx(1,---,0"") € OF.
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Alors 1,---,0" ! engendrent ky, sur kg et on a

Soit ' = 6" (mod 7).
dkL/k’K(L T 70_n_1) = dL/K(lv T 76n_1) 7é 0.
On en déduit que 1,---,0"! est une base de ky,/kk (voir le corollaire
1.2.7). Donc ki, /kk est une extension de degré n et L/K est non-ramifiée.
(73) Si L/K est totalement ramifiée, par le théoréme 6.6.5 on a Op =
Oxk|[rz], d'otr
dr/x = (N (f(7r)))-

(7i1) Soit Ly la sous-extension de L /K satisfaisant les conditions du théo-
reme 6.6.6. D’apres la proposition 6.7.3, il vient :

duv/k = (Nko/x(dLywg))-
Soit f = Trr(my,Lg) = X¢+ ae 1 X' + -+ + ag. C’est un polynome
d’Eisenstein. En particulier, vy, (a;) > e, par conséquent

vp(f' (L)) > miin{vL(eﬂIefl),VL(iamfl)} >e—1.

Par unicité du prolongement des valuations, on a pour tout g €
Homg (L, K) et tout 2 € L :

vL(g(@)) = vi(@).

Ainsi .
oMo fime))) > D oy,

i.e.
ULo(dL/L0> >e—1.
En prenant la norme dans L/Lg, on obtient au final

vk (Nro/k(dr/n,)) = fle —1).

O
Exemple 6.7.5. — o Soit p > 2. Sur Q,, on connait les extenstions
quadratiques totalement ramifiées : Q,(\/p) et Q,(\/pa) pour a € Z,

a¢ .
Ensuite, Irr(y/p, Qp) = X 2 — p qui est un polynoéme d’Eisenstein. Ainsi,
pour K = Q,(/p), il vient Ok = Z,[,/p] et par conséquent

dK/@p = (NK/QP(Q\/]_?))ZP = pr
Idem, pour F = Q,(y/ap), il vient dp,q, = pZ,.
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e Sur @, on connait les extensions quadratiques totalement ramifiées :
ce sont celles différentes de Qo (v/5).

Prenons le corps K = Q3(v/2). On a Irr(v/2,Q,) = X2 — 2 qui est un
polynéme d’Eisenstein. Ainsi, Ox = Zo[v/2] et

di /0, = (Ni/g,(2V2))Zy = 8Zo.

Prenons le corps F = Q(v/—1). On note que F = Qq(a), out v est une
racine de X%2+42X +2 qui est un polynéme d’Eisenstein. Ainsi Op = Zs[a/]
et

dr/q, = (NF/@Q (2( + 1))>Z2 = 4Zs.

Exemple 6.7.6. — Soit K un corps local de corps résiduel ¢. Soit p # ¢
un second nombre premier tel que p, C K. Soit ¢ € Oy. Alors I'extension
K(¥/2)/K est non ramifiée (éventuellement triviale).

En effet, posons x = ¥/¢); c’est clairement une unité. Alors

Nk(@)/k (P'(2)) = Nk@yx(pr? ') € O,

car prP~! est une unité. On conclut avec le théoréme 6.7.4.

Ezemple 6.7.7. — Soit p un nombre premier (pair ou impair) et soit
K = Q,(¢,), ou ¢, est une racine primitive p-éme de I'unité. Posons
z = 1 — (,. On rappelle que K/Q, est une extension de degré p — 1 et
que O = Ok = Z,[(,] (ce sont les mémes arguments que pour Q, voir
section §1.3.4).

Soit a € O tel que a = P + 2", avec k > 1, et B, € O*. Alors I'ex-
tension galoisienne K(¢/«a)/K, éventuellement triviale, est non ramifiée.

u. Clairement K(¢/a) = K(x). De plus z est
2

En effet, posons x =
racine du polynéme

(:X 187 —a
zP

P(X) =

Comme p = 2Py, avec u € O, il vient immédiatement :
) )

(i) P € O[X] et est unitaire, et donc x € O,

p—1
(17) P' a pour coefficient constant pzp——l € Oﬁ(x), ce qui implique

NK(I)/K(P/(ZL‘)) e O*.
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Comme dg(y)/k divise Nk )/ (P (2))O, on en déduit que dg(y)x = O et
on conclut avec le théoréme 6.7.4.

144



CHAPITRE 7

L’EQUATION DE FERMAT

L’objectif de ce chapitre est I’étude de I’équation diophantienne de Fer-
mat X" +Y" =2" avec X,Y,Z € Z, et oun > 2 est fixé.

Mais avant de regarder ce cadre, nous allons regarder les solutions de cette
équation lorsque les inconnues sont dans anneau C[z]. Nous verrons
alors les ingrédients utiles pour le cas entier.

7.1. Le théoréme de Fermat pour les polynémes

Soit A = C[t] 'anneau des polyndmes a coefficients dans C. On rappelle
que A est un anneau euclidien donc principal (et factoriel). Commengons
par la proposition suivante.

Proposition 7.1.1. — Les solutions de l’équation diophantienne X? +
Y? = 7% d’inconnues X,Y,Z € A sont de la forme (au signe pres)

X =2UVW, Y =W(U?*-V?), Z=W(U*+V?),
ot U, V,IW € A.

Remarque 7.1.2. — On peut observer qu'un triplet X,Y,Z comme
dans la proposition 7.1.1 vérifie la relation X2 4+ Y? = Z2.

Démonstration. — Soit X,Y € A, XY # 0 tels que X2 + Y? est un
carré Z2. Soit W le pged de X et Y. On voit alors que W divise Z2. En
divisant alors I'équation X2 +Y? = Z2 par W, on peut supposer X et YV
premiers entre eux. On écrit ensuite Z? —Y? = (Z —-Y)(Z+Y) = X2,



Soit D le pged de Z—Y et de Z+Y. Alors D divise Z —Y +Z2+Y =27
mais aussi, Z —Y — (Z+Y) = —2Y. Comme Z et Y sont premiers entre
eux, cela implique que D = 1.

Mais alors 'équation (Z —Y)(Z+Y) = X? indique que Z —Y = aoUZ et
Z+Y = byV§, avec ag,by € A* et Uy et Vy € A; ici on utilise le fait que
l’anneau A est factoriel. Or A* = C* et ainsi ay = a® et by = b? dans C.
En posant U; = aVj et Vi = bVp, on obtient Z —Y = Ul et Z+Y = V2,
ouencore Z = U? —V2Y = U?+V?, avec U = \%Ul et V = \%Vl.
Enfin X? = (Z-Y)(Z+Y) = UV = 4U*V? ou encore Z = 2UV. [J

Pour les puissances plus grandes que 2, nous avons le théoréme suivant

Théoréme 7.1.3. — Soit n > 3. L’équation diophantienne X™ +Y"™ =
Z"™ n'a pas de solution dans Clz], avec XY Z ¢ C et, X etY premiers
entre eux.

Le théoréme 7.1.3 est "le théoréme de Fermat pour les polynémes".

Démonstration. — Soit X, Y, Z une solution non triviale de 1’équation
diophantienne étudiée, avec X et Y premiers entre eux.
On suppose que c’est une solution minimale dans le sens ou d =
max{deg(X),deg(Y),deg(Z)} est minimal.
Notons par ¢ = exp(2im/n) puis écrivons

(Z-YV)Z-YV)Z-CY)][[(Z2-¢Y)=2"-y"=X".

i=3

Comme pour le cas n = 2, on peut alors remarquer que les polynémes
Z — ('Y et Z— (Y sont premiers entre eux (pour i # j(mod n)). Comme
I'anneau A est factoriel, cela implique que chaque facteur Z — ('Y est une
puissance n-éme (l1a aussi, comme pour le cas n = 2, on peut utiliser le
fait que C = C™). En regardant les coefficients dominants des polynomes
Y et Z, on remarque alors que les polynémes Z — ('Y sont tous de méme
degré m, a l'exception peut-étre d'un des Z — (Y qui sera de degré
plus petit que m — 1. Quoiqu’il en soit, en regardant les degrés il vient
(n—1m <nd,doum<d+1/(n—1).
Ensuite on écrit Z —Y = U™, Z — (Y = V" et Z — C?Y = W". Les
polynomes U, V, W sont deux a deux premiers entre eux et de degré plus
petit que d/n + 1/(n* — n) et donc plus petit que d/2.
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En isolant Z, on obtient ensuite XZ =Y +U", Y(1—() = V" —U" puis
Y(1-¢*) =W"—=U". Onaalors (1+)(V"—U") = W"—U", ou encore
(1+)V"™ + W™ = (U™ Enfin, en rentrant 1 + ¢ et ¢ dans la puissance
néme, on obtient donc une nouvelle solution de 1’équation diophantienne
initiale, plus précisément X;,Y;, Z; € A vérifiant X7'+Y]" = Z'. Comme
n >3, on a1+ ¢ # 0, la nouvelle solution n’est pas triviale (avec X;,Y]
premiers entre eux) : les polynomes Xi,Y), Z; sont respectivement de
méme degré que les polynémes U, V, W et donc de degré au plus d/2. Par
minimalité de d, on aboutit alorsa une contradiction. O

Pour conclure cette partie, observons que si I’on s’autorise les dérivations,
le théoréme 7.1.3 se déduit immédiatement du théoréme suivant

Théoréeme 7.1.4 (Mason). — Soit trois polynémes non nuls A, B, C,

avec A et B premiers entre eux tels que A+ B = C'. Notons par ng =
{z € C,A(2)B(2)C(z) = 0}. Alors

max{degA,degB,degC} < ng — 1.

Remarque 7.1.5. — Le théoréme de Mason est aussi appelé conjecture
ABC pour les polynomes.

Montrons que le théoréeme 7.1.4 implique le théoréme de Fermat dans
C[t]. Partons d’une solution X" +Y" = Z" avec X,Y € CJt] premiers
entre eux. Supposons par exemple que X est le polynéme de plus haut
degré d > 0. On applique le théoréme de Mason & A = X", B =Y" et
C = Z" pour obtenir

nd < 3d — 1,

d’ol1 une contradiction pour n > 3.
Montrons donc le théoréme de Mason.

Démonstration. — Soit le polynéme Ny = H(t—z), ou S = {2z €
z€8
C, ABC(z) = 0} ; ainsi ng = deg(Ny).
Posons F'= A/C et G = B/C. Alors F' = —G’, d’ou la relation
G'/G  (logG)  B'/B-C'/C

AIB=F/G =5 = "(ogFy = AJA—CC
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Rappelons maintenant que pour un polynéme () = H(t — ay)™, il vient
i
(en prenant sa dérivée logarithmique)

Q/Q=mn; Z
On note alors que NgA'/A, NyB'/B et NyC'/C sont des polyndomes de
degré strictement plus petit que celui de Ny, c’est a dire strictement plus

t—ai'

petit que ng. Ainsi de
_No(B/B-C'JC)
No(A'/A=C"/C)

et du fait que A et B sont premiers entre eux, il vient que A di-

A/B =

vise le numérateur de la fraction de droite et que B divise son
dénominateur (la fraction n’est peut étre pas réduite) et ainsi,
max{deg(A),deg(B),deg(C)} <mng— 1. O

7.2. L’équation de Fermat pour n =2 et n =4

Cette fois-ci, on se place dans 'anneau A = Z.

7.2.1. Le cas n = 2. — En reproduisant la preuve pour le cas des
poylynomes, nous allons déja montrer la proposition suivante

Proposition 7.2.1. — Les solutions de l’équation diophantienne X? +
Y? = Z? d’inconnues X,Y,Z € Z sont toutes de la forme (a l'ordre pres
entre X etY)

X =220W, Y =W (U? = V?), Z =+£W(U*+ V?),
ouw UV, W € Z, U impair et V pair.

Démonstration. — Tout d’abord, on remarque que les entiers de la forme
de la proposition 7.2.1 vérifient bien la relation X2 4+ Y? = Z2.
Réciproquement, comme pour les polynoémes on part d’'une solution X2+
Y? = 7Z? avec X et Y premiers entre eux. On suppose X,Y, Z > 0.
Observons que si X est impair (resp. pair) alors Y est pair (resp. impair)
et Z est toujours impair (X et Y ne peuvent pas étre simultanément
pairs ou impairs, pour ce dernier point, la contradiction arrive modulo

A7).

148



Supposons par exemple X pair. On écrit alors
(Z-Y)Z+Y)=X?

puis I'on étudie le pged d de Z — Y et Z + Y. Alors d divise 27 et 2Y,
et donc nécessairement d = 2 (on observe que 2 divise bien Z — Y et
Z 4+Y). On écrit alors Z —Y = 2U; et Z +Y = 2V;, avec Uy et V}
premiers entre eux. Comme Z est principal (donc factoriel), on en déduit
que Uy = U? et V; = V2. Par conséquent, Z =U?+V?et Y = V2 - U?,
puis X =2UV. n

7.2.2. Le cas n = 4. — La proposition 7.2.1 nous permet d’obtenir le
théoréme suivant.

Théoréme 7.2.2. — L’équation (E) : X*+Y* = Z* n’a pas de solution
entiere non triviale.

Comme pour les polynémes, nous allons utiliser la méthode de la descente
infinie. En fait nous allons montrer la proposition suivante qui entraine
le théoreme.

Proposition 7.2.3. — L’équation X* +Y* = Z2 n’a pas de solution
entiere non triviale.

Démonstration. — Soit X,Y,Z > 0 un triplet non trivial solution de
(E) qui est telle que Z est minimal. Avec la proposition 7.2.1, on écrit
X2 =20V, Y2 =U?—-V?et Z =U?+V? avec U et V premiers entre
eux. Immédiatement on voit que U est impair et V' est pair (en regardant
Y2 modulo 4Z). On pose alors V = 2V}, et il vient X2 = 20UV = 4UV,.
Ainsi, comme Z est factoriel, on obtient U = a? et Vj = b%, pour certains
entiers a,b. Ainsi 4b* + Y2 = a*. On applique & nouveau la proposition
7.2.1, pour obtenir

Y =a?— 32, 20 =20, o = o+ (2,
ou «a, € N. Il est immédiat de voir que a et S sont premiers entre
eux. L’égalité b = af indique que « et B sont deux carrés a3 et 2.
Doua®>=af+ 8. Or Z =U?*+V?=a*+4b* > a* > a : on a donc
trouver une solution de I’équation initiale avec le terme de droite au carré
strictement plus petit que Z. Contradiction. O
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7.3. Le théoréme de Fermat

Rappelons I’énoncé de la question posée et déclarée comme résolue par
Fermat.

Soit n > 3. Alors l'équation diophantienne X" + Y™ = Z" n’a pas de
solution entiére non triviale.

On dit qu’un triplet X, Y, Z est une solution entiére triviale si XY Z = 0.

Avec le théoréeme 7.2.2, ’étude du théoréeme de Fermat équivaut & montrer
que pour tout nombre premier p > 3, I’équation XP+YP = ZP n’a pas de
solution non triviale. C’est la réduction classique que nous allons donc
faire.

Nous allons montrer le résultat suivant

Théoréme 7.3.1. — Soit le nombre premier p > 3 tel que p ne divise
pas l'ordre du groupe des classes de Q((,). Alors ’équation XP+YP + ZP
n’a pas de solution entiere non triviale.

Nous discuterons ultérieurement de la condition de divisibilité. Si 'on
veut suivre la preuve du théoréme de Fermat pour les polynomes, 1é-
tude des corps cyclotomiques montrent qu’il est nécessaire de dépasser
le cadre ou Z[(,] est principal. En effet, comme nous 'avons indiqué
dans la section 3.4.2 du chapitre 3, 'ordre du groupe des classes de
Q(¢p) grandit avec p. En particulier Z[(,] est principal si et seulement si,
p e {3,57,11,13,17,19}.

Nous allons considérer, suivant que I'on parte d’une solution X, Y, Z telle
que p| XY Z ou non.

Si pt XY Z, on parle du premier cas du théoréme de Fermat ; du second
cas sinon.

7.3.1. Le premier cas. — On va montrer le théoréme 7.3.1 dans le
premier cas. Soit p > 3. Partons d’une solution non triviale X?+Y? = Z?
avec p1 XY Z et (X,Y) = 1. On va montrer alors que 1’on aboutit & une
contradiction.

Remarquons tout d’abord que dans certains cas, cette contradiction se
voit dés I’étude modulo p de la solution.
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Par exemple prenons p = 3 et regardons 'équation X3+Y3 = Z3(mod 3).
Clairement, il est nécessaire d’avoir X = Y (mod 3). Alors si X =Y =

I(mod 3), il vient Z = —1(mod 3). Mais dans ce cas, X = Y3 =
1(mod 9), Z% = —1(mod 9) et donc Z® # X3+Y3. Le méme raisonnement
exclut aussi le cas ot X =Y = —1(mod 3).

Nous venons donc de montrer que I'équation X3 + Y3 = Z3 n’a pas de
solution (avec 31 XY Z) dans Z/9Z.

Un raisonnement similaire marche pour p = 5. Cependant cette méthode
est trés limitée comme le montre la proposition suivante :

Proposition 7.3.2. — Soit p un nombre premier congru a 1 modulo 3.
Alors pour tout entier k > 1, I’équation XP +YP? = ZP a une solution
dans Z/p*7Z, avec pt XY Z.

Démonstration. — Comme 3|p — 1, l'anneau Z, contient les racines

X
P Y
donc a # 0(mod 3). On observe ensuite que o = « et ainsi il vient la

relation dans Z,, :

d’ordre 3. Soit « une racine primitive d’ordre 3. Comme « € Z, on a

1+a”+ (a?)P =0.
Il suffit alors de la regarder modulo p™. O

Passons a la preuve du théoréme 7.3.1. Revenons donc a une solution
(X,Y, Z) non triviale de I’équation de Fermat, avec (X,Y) = 1, et vér-
fiant X? —YP = ZP,

Faisons alors une premiére réduction (qui apparait déja pour p = 3 plus
haut) : on suppose que X # 1(mod p). En effet sinon, il vient X? +Y? =
0(mod p) impliquant que p|Z, ce qui est a exclure.

On factorise ensuite I’équation factorise dans Z[(] de la fagon suivante,
ou ¢ = (p:
(7) (X =Y)(X —¢Y) - (X =7Y) = 2.

Le calcul a donc lieu dans 'anneau des entiers O := Z[(] de Q(().
On a alors un premier lemme

Lemme 7.8.8. — Pouri=0,--- ,p—1, les idéaux principauz (X — ")
de O sont deux a deux premiers entre euz.
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Démonstration. — Soit p C O un idéal maximal de O divisant X — ('Y
et X — 7Y pour i # j € {0,--- ,p— 1}. Alors p divise ¢"Y(1 — ¢779)
et p divise aussi (7' X (1 — ¢*7). Or comme (X,Y) = 1, et comme pour
a # 0(mod p), on a (1 — (%) = (1 — (), il vient que nécessairement
p = (1—), 'unique idéal maximal de O au-dessus de p. Par conséquent, p
divise Z?, impliquant que p|Z?, ce qui contredit I'hypothésep t XY Z. O

Retournons alors a 1’égalité (7). Tout d’abord, elle implique, grace au
lemme 7.3.3, que les idéaux principaux (X — (Y) sont des puissances
p-émes d’idéaux entiers : pour ¢ = 0,--- ,p — 1, il existe un idéal C; C O
tel que C7 = (X —(Y'). Cela signifie que dans le groupe des classes Cl de
K, la classe de C; est d’ordre p. Or par hypothése, p 1 |Cl|, on en déduit
alors que C; est principal. Il existe ainsi o; € O tel que C; = (o). Par
conséquent (of) = (X — ('Y : il existe une unité g; € O* telle que

X — ('Y =g
On se concentre sur le cas ¢ = 1, et on écrit

(8) X —CY =ea?

pour une certaine unité € de O et a € O.

Pour I'étape suivante, il est nécessaire d’avoir un peu plus d’informations
sur O*. Pour cela on utilise le théoréme 3.6.7 du chapitre 3 (théoréme
de Kronecker). Rappelons-le. Soit KT = K(¢ + ¢7!) le sous-corps réel
maximal de K. On rappelle que K/K* est une extension galoisienne de
groupe de Galois engendré par la conjugaison complexe o. Alors, il existe
ke{0,---,p—1} et n € OF, tels que e = (.

Enfin, avant de finir les calculs et la preuve, énoncons un résultat assez
immeédiat :

Lemme 7.3.4. — Soit a« € O. Alors il existe a € Z tel que of =
a(mod p), dans O.

p—1
Démonstration. — C’est immédiat. On écrit o = Z%’Ci, avec a; € Z
i=0
et ensuite, en développant a? modulo p, on obtient a? = af + --- +
ay_1(mod p). O
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Ainsi, I'équation (8) devient
(9) X —¢Y = (*na (mod p).

On fait ensuite agir la conjugaison complexe o sur I’équation (9) pour

obtenir

(10) X — ('Y = (¢ "na (mod p).
Ainsi, les égalités (9) et (10) impliquent

(11) X — ¢*TlY — X + (Y = 0(mod p).

Nous allons maintenant distinguer trois cas.

(i) Supposons que les éléments de la famille {1, ¢, ¢%*, ¢?*~1} sont deux a
deux distincts. Alors la famille {1,¢, (%, (?*~1} qui forme une partie de
la Z-base {1,¢, -+ ,¢P7%} de O est Z-libre. Par unicité de Pécriture de
(11), on doit avoir p|X et p|Y. Contradiction.

(i1) Peut-on alors avoir 1 = ¢%*? Dans ce cas (11) devient (7Y + (Y =
0(mod p), ce qui implique que p|Y’, et on conclut comme précédemment
a une absurdité.

(ii1) Peut-on avoir 1 = (%717 Dans ce cas (11) devient (X —Y — X +
CY = 0(mod p), ce qui implique que p divise X + Y, et donc que X =
—Y (mod p), ce qui est a exclure.

(iv) Peut-on avoir ¢ = (*7? Dans ce cas (11) devient —(7'Y — (Y =
0(mod p) ce qui implique que p|Y, d’ou une absurditeé.

(v) Peut-on avoir ¢ = ¢**~1? Dans ce cas (11) devient —(7'X — X =
0(mod p) ce qui implique que p|X, d’ot une absurditeé.

(vi) Peut-on avoir (2k = ¢**71? Dans ce cas ¢ = 1, d’ott une absurdité.

Ce qui termine la preuve du théoréeme 7.3.1 du premier cas.

7.3.2. Le second cas. — On va montrer le théoréme 7.3.1 dans le
second cas. Soit p > 3. Partons d’une solution non triviale X? +Y? = Z?
avec p 1 Z par exemple, et (X,Y) = 1. On va montrer alors que l'on
aboutit a une contradiction. Remarquons que p{ XY

Ecrivons Z = p"Z,, avec p 1 Zy, alors X, Y, Z, sont premiers entre eux et
vérifient X? + Y? = p™Z,, avec m > 1. Le second cas se déduit alors du
théoréme suivant valable dans le corps K := Q((), ou ici ¢ = (,, d’anneau
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des entiers O. Posons z = 1 — (. On rappelle que (z) := p est 'unique
idéal premier de O au-dessus de p.

Théoréme 7.3.5. — Dans le corps Q((,) I’équation diophantienne XP+
YP = uzP"ZP n'a pas de solution X,Y,7Z € O, avecu € O, 24 XY Z et
m > 1.

Comme pour le ce premier cas, nous partons de la factorisation
(12) (X —Y)(X —CY)-- (X = ¢PYY) = uzt™ZP,
Commencons par la proposition suivante

Proposition 7.3.6. — Sous les conditions du théoréeme 7.3.5, si une
telle solution existe alors nécessairement m > 1.

Démonstration. — D’une part, comme p = (zP7!) il vient donc que
vp(X =Y) = (p — 1)vp,(X = Y). D’autre part, 'action galoisienne de
G = Gal(K/Q,) nous indique que la valuation v,(X — ('Y) est contante
pour tout ¢ = 1,--- ,p — 1 (car ici G agit trivialement sur p); posons
mo = vp(X —¢Y). Ainsi pm = (p — 1)(mo + v,(X —Y)), par conséquent
p — 1 divise m, donc m > 2. O]

Partons alors maintenant d’une solution respectant les conditions du
théoréme 7.3.5 avec m minimal. Ainsi m > 2.

Tout d’abord, comme pour la preuve du lemme 7.3.3, on a my < 1. Ega-
lement, la preuve de la proposition 7.3.6 indique que p divise la quantié
mo+ a, ot a = v,(X —Y)). Et ainsi, a > p—1 > 2. Si 'on écrit ensuite
XY =X-Y+Y(1-),il apparait que X — (Y € p, d'ot mg = 1,
et ainsi (p — 1)a=p(m —1) + 1.

Pourv=1,--- ,p— 1, écrivons maintenant

(13) (X =C%Y) =pC;, (X —Y) =pl-ag, = prtm-D+1y

avec C; des idéaux entiers de O ; en particulier p t Cy - - - Cp,—;1. Le raison-
nement de la preuve du lemme 7.3.3 indique que les C; sont deux a deux
premiers entre eux. Ensuite de ’égalité

Co---Cpr = (uZP) = (2)
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on en déduit que pour chaque i, on a C; = D pour un certain idéal
entier D;.

Regardons maintenant tout ceci dans le groupe des classes Cl de K. De
(13), la classe C1(C;) est triviale (car p = (z)) et donc ClI(D;)? = C1(D?)
est aussi triviale. Mais, sous 'hypothése que p ne divise pas 'ordre du
groupe des classes de K, on en déduit que la classe C1(D;) est triviale dans
Cl, c’est a dire que D; est principal. Ecrivons C; = (o), avec o; € O;
ainsi C; = (o). Observons que p ne divise aucun idéal principal (o).
Comme pour le premier cas, regardons les conséquences pour les trois
premiers éléments de la factorisation (12) : il existe e1,e9,63 € O tel
que

X =Y =go2Pm VTl X — (Y = 1208, X — CPY = g5208.
En substituant, on obtient alors 'identié
(14) ercdd +ab = exPm Dok

avec e; = (14()e; 'e; € O* (remarquer que (1+¢) = (1—¢2)/(1—() et est
donc de valuation nulle en tous les idéaux premiers) et e = (epe; ' € O*.

Proposition 7.3.7. — Soit une unité e; comme dans l’équation (14).
Alors Uextension K(y/e1)/K est non-ramifiée en tous les idéaux premiers

de O.

Remarque 7.3.8. — Observons que 'extension K(¢/e1)/K est galoi-
sienne de groupe de Galois soit triviale soit cyclique de degré p.

Démonstration. — Il faut vérifier que pour tout idéal premier p C Ok,
'extension locale Kq(y/€1)/Ky est non-ramifée (on la suppose non tri-
viale) : 'exemple 6.7.7 traite du cas ot q = p et 'exemple 6.7.6 du cas

ol q # p. m

L’étape suivante est alors cruciale, elle est conséquence de la théorie du
corps de classes. Les extensions abéliennes et non ramifiées (en tous les
idéaux premiers de Ok) d'un corps de nombres K sont décrites par son
groupe des classes. En particulier, quand p ne divise pas |Cl|, il n’existe
pas d’extension cyclique de degré p de K non ramifiée partout.
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Revenons & notre probléme, la condition sur le groupe des classes de
Q(¢) implique alors ey € KP N xO* = O*P. Remarquons que l'on a
utilisé a nouveau I’hypothése sur le groupe des classes.

Par conséquent, dans la relation (14) on peut rentrer e; dans of, ce qui
implique que 1’équation diophantienne du théoréme 7.3.5 a une solution
si 'on remplace m par m — 1 > 1, ce qui contredit la la minimalité de
m. Ceci achéve la preuve du théoréme 7.3.1.

7.3.3. Commentaires. — On peut se poser la question sur I’hypo-
thése "p ne divise pas 'ordre du groupe des classes de Q(¢,)".

Définition 7.3.9. — Un nombre premier p est dit régulier si p ne divise
pas l'ordre du groupe des classes de Q((,). Il est dit irrégulier sinon.

Le calcul exact du groupe de Q((,) est quelque chose d’inatteignable
dés que p assez grand, mais par contre nous avons le critére suivant
conséquence d'un résultat de Kummer (~ 1850) reliant la question de la
régularité d’'un nombre p au numérateur de certains nombres de Bernoulli.
On rappelle que les nombres de Bernoulli B, sont les coefficients qui
apparaissent dans le développement en série entiére de z/(exp(z) — 1) de

la fagon suivante :
n

T T
— -3 B=.
exp(z) —1 Z n!

n>0
On dit qu’un nombre premier ¢ divise B,, si ¢ divise le numérator de B,,
(aprés réduction).

Théoréme 7.3.10 (Kummer). — Le nombre premier p est régulier si
et seulement si, p ne divise aucun des B;, pouri € {2,--- ,p— 3} impair.

Ezxemple 7.3.11. — Les nombres premiers p = 37,59, 67 sont les seuls
irréguliers plus petits que 100.

On sait qu’il y a une infinité de premiers irréguliers, mais le probléme est
ouvert pour les premiers réguliers. On suspecte une répartition environ
60 — 40 en faveur des premiers réguliers. Précisons a ce niveau que le
résultat de Kummer a été affiné par Herbrand (1932) et Ribet (1976).
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On définit 'indice de régularité i(p) du nombre premier p, comme

Remarquons que dans la preuve du premier cas, nous avons isolé trois
classes. En fait, un raisonnement de cette nature mais plus fin, marche
dés lors que l'indice de régularité est petit compararativement a p.

Théoréme 7.3.12 (Eichler). — Soit un nombre premier p > 2 tel que
i(p) < /p — 2. Alors le premier cas du théoréme de Fermat est vrai

pour p.

Ezxzemple 7.3.13. — Le plus petit nombre premier p avec i(p) > 2 est
p = 157. On a dans ce cas i(157) = 2 avec Bga = Biio(mod 157).

En fait, nous ne connaissons pas de nombres premiers avec i(p) > 6. On

pense que i(p) = O(log(p)/log(logp)).
Enfin donnons un critére performant et convainquant.

Théoréme 7.3.14 (Wieferich (1909), Mirimanoff (1910))
Supposons le premier cas du théoréeme de Fermat en défaut pour le pre-

mier p. Alors p vérifie simultanément les deux congruences suivantes :
2P~1 = 1(mod p?) et 371 = 1(mod p?).

Un nombre premier p qui vérifie la premiére condition est appelé un
nombre premier de Wieferich. Il s’avére que jusqu’a p < 4 x 10'2, nous
n’avons que deux nombres premiers de Wieferich : p = 1093 et p = 3511.
La seconde congruence est aussi pauvre en solution, puisque pour p <
4 x 310°, il n'y a que p = 11 et p = 1006003 vérifiant celle-ci.

Ainsi, des méthodes relativement élémentaires permettent de montrer
que le premier cas du théoréme de Fermat est vrai pour p < 4 x 102
Pour le second cas, les critéres utilisent la structure galoisienne du groupe
des classes. Tout d’abord notons par h; I’ordre du groupe des classes de
Q(¢ + ¢, ). La conjecture de Vandiver stipule que p { hf.

Théoréme 7.3.15. — Soit p un nombre premier tel que
(i) PSJ(Bp@- pour tout © € {2,... p— 3}7 et
(i) pf hy.

Alors le second cas du théoréme de Fermat est vérifié pour p.
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D’autres critéres de cette forme se lisant sur QQ ont permis de montrer que
le second cas du théoréme de Fermat est vrai pour p < 4 x 10° (travaux
de Buhler et ses coauteurs en 1993).

158



CHAPITRE 8

EXERCICES - ANNALES

Ezercice 1. — Soit le corps fini K =T, et soit L = F .
1) Déterminer Gal(L/K).
2) Ecrire lexpression de Ny, kx et Tryxx pour x € L.
8) Montrer que pour tout y dans L, Try,k(y? —y) = 0.
4) Considérons
¢o:L — L
y = Y-y

a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de groupes.

b) Déterminer Ker(¢) ; en déduire |Im(o)|.

¢) Montrer que Try x n'est pas Uapplication nulle.

d) En déduire que Im(¢p) = Ker(Try k), puis que Try ke = 0 si et
seulement si, il existe y € L tel que x = y? —y.

Ezercice 2. — Soient ¢ = p™ une puissance d’un nombre premier p, et
m > 1 un entier. On pose K =F, et L = Fym.
Montrer que "application norme Ny : L — K est surjective.

Ezxercice 3. — Soit K = k(X), ou k est un corps de caractéristique
différente de 2. Soit P un polynome irréductible de K et a € K une
racine de Y? — P € K[Y]; F = K(«).

1) Montrer que F /K est galoisienne.

2) Déterminer la fermeture intégrale de A = k[X] dans F.



Ezxercice 4. — A quelle condition M est-il entier (sur 7Z.)?
(m, n €Z)
Ezxercice 5. — Soit j une racine cubique de l'unité; K = Q(j). On

considere L = Q(/2 — 3j). Déterminer [L : K].

FEzxercice 6. —

4 3
Résoudre X? = R + 52 dans Q(7).

FExercice 7. —

Soit a un nombre algébrique, racine d’un polynéme P & coefficients dans
7

P(X)=ap X"+ -+ a,1X +a,
avec (ag, -+ ,a,) = 1.
1) Montrer que aga est un entier algébrique.
2) Soi d > 1 le plus petit entier naturel tel que da soit un entier algé-
brique. Montrer que d divise ag.
3) On suppose P irréductible. Montrer que tout facteur premier de aq
divise d.

Ezercice 8 — Soit P = X? — X — 1, et 0 une racine P; K = Q(6).
Montrer que {1,0,0?} est une Z-base de l’'anneau des entiers de K.

Ezercice 9. — Soit P = X"+ a, 1 X" ' 4+ - -+ ax + ag un polynéme
d’Fisenstein et soit 0 € C une racine de P. Soit le corps de nombres
K = Q(#). Considérons A =Z[0] C Ok.

1) Montrer que [Ox : A] est fini.

2) Soit x = by+ - - -+ b0* € A avec k < n—1. En considérant la matrice
de la multiplication m, par x, montrer que Nk g(by) = ao(mod p).

3) En déduire que lindice [Ok : A] est premier a p.

4) Soit p un nombre premier. Déterminer ’anneau des entiers de Q(¢/p).

Ezercice 10. — Trouver une base d’entiers de Q(¥/5).
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Ezercice 11. — Soit P = X? + X2 —2X +8, et 0 une racine P ; K =
Q).
1) Calculer le discriminant d(1,0,6?).
2) On consideére B = 4/a.

a) Montrer que B est un entier algébrique.

b) Montrer que {1,0,5} forme une Q-base de K.
3) Montrer que {1,0, 5} est une base d’entiers de K (i.e. une Z-base de
lanneau des entiers de K).

Ezercice 12. — On désire trouver une base d’entiers de Q(v/2,1). Soit
A=1{1,i,v2,iv2}.
1) Calculer d(1,i,/2,iv/2). Conclusion ?
2
2) Montrer que \/7_(@ + 1) est entier.
8) En déduire une base d’entiers de Q(v/2,1).

Ezxercice 13. — Soit un nombe premier p > 3. Montrer que le discri-
minant du corps Q((,)" == Q((, + (1) a pour valeur pP=1/3,

Ezxercice 14. — Soit x un entier algébrique tel que pour tout conjugué
x; de z, |x;| < 1. Montrer alors que x est une racine de l'unité. (C’est
un résultat connu sous le nom de théoréme de Kronecker).

Exercice 15. — Donner un exemple de deuz idéaux a et b d’un anneau
A tels que aN b # ab. Montrer que l’on a toujours aNb C ab.

Ezxercice 16. — Soit A un anneau noethérien. Montrons que pour tout
ideal a, le quotient A/a est encore noethérien.

Ezercice 17. — Soit K un corps. L’anneau K[X,Y] est-il noetherien ?
algébriqguement clos ? de Dédékind ?
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Ezercice 18. — Montrer que 'anneau des entiers de Q(/—5) n’est pas
principal (idem pour Q(v/—10)).

Ezxercice 19. — Soit K = Q(v/—5); A = Ok l'anneau des entiers de
K. Notons par P, un idéal premier de A au-dessus de {.
1) Donner la décomposition de 2A, 3A, 5A, 11A; Calculer N 'R,

Nk /0Bs, Nk /oPBii-
2) Les idéaux premiers Bs et Py au-dessus de 3 sont-ils principaus ?

3) Donner la factorisation de (1 + +/—5)A.

Ezercice 20. — Soit K = Q(v/—15) ; A = O.

Trouver la factorisation de (1 + +/—15)A, de (
20/ —15)A, et de (5 — 3v/—15)A.

1+ velo ;)_15)/1, de (5 +

Exercice 21. — Soit K = Q(\/17). Factoriser (3 + /17)Ok.

Ezercice 22. — Soit K = Q(0) avec 0 € C une racine de f(X) =
X3 —-X—-1.

1) Montrer que Ok = Z[0)]. L’extension K/Q est-elle galoisienne ?

2) Trouver la décomposition de 20k, 5Ok et 230k.

Exercice 23. — Suite de l’exercice 11.

Soit P = X3+ X%?—2X +38, et 0 une racine P; K= Q(0). On a vu que
Ok =Z®ZODLS, ou f=4/0.

Pour x = a + b0 + ¢f € Ok, on pose ¢1(x) = a (mod 2), ¢o(x) =
a+b (mod 2) et ¢p3(x) = a+ ¢ (mod 2).

1) Montrer que les applications ¢; : Ox — Z/27 sont des morphismes
d’anneau.

2) Montrer que les noyauz des ¢; sont des idéaur mazimauz de Ok, deux
a deuz distincts. En déduire la décomposition de 20x.

2) Montrer qu’il n’existe pas d’élément z € Ok tel que Ok = Z[z].
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Ezercice 24. — Soit L/K une extension galoisienne de corps de
nombres. Posons G = Gal(L/K).
Soit P un idéal premier de Or divisant l’idéal maximal p de Of.
Définissons

G‘l‘ = {U S Gﬂa<m) = (‘]3}
et

Gom = {O’ S Ggp, (O‘(Z‘) — l’) €SP,V € OL}

1) Montrer que Gy est un sous-groupe de Gg. Le groupe Gy est le
groupe d’inertie de P ; le groupe Gy est le groupe de décomposition de
ptg
2) Montrer que si*P et P’ sont conjugués, alors il en est de méme pour
les groupes Gog et Gog (idem pour les groupes Gy et Gy ).
3) Montrer que Gy agit trivialement sur Oy, /B.
4) En déduire que Gss/Gosp agit sur Op /B puis que Gg/Gosp est natu-
rellement isomorphe au groupe de Galois Gal((OL/B)/(Ok/p)).

Ezercice 25. — Soit L = Q((5) et K= Q(v/5). On rappelle que K C L,
et que Oy, = Z[(5).

1) Trowver la décomposition 20y, 30y, et de 50,.

2) En déduire les degré résiduels et les indices de ramfication des premiers
au-dessus de 2 3 et 5 dans L/K ; donner les groupes de décomposition
(voir exercice 24), et d’inertie de ces premiers (dans L/K).

3) Décrire parfaitement la décomposition de 11 dans K/Q puis dans L/K.

Ezercice 26. — Soit L = Q(v/5,v/—1).
1 5

1) Montrer que Oy, = Z[v/—1, +2\/_

cipal).

2) Calculer le discriminant absolu de L. En déduire que les idéaux qui

se ramifient dans L/Q sont au-dessus de 2 et de 5 et que les indices de

ramification valent 2.
3) Donner les groupes de décomposition et d’inertie de 2 et de 5 (voir

|. (utiliser le fait que Z[i] est prin-

exercice 24). (Pourquoi peut-on faire un abus de notation ?)
4) Donner les groupes de décomposition et d’inertie de 7 et 11 (dans

L/Q).
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Ezercice 27. — Soit K = Q(+/—47).
1) Montrer que 2,3,7 sont décomposés dans K/Q. Montrer ensuite que

B, PV, PBr ne sont pas principau.
2) Trouver le plus petit entier n tel que P4 est principal.

Ezxercice 28. — Soit K un corps de nombres.

1) Soient a et b deux idéaux non nuls de Ok . Montrer que si pour certain
entier m > 0, a™ = b™, alors a = b.

2) Soit a € Ok tel que a™ = aOg. Justifier l'ezistence de a.

Posons L = Q(/a). Montrer que aOy, est principal dans OL,.

3) En déduire lexistence d’une extension finie F de K telle que tout idéal
a de Ok devient principal dans F (i.e. aOp est principal dans O ).

Ezercice 29. — Soit K = Q(j,V/2).
Montrer qu’aucun idéal premier non nul de Z ne reste premier dans Ok.

Ezercice 30 (Symbole de Legendre). —

Résultats préliminaires

A) Soit L/K/F une tour d’extensions galoisiennes de corps de nombres.
Notons par q un idéal premier de L au-dessus de p idéal de F. On suppose

L/F

que q est non-ramifié. Notons par o = (T) le Frobenius de p dans
L/F.

Comment est caractérisé cet élément o ¢ Montrer que o restreint a K est
K/F

pNOk)

B) Soit K = Q((y).

a) Montrer que pour p ne divisant pas n, p n’est pas ramifié dans

égal a

K/Q. Indic : on montrera que d(Z[(,]) divise une puissance de n).

b) Soit p|p un premier ne divisant pas n. Notons o, l'automorphisme
de frobenius de p dans K/Q. Soit j(p) défini par o,(¢,) = Cﬁ;(p).
Montrer :

I @w=¢)én
0<r<n—1, r#q(n)

En déduire que j(p) = q ( mod n).
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Loi de réciprocité quadratique
Soit p un premier impair, et d € Z* étranger a p.
On pose

d
<—) —1ifdeF2;
p

C_l =_11 2
(4) =1 agr;

1) Montrer que (f) - (2_9) (g)

2) (Critére d’Euler). Montrer que (2) = a® /2 (mod p).
p

3) Soient p et q deux premiers impairs. Soit ¢, = (—1)"Y/2. On pose
K'=Q(¢) etk =a(y/Eq) C K.
Notons o l'automorphisme de Frobenius
a) On rappelle que Gal(K/Q) ~ F;.pMontrer que Gal(K/k) ~
F**:=H.
b) Montrer que la restriction de o a k est ou bien lidentité si

K/Q)

2—9) =1, ou bien différent de l’identité si (Z—j) = —1.
q

k

c) En déduire <&> = (B)
p q

d) En regardant la décomposition de p dans k, montrer que

GRe!
¢) En déduire : (g) — (—n) (%).

4) (Formule complémentaire)
a) Montrer que

o (—1) "5 =1sic,q=1 (mod 8);

o (—1) 5 =—1sic,q =5 (mod 8).

b) En déduire (3) = (-1)
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69 . (110
5) Calculer (E) puis (2—3)

Ezercice 31. — Donner des exemples de corps quadratiques réels et
imaginaires qui ont un groupe des classes trivial.

Ezxercice 32. — Montrer que le groupe des classes des corps Q(\/E) avec
d=-1,-2,-3,-7,—11,—19, —43, —67, —163, puis d = 3,5,7,11,13 est
trivial.

Exercice 83. — Calculer le groupe des classes de : Q(v/—47), Q(v/=5),
Q(v-2.3.5), Q(v/~26), Q(v10).

Ezxercice 34. — Montrer que le polynéme P(x) = 2° — 3z + 1 est irré-
ductible sur Q, et que ses trois racines sont réelles. Soit x ['une d’entre
elles. Posons K = Q(x).

1) Soit B = Z[x]. Calculer le discriminant de B. En utilisant ["inégalité
de Minkowski, montrer que B = Oy.

2) Déterminer le groupe des classes de K.

Exercice 35. — Sotent p un nombre premier impair, (, une racine pri-
mitive p™© de lunité, z = ¢, + Cp_l, L=Q() et K=Q(z).
1) Déterminer le groupe de Galois de L/Q puis de K/Q.
2) Montrer que l’anneau des entiers de Q(z) est Z[z]. Indic : on utilisera
le fait que l’anneau des entiers de L est Z[(p).
3) On prend p = 11.

a) Déterminer le groupe des classes de Q((11).

b) Déterminer le groupe des classes de K.

Ezxercice 36. — Soit K = Q(6), ou 0 est la racine réelle de X> —5 = 0.
1) Calculer d(1,6,6%). En déduire que 3 est ramifié dans K/Q. Quelle est
la décomposition possible de 30y, ? Calculer (6 + 1)3 et en déduire alors
que 3 est totalement ramifié dans K/Q.
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2) En considérant lidéal B = 0Ok montrer que 5 est totalement ramifié
dans K/Q (on notera que P est l'unique idéal de K au-dessus de 5 ).

3) Donner une magjoration de la constante de Minkowski. Calculer le
groupe des classes de K. Indic : On calculera Nk g(0 + 1), Nk/g(0 — 1),
Nk (0 + 3).

4) On veut montrer que Ok = Z[#]. On notera A = Z[0).

a) Pour tout élément x = a+b0+ch? de K (a,b,c € Q), déterminer
Trg ox. En déduire Trg gbx puis TI"K/QQQZE.

b) Montrer que A C Ok C 1/15A, puis que tout élément x de Ok
s’éerit © = 3°5% a 4 3957 b0 + 3757 ¢h?, avec a,b, ¢ € Z non multiples de
3etheta,l,y,a,0,9v > —1.

c) Remarquer que les B-valuations des trois termes de la somme
3%5% a+3°5%b0+ 3757 cf? sont disctinctes. En déduire alors que vy () =
min(3¢/,38" + 1,3y +2) > 0, puis que o/, ', > 0.

On est donc ramener au cas x = 3% + 3°b0 + 37ch?, a,b,c € Z non
multiples de 3.

d) Montrer l’égalité x = 3%a — 3°b + 37c + (6 + 1)(3°b — 372¢) +
0+ 1)23"Yc. En déduire o, B,y > 0.

5) Quelle est la structure du groupe des unités de K ¢
6) Reprendre ’exercice avec X3 —2, X3 — 3, et X* — 2.

Ezercice 37. — On se propose de résoudre dans 7. l’équation (E) sui-
vante :

Y?=X3-13.

1) Soit K = Q(v/—13). Calculer Clk.
2) Soit (x,y) une solution de (F).
a) Montrer que 13 1 x. Montrer de méme que 2 t x. Indic : on

pourra raisonner modulo 47.
b) Soit l'idéal de Ok :a = (y + v—13,y — V/—13). Montrer que

iy
0 = "PoP13-

c) Montrer alors que les idéauz (y + +/—13) et (y — /—13) sont

premiers entre euz.

d) En déduire que (y 4+ /—13)Ok est le cube d’un idéal.
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e) Montrer ensuite ’existence de a,b € Z vérifiant
y+vV—-13=(a+ b\/—13)3.
f) Résoudre (E).

Exercice 38. — Soit K = Q(\/d), d > 2 sans facteurs carrés.
1) Montrer que les unités de K supérieures a 1 sont les unités de la forme
a+bvd, a,b> 0.
2) On suppose d = 2,3 (mod 4).
Soit £ = ay + biVd Uunité fondamentale de K. On pose a, + boVd =",
a) Montrer que la suite (by,), est croissante.
b) En déduire les unités fondamentales de K pour d = 2,6,7, 10.
3) On suppose d =1 (mod 4).
a) Montrer que les unités de K sont racines de

a’ — db* = T4,

avec a et b de méme parité.
b) Trouwver les unités fondamentales de K pour d = 5,13,17.

Ezercice 39. — Résoudre dans Z les équations
o X2 -11Y?2 -5=0,
e X2 - 11Y?+5=0.

Ezercice 40. — Soit K = Q(0) ou 0 est la racine réelle de x* — 2 = 0.
On admettra que Ok = Z[0).

Le but de ’exercice est de trouver une unité fondamentale de K.

1) Soit w l'unité fondamentale supérieure a 1. Montrer que Nk qu = 1.

2) Notons u = r2. Montrer que les conjugués de u peuvent s’écrire r~1e™®,

rte~e,
En déduire le calcul du discriminant d de Zlu).

3) Soit f(r,a) = (r® +r73)sina — sin 2a. Etudier le minimum de f(r,a)
pour v fixté. Par abus nous noterons a solution de (r® + r=3)cosa —
2cos2a = 0.
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Montrer que |d] < 4(r® +6+ (r~% — 4cos? a — 4 cos* a)).

4) Soit g(x) = 22* —1/2(r3 +r3)z — 1 € R[z].

Montrer que g(1) < 0, puis que g(—1/(2r®)) < 0. En déduire que g a deux
racines : l'une est supérieure a 1, lautre est inférieure a —1/(2r%). En
déduire alors que r—%—4 cos® a—4 cos® a est positif puis que |d| < 4u+24.
5) Soit v > 1 unité de k. Montrer que si 4v3/% + 24 < |dk|, alors v est
une unité fondamentale de K.

6) Montrer que 0 — 1 est une unité de K. En déduire ['unité fondamentale
u>1(0~184).

Ezercice 41. — Sur le corps K, définissons application |.| a valeurs
dans R par : |z| = 1 pour x # 0 et |0] = 0. Montrer que |.| est une valeur
absolue sur K (c’est la valeur absolue triviale).

Ezxercice 42. — Soit K un corps fini. Montrer que la valeur absolue
triviale est la seule valeur absolue sur K.

Ezercice 43. — Soit K un corps. Soit A = K[X] l'anneau des poly-
nomes sur K, puis L = K(X) le corps des fractions de A.

Pour f/g € L*, avec (f,9) =1, f,g € A, on pose v(f/g) = deg(g) —
deg(f). On prolonge v en 0, en posant : v(0) = +oo.

Soit p €]0,1[. Posons alors pour v € L, ||z|| = p*@).

1) Montrer que ||.|| définit une valeur absolue sur K.

2) Montrer que (K, ||.||) n’est pas complet.

Ezercice 44. — Soit ||.|| une valeur absolue sur K et soit o : K — K
un automorphisme de K.

Posons ||.||o = ||le(.)||. Montrer que ||.||, est une valeur absolue sur K.
Ezercice 45. — Soit |.| la valeur absolue usuelle sur R. Quels sont ses

prolongements sur C ¢
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Ezercice 46. — Soit |.| la valeur absolue usuelle sur Q. Soit o une ra-
cine de X® — 2 (dans une cloture algébrique de Q). Posons K = Q(«).
Déterminer ’ensemble des prolongements de |.| sur K.

Ezxercice 47. — Montrer que X? = 7 admet deuz racines dans Qs. Cal-
culer ces racines modulo 27.

Exercice 48. — Montrer que X? = 2 n’a pas de racine dans Qs.
Ezxercice 49. — Trouver toutes les racines de ['unité dans Qs.

Exercice 50. — Dans Qs, soit a une racine de X? + X + 1. Montrer
que Qs()/Qs5 est une extension non-ramifiée de degré 2.

Ezercice 51. — Soit L/K une extension de corps locauz.
1) Montrer que Tryx Oy, est un idéal de Ok.
2) Montrer que si L/K est non-ramifiée, alors Try,jxOr, = Ok.

Ezxercice 52. — Soit K = Q,(7), o 7 est une racine de X*~! = p.
1) Montrer que [K: Q,] =p — 1.

2) Montrer que lestension K/Q, est galoisienne.

3) Montrer que Uexstension K/Q, est totalement ramifiée.

Ezercice 53. — Soit K= Q,((,), ou , est une racine primitive p-éme
de l'unité. Montrer que l’extension K/Q, est totalement ramifiée.
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Exercice 1.

Soit p un nombre premier vérifiant p = 1 (mod4).
Soit K = Q(,/p). Notons par Ok I’anneau des entiers de K et par U = O
le groupe des unités de 'anneau Ok.

Soient o : \/p > /p et or:/p+ —/p les éléments du groupe de
Galois de K/Q.
Si z € K, on note par N(z) = og(x)o1(x) la norme de z dans K/Q.

1) Montrer que U =< +1 > x C, ou C est isomorphe a Z. On notera
par € un générateur de C.

2) Montrer que N (e) € Z. Quelles sont les valeurs possibles pour N (¢) ?

3) Soit u une unité de Ok. Montrer qu'il existe n € Z tel que N(u) =
N(e).

4) Montrer que oq et oy sont libres sur K, c’est a dire si a, b € K sont tels
que pour tout z € K, il vient

aoy(z) 4+ boy(z) =0,
alors a = b = 0.

En déduire que pour tout élément x de K, il existe z € K tel que y =
zog(z) + o1(2) # 0.
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5) Soit z € K tel que N(z) = +1. Montrer qu’il existe y € K tel que

6) Supposons que N(g) = 1. D’apreés 4), il existe y € K tel que € = y' 71,

a) Pourquoi peut-on s’assurer que y € Ok 7

b) Pourquoi peut-on s’assurer qu’aucun nombre premier de Z ne divise
y?

¢) Soit 'idéal fractionnaire a = yOxk. Que peut-on dire de 'idéal frac-
tionnaire a'=91 ?

d) A partir de la factorisation de a, montrer que ou bien a = VP Ok
ou bien a = Ok.

e¢) En déduire une contradiction et ainsi que N(¢) = —1.

7) Résoudre I'équation diophantienne X? —5Y%2=1, XY € Z.

1 )
Indication : pour K = Q(\/5), prendre ¢ = +2\/_.

Exercice 2.
Soit K/Q, une extension de degré n. On suppose U'extension K/Q, ga-
loisienne de groupe de Galois G = Gal(K/Q,). Notons par

e Ok l'anneau des entiers de K ;

o U = O le groupe des unités de Ok ;

e 71 une uniformisante de K

e v la valuation normalisée de K : v(m) = 1;

o k= Ok/(m) le corps résiduel : c’est une extension finie de F, de degré
fs

e ¢ l'indice de ramification de p dans K/Q : pOx = 7°Ok.
On rappelle que ef =n et que U = {z € Ok, v(u) =0}.

Partie I.
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Pour ¢ > 0, on définit U’ = {z € U, v(x — 1) > i}.
1) Montrer que U? est sous-groupe de U.
2) Montrer que U/U" ~ (k*,.).

Soit i > 1. Pour o =1+ 7'u € U’, on définit 6;(x) € k par
0;(z) = u (mod 7Ok).

3) Montrer que 6; induit un isomorphisme de groupes entre U®/U**!
et (k,+).

Partie II.
4) Soit 0 € G et u € U. Montrer que o(u) =u’ € U.
5) Montrer : Vo € G, v(n?) = 1.

Pour i > —1, on pose G; = {0 € G, Vo € Ok, v(27 —z) > i+ 1}. On
a:G_1 =G.

6) Montrer que G, < G;.

o

7) Soit ¢ > 0. Montrer que si u € U et o € GG; alors v(u— -1 >i+1

; u
et v(l —1) >i.

T
Soit {z1,---,x,} une Z,-base de Ok. Pour ¢ € G, posons fj(o) =
v(xf — ;).
8) Montrer que o € G, si et seulement si pour j = 1,--- ,n, f;j(o) > i+1.

En déduire que pour ¢ suffisament grand, G; = {1}.
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Partie I11
Soit I’application ¢ : G — U définie par ¢(o) = T
v

9) Soit 4 > 0. Montrer que ¢(G;) C U".
Indication : utiliser la question 7).

10) Soit @ > 0. Montrer que ¢ induit un homomorphisme de groupes de
G; vers U'/U™L

Indication : utiliser 5) et 7).

11) Montrer que G/Gy ~ Gal(k/F,) et que #Go =e.

12) Montrer que Go/Gy < (k*,.) et que pouri > 1, G;/Gi11 — (k,+).
On admettra le fait suivant : o € G; si et seulement si v(n% /7 — 1) > i.

13) En déduire que Gy est un p-groupe.

Partie IV

15) Soit p > 2 et K = Q,(y/p). Que vaut Go? Que vaut G ?
16) Soit K = Q2(v/2). Déterminer Gy, i > 0.

17) Soit K = Q4(v/3). Déterminer Gy, i > 0.
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Exercice 1.

Partie A
Soit le corps de nombres K = Q(6), ou 6 est une racine du polynéme
P=X?%+21 €Q[X].

On notera par O l'anneau des entiers de K.

On rappelle que K/Q est une extension quadratique de groupe de Galois
engendré par I'automorphisme o : 0 — —6.

1) Déterminer une Z-base de 'anneau des entiers O de K. En déduire le
discriminant dg de K.

2) Déterminer le groupe des inversibles de O.

3) a) Montrer que py = (2,6 — 1) est un idéal premier de O puis que
20 = p2.

b) Déterminer la décomposition de 30 et de 7O. Donner la factorisa-
tion de I'idéal 6O en produit d’idéaux premiers.

c) Montrer que ps = (5,0 + 2) et q5 = (5,60 + 3) sont deux idéaux
premiers distincts de O vérifiant 5O = psqs.

Soit Cl le groupe des classes de O. Si a désigne un idéal de O, on notera
par Cl(a) la classe de a dans Cl.

4) Montrer que toute classe d’idéaux de Cl contient un idéal entier de
norme plus petite que 5. En déduire que |Cl| < 5.
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5) Montrer que les idéaux po, p3, p5 et qs ne sont pas principaux (ici p3
est I'unique idéal premier de O divisant 3). Déterminer 'ordre de Cl(ps)
et Pordre de Cl(ps).

6) Montrer que pops n’est pas principal puis déterminer la structure du
sous-groupe engendré par Cl(ps) et Cl(ps). En déduire que |Cl| = 4 puis
la structure de Cl.

7) Déterminer le plus entier n > 1 tel que I’équation diophantienne X2 +
21Y% = 5™ ait une solution non triviale (c’est-a~dire avec XY # 0, ici X
et Y sont des entiers). En déduire que la classe Cl(ps) de p5 dans Cl est
d’ordre 2. Vérifier que Cl(pops) = Cl(ps).

Partie B
On souhaite résoudre I’équation diophantienne X? — Y3 = —21.
Soient deux entiers x et y vérifiant 22 — ® = —21.

8) Soit I'idéal a de O défini par a = (x + 60,z — ). Montrer que 20 € a et
en déduire que a divise I'idéal principal p2pspr7, ou pr est I'unique idéal
premier de O divisant 7.

9) Ecrivons (z 4 0) = p3pipb et (v — ) = p3 p,p¥' b’, avec bb’ premier a
papsp7.

Montrer que s = §', que t =t et que u = ' (on pourra regarder ’action
de o sur les idéaux en jeu), puis en utilisant la question précédente que
b est premier a b’.

10) A partir de lidentité p3*p3'p2“bb’ = (y°), en déduire que s, t et u
sont des multiples de 3 et que b est le cube d’un idéal.

Ecrivons alors pspip%b = ¢, pour un certain idéal entier c.

11) En utilisant la question 6), montrer qu'il existe m,n € Z tels que
¢ = (m+ nb).

12) En déduire que z + 0 = +(m + nb)>.

13) En déduire la résolution de I’équation diophantienne X2 — Y3 = —21.
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Exercice 2.
Soit p un nombre premier et soit le corps local K = F,((X)) : c’est le
corps des séries formelles sur le corps fini F,,.

On rappelle que l'indéterminée X est une uniformisante de K et que
I'anneau des séries formelles O = F,[[X]] est son anneau de valuation.
On notera par v la valuation de K et par k = I, le corps résiduel de O.

On se fixe une cloture algébrique K de K.

Soit x € K et soit P le polyndéme a coefficients dans K défini par P =
YP—Y 4+ 2 € K[Y]. On notera par L le corps des racines de P sur K.

1) Soit a une racine de P dans K. Exprimer toutes les racines de P a
partir de « et des éléments de F,. En déduire que L = K(a) puis que
L/K est une extension galoisienne.

2) Supposons que P a une racine « avec o ¢ K.
Soit R € K[X] un facteur irréductible de P de degré d. Montrer qu’il
existe ai,--- ,a, € F), tels que

R=Y-a—a) (Y —-—a—a,).

En regardant le terme de degré » — 1, en déduire que nécessairement
r = p, puis que P est irréductible sur K.
Quels sont les groupes de Galois Gal(L./K) possibles ?

3) Montrer, en utilisant le lemme de Hensel, que si v(z) > 0 alors le
polynome P est scindé sur K.

4) Dans cette question on suppose que v(z) = 0.

a) Soit av une racine de P. Supposons que o € K. Montrer que « est
une unité de O, ou encore qu’il existe a € F, — {0} et y € O, tels que
a = a+ Xy. Conclure a une absurdité.

b) Soit le polynéme réduit P = Y? — Y + 7 € k[Y]. Montrer que P
est irréductible sur k.

¢) En déduire que L/K est une extension non-ramifiée cyclique de
degré p.

5) Dans cette question on suppose que v(z) < 0 et que p t v(x).
a) Montrer qu’aucune racine o de P ne se trouve dans K.
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b) Montrer que L/K est une extension totalement ramifiée cyclique de
degré p.

c¢) Soient deux entiers naturels u et v tels que uv(z) +pv = 1. Justifier
I'existence de ces entiers. Montrer que 7y, := T"a" est une uniformisante
de L, ol @ est une racine de P dans K. Donner le polynéme irréductible
de 7, sur K. Vérifier que ce polynéme est bien un polynéome d’Eisenstein.
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Exercice.
Soit le corps quadratique K = Q(+/—7 - 11). Notons par Ok "anneau des
entiers de K et par Ck son groupe des classes.

1) Donner une Z-base de Ok et préciser Oy.

2) Montrer qu’il existe un idéal premier p, de norme 2 et deux idéaux ps
et p4 de norme 3.

3) En utilisant la borne de Minkowski, montrer que le groupe des classes
de K est d’ordre au plus 8.

4) Déterminer la structure du sous-groupe de Ck engendré par les classes
de py et de ps.

5) En déduire la structure de Ck.

Probléme. Sur le Symbole de Hilbert.

Dans tout le probléme, le corps K désigne soit le corps des nombres
réels R soit le corps des nombres p-adiques @,. On se fixe K une cloture
algébrique de K.

Sur Q,, on note par v, la valuation p-adique normalisée : v,(p) = 1. Pour
r € Qp, la partie p-primaire z,, de x est 'unité p-adique définie par

Ty = p @y € /e
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Pour a,b € K, on note par f,; la forme quadratique sur K définie par

fan(X,Y, 2) = Z% —aY? — bX*.

On rappelle que I'on dit qu’une forme quadratique f sur K représente 0,
s'il existe un vecteur v non nul (a coefficient dans K) tel que f(v) = 0.

Sur K* x K*, on définit 'application suivante :
K*x K* — {-1,+1}
(a,b) — S(a,b) = {

+1 si fqp représente 0
—1 sinon

1) Montrer rapidement que S est définie sur K* /(K*)? x K* /(K*)?.

2) Notons par v/b une racine du polynéme X2 — b et soit le corps K, =
K(v/b). Montrer que S(a,b) = +1 si et seulement si, a est norme dans
I'extension K, /K.

3) Soient a,b,a’ € K*. Montrer que

i) S est symétrique, i.e. S(a,b) = S(b,a);

(CL, _a) =1 )

(a,1 —a)=1, pour a tel que 1 —a #0;

)
i) S
iii) S
iv) Si S(a,b) =1, alors S(ad’,b) = S(d’,b)

(Indication : on pourra utiliser le résultat de la question 2.);

v) S(a,b) = S(a,—ab) = S(a, (1 — a)b), pour a tel que 1 —a # 0.

4) Pour cette question, on suppose K = R.
Pour a € R*, on définit vy : R — Z/27Z, par ve(a) = 0 si a > 0,
Voo(a) = 1 sinon.

i) Vérifier que vy, est un homomorphisme de groupes.

ii) Montrer que S(a,b) = (—1)v(@ve®)

iii) En déduire que sur R* /R* 2, S est une forme bilinéraire symétrique
non-dégénérée.
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5) Quand K = Q,, expliquer rapidement pourquoi lors du calcul de
S(a,b) on peut se ramener a a, b tels que v,(a),v,(b) € {0,1}. Expliquer
également pourquoi S(a,b) = 1 si et seulement si, il existe un triplet
non-nul de solution (z,y, z) dans Z, avec au moins une des coordonnées
de valuation nulle.

Pour toute la suite, on se placera sous les conditions de la ques-
tion 5).

6) Dans cette question, K = Q,, avec p > 2. On suppose de plus que p
ne divise pas ab : v,(a) = v,(b) = 0.

i) On se place sur le corps IF,,. Soit y € F). Minorer le cardinal de
lensemble F,, = {2* — ay?, 2z € F,} et déterminer celui de FE, =
{bx? z €F,}.

ii) En déduire que E,, N Ej est non vide.

iii) En utilisant le lemme de Hensel, en déduire finalement que

S(a,b) = 1.

7) On suppose toujours que K = Q,, p > 2, avec cette fois-ci, v,(a) =1
et v,(b) = 0.

b _
Notons par (—) le symbole de Legendre (= 1 si b est un carré non nul
p

dans F,, —1 si ce n’est pas un carré, et 0 si b = 0). On rappelle que ce
symbole est multiplicatif :

()= G)G)

p p)\pr)
b . -

Montrer que S(a,b) = (—) (Indication : On pourra utiliser le lemme
P

de Hensel.)

8) On suppose toujours K = Q,, avec p > 2. On suppose cette fois-ci que

vp(a) = v,(b) = 1.

Montrer que S(a,b) = <%pbp).
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(Indication : On pourra considérer la forme quadratique afqp.)

9) Sur Q,, p > 2, en déduire que 'on a la formule

vp(a)vp(b) vp(b) vp(a)

En déduire que S est une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée (sur

Q;/Q;%)-
La fin du probléme est hors baréme ...

10) Cette fois-ci, on suppose K = Q.
Pour = € Z3, on pose

_x—1 [ 0 siz=1 (mod 4)
ela) = —5— (mod 2)_{ 1 siz=3 (mod 4)
et ) B
ozt = [ 0 siz==1 (mod 8)
w(z) = (mod 2) _{ 1 siz =45 (mod 8)

On suppose ici : va(a) = ve(b) = 0.

i) Montrer que si a = b =3 (mod 4), alors S(a,b) = —1.
(Indication : On pourra regarder la réduction de la forme quadratique f,
dans Z/AZ.)

ii) Montrer que si a = 1 (mod 4), alors S(a,b) = +1.
(Indication : étudier plusieurs cas en regardant f,, dans Z/8Z et utiliser

le lemme de Hensel.)
iii) En déduire : S(a,b) = (—1)5@=®),

11) On suppose toujours K = Qy avec cette fois-ci vo(a) = 1 et vy(b) = 0.
i) Déterminer les carrés de Z/8Z.
ii) Montrer que = € (Z5)? si et seulement si z = 1 (mod 8).
iii) Montrer que s’il existe une solution non triviale z?—2y*—bx? = 0,
alors b= 41 (mod 8).
iv) En déduire : S(2,b) = (—1)~®.
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v) Montrer que si S(ag,b) = S(2,b) = —1, alors S(a,b) = 1, puis en
déduire le formule :
S(a,b) = S5(2,0)S(az,b).

(Indication : On pourra utiliser le point (iv) de la question 3).)
vi) En déduire : S(a,b) = (—1)5(a)z®)+w®),

12) Sur Qy, en déduire la formule générale :
S((I, b) — (_1)E(az)s(b2)+vz(a)W(bQ)JrUQ(b)w(aQ)

)
puis que S est une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée (sur

Q3 /Q37).

13) Soient a,b € Q*. Notons par S, I'application sur R* x R* a valeurs
dans 1 (définie au début du devoir) associée a la forme quadratique f, p.
Pour p un nombre premier, nous notons par S, application sur Q x Q
a valeurs dans £1 associée & la forme quadratique f, .

i) Montrer qu’a l’exception d’un nombre fini de nombres premiers p,
Sp(a,b) = 1.
ii) Montrer la "formule du produit*

Sso(a,b) [ [ Snla,b) = 1.

2
(Indication : On pourra se souvenir que (—) = (—1)“@)
p
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Probléme 1.

Les éléments considérés sont vus dans le corps des complexes C.

Soit le polynome P = X3 — 7 € Q[X] et soit 6 une racine réelle de P.
Posons K = Q(6).

Soit O 'anneau des entiers de K et soit Cl le groupe des classes de K.

Préliminaires
1) Déterminer le degré de I'extension K/Q.
2) Déterminer la signature du corps K.
3) Soit y = a + b + cf? un élément de K, avec a,b,c € Q. Soit I'endo-
morphisme de K
v, K — K
T = oy

a) Exprimer la matrice de 'endomorphisme ¢, dans la Q-base (1,6, 62).
b) Pour y € K, déterminer la trace T'(y) de y dans K/Q.
c¢) Pour y € K, déterminer la norme N(y) de y dans K/Q.

Recherche d’une base d’entiers
4) Soit A = Z[0]. Calculer le discriminant de A.

5) En déduire que tout élément = de O s’écrit

_a n b 0+ c
- 3&75 30/75/ 30/175//

x 62,

avec o, B, o/, B, ", " <1, a,b,c € Z, (abc,21) = 1.
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6) En utilisant le fait que N(z) € Z, montrer que «, 5, ¢/, 5, a”, 3" < 0.
En déduire que O = Z[0)].

Détermination du groupe des classes Cl de K

7) Soit I'idéal principal (6) = 6O. Montrer que () est I'unique idéal
premier p; de O au-dessus de 7 : () est maximal et (§) NZ = TZ.

Quel est le degré résiduel de p7; 7 Que vaut la norme de p; 7

8) Montrer que 30 = p3, ol ps est un idéal premier de O. Quel est le
degré résiduel de p3 7 Que vaut la norme de p3 7

9) Montrer que p3 est principal si et seulement si, il existe a, b, c € Z tels
que

3=a’+ b +49¢* — 21abe.
Apreés avoir déterminé les cubes dans Z/77Z, montrer que I’équation pré-
cédente n’a pas de solution dans Z/7Z. Conclusion ?
10) Que vaut l'ordre de la classe de p3 dans le groupe des classes Cl de
K?
11) Montrer qu’il existe deux idéaux premiers p, et p), au-dessus de 2, de
norme respective 2 et 4, tels que 20 = popi,.
12) Montrer que ps et pj ne sont pas principaux.
13) Quel est 'ordre de la classe de ps dans C17

14) Montrer qu’il existe deux idéaux premiers p; et pt au-dessus de 5, de
norme respective 5 et 25, tels que 5O = psps.

15) Montrer que ps et pi ne sont pas principaux.

16) Calculer N (2 + #) puis factoriser I'idéal (2 + 60)O.

17) Factoriser Iidéal (1 — 6)O.

18) En déduire que Cl est cyclique d’ordre 3 engendré par la classe de po.

Probléme 2.

Soit p un nombre premier. Soit @, le complété de Q en p muni de la
valeur absolue p-adique normalisée |.| : [p| = 1/p.
Soit (QTP une cloture algébrique de Q,,.
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On rappelle que la valeur absolue p-adique |.| se prolonge en une unique
valeur absolue & tout Q,,.

1) Soient av et 3 deux éléments de Q,. Soient v, - - - , @, les Q,-conjugués
de a, avec oy = a.
Dans cette partie, on suppose que les conjugués de « vérifient pour i > 2 :

1 —al <|a; —al.

Soit K = Q,(f) et supposons que o ¢ K.

a) Montrer l'existence d'un conjugé «, de «, a;, # a, et d’un isomor-
phisme o : K(a) = K(a,) vérifiant o(a) = a4, et dont la restriction a K
est I'identité.

b) Montrer que |5 — ;| = |8 — «f.
¢) Montrer que |a — ayy| < |5 — .

d) En déduire que Q,(or) C Q,(5).

T S
Soient P = Z aX® et Q= Z b, X" deux polynomes a coefficients
k=1 k=1

dans Q,.
On définit la distance entre les polyndémes P et () par :

|P — Q| = maxy|ar — bgl,

avec la convention que si k > r (respectivement k > s), ar = 0 (resp.
b = 0).

SiP=) a,X" € QyX], alors |P| = |P — 0] = maxg|ax|.

2) Soit 8 une racine du polynéome Q = X" +b, X" 1+ .+ b, X +by €
Qp[X].
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Donner une constante C' (exprimée en fonction des coefficients de @) telle
que || < C. (Pour la suite, on s’assure que C' > 1).

3) Soient P = X"+ a, 1 X" 4+ +ar X +ap € Q[X] et Q=
X" 40, 1 X"+ 01 X + by € QX

On suppose le polynéme P séparable : les racines a; de P son simples.
Soit § une racine de .

a) Montrer que |P(8)| < |P — Q|C™.

b) Soit m = min,,; |a; — «;|. Montrer qu’il existe au plus un entier 4
tel que
|f — i < m.

c¢) En utilisant la question 3-a), montrer que si |P — Q| est suffisament
petit, alors pour ¢ = 1,--- ,n, il existe une unique racine (; de @ telle
|61 — Ozi| S m.

d) En déduire le résultat suivant : Soit P = X" 4+ a, 1 X" 1+ -+ +
ap € Q,[X] séparable. Pour tout ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que pour
tout polynome () € Q,[X] unitaire et de degré n, avec |P — Q| < 9, et
pour toute racine «; de P, il existe une unique racine (; de @) telle que
la; = Bi| <e.

4) Soit P = X"+ a, 1 X" '+ + a1 X 4+ ap € Qy[X] un polynome
irréductible. Soit v une racine de P. Soit Q = X" + b, X" 1+ .- +
bi X + by € Q,[X].

Si |P — Q] est suffisament petit, montrer que @ est irréductible et qu’il
existe une racine 5 de @ telle que Q,(o) = Q,(5).

5) Soit K/Q, une extension de degré n. Montrer qu’il existe un polynéme
Q € Z[X] unitaire, irréductible, de degré n et une racine § € Q, de Q
tels que K = Q,(6).
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Exercice 1.

Soit le corps de nombres K = Q(6), ou 6 est une racine du polyndéme
P=X?+210 € Q[X].

On notera par O 'anneau des entiers de K.

1) Déterminer une Z-base de 'anneau des entiers O de K. En déduire le
discriminant dk de K.

2) Déterminer le groupe des inversibles de 'anneau O.

3) a) Déterminer la décomposition de 20, de 30, de 50 et de 70O. Pour
1 = 2,3,5,7, montrer 'existence d’idéaux p; entiers de norme i. Donner
la factorisation de I'idéal 6O en produit d’idéaux premiers.

b) Déterminer la décomposition de 110, 130 et de 170.

Soit Cl le groupe des classes de O. Si a désigne un idéal de O, on notera
par Cl(a) la classe de a dans Cl.

4) Pour i = 2,3,5,7, déterminer 1'ordre de Cl(p;).

5) Montrer que toute classe d’idéaux de Cl contient un idéal entier de
norme plus petite que 18.

6) Déterminer la structure de CL
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Exercice 2.

Pour un corps K de caractéristique 0, nous noterons par ¢ une racine de
X? = —1 dans K une cloture algébrique fixée de K et par /2 une racine
de X? — 2 dans K.

1) Soit K un corps de caractéristique 0. Calculer (1 + 4)?. En déduire
que si K contient ou bien 4, ou bien v/2, ou bien iv/2, alors 16 € K® (ou
encore que 16 est une puissance 8-éme dans K).

2) a) Pour u € Zy avec u = 1(mod 8), soit le polynéme P(X) = X?—u €
Z»|X]. Montrer que P est réductible sur Qs.
b) Soit v/7 une racine de X2 —7 = 0 dans Q,. Montrer que Q,(i) =
Q»(V/7). En déduire que 16 est une puissance 8-éme dans Qz(v/7).
¢) Soit p un nombre premier impair. Montrer que @Q, contient ou bien
7, ou bien \/5, ou bien i1/2.
(Indication : utiliser le symbole de Kronecker et le lemme de Hensel.)

d) Conclure que pour tout nombre premier p, Uentier 16 est une puis-
sance 8-éme dans Q,(v/7).

3) Soit K = Q(+/7). Montrer que 16 ¢ K8,

Exercice 3.

Partie A.

Soit le corps fini F, & ¢ = p' éléments et soit n > 1.

On rappelle que 'extension F, /F, est une extension cyclique de degré
n engendrée par 'automorphisme de Frobenius ¢ défini par o(z) = 27

Désignons par T : Fn — F, la trace de 'extension F»/F, et par N :
F,» — F, lapplication norme de 'extension F,/F,. On rappelle que
'application norme restreinte aux groupes multiplicatifs Fy. et Fy est
un morphisme de groupes.

1) Montrer que 'application linéaire T est surjective.
(Indication. Utiliser le lemme d’indépendance de Dedekind.)
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2) Soit z € Fn. Montrer que N(z) = 1 si et seulement si, il existe y € F,
tel que z =0 (y)/y.

(Indication. Pour un sens de l’équivalence, on pourra montrer ’existence
d’un élément v € Fgn tel que

yi=x+z0(x)+ -+ [20(2)--0"(2)0" (z)] #0.)

3) On considére le morphisme de groupes N : Fj. — FX et soit le mor-
phisme ¢ : Fp. — Fg. défini par o(y) = o(y)/y.
a) Determlner ker(gp).
b) Déterminer | ker(N)].
c¢) En déduire que la norme N est surjective.

Partie B.

Soit K/Q, une extension finie. Soit Ok l'anneau des entiers p-adiques
de K : I'anneau Ok est la fermeture intégrale de Z, dans K; c’est aussi
I'ensemble des éléments de K qui sont entiers sur Z,.

Notons par 7 une uniformisante de Ok. Le corps résiduel Fk de K est le

corps fini Ok/(m) ~ F,.
Pour un entier ¢ > 1, soit

UK ={e € OF, ¢ =1(mod 7")}.

4) Montrer que les ensembles Uy “ sont des sous-groupes de Of.

5) Montrer que le quotient O /Z/{ est isomorphe au groupe multipli-
catif Fj.

6) Soit ¢ > 1. Pour z € ug), r = 1+7'u avec u € Z,, on définit 0(z) € Fx
par 6(z):=wu (mod ).
Montrer que # induit un isomorphisme entre ufg’ /Z/{I(QH)

additif (Fg,+).

et le groupe

Soit L/K une extension non ramifiée de degré n.
Notons par N : L* — K* la norme de I'extension galoisienne L/K.
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7) Quel est le degré de I'extension Fy,/Fk ? Donner une uniformisante de
L.

8) Montrer que pour tout entier ¢ > 1, il vient N (Z/lﬁi)) C Z/II(;).

9) Montrer que pour tout ¢ > 1, la norme N induit un isomorphisme
entre U /U et U Ul

(Indication. Utiliser la question 1) de la partie A.)

10) Montrer que la norme N induit un isomorphisme entre O} /Z/{S) et
O Ul

(Indication. Utiliser la question 3) de la partie A.)

11) Montrer que toute unité  de Ok est norme dans l'extension L/K :
il existe y € O, telle que N(y) = =.
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