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Contenu du cours

@ Principes, 2D, problemes scalaires (électrostatique, acoustique)
© Modeles 3D, éléments finis vectoriels (élasticité)

e Couplages multi-physiques
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Organisation du cours

Objectifs :
@ Formuler des modeles simples mais multi-physiques
@ Comprendre et utiliser la méthode des éléments finis
Vincent Laude :
e Modélisation, maillage, choix des méthodes (5h CM)
@ Acoustique, modes de vibration élastique (4h TP)
o Electrostatique (4h TP)
e Couplage déformation mécanique—électrostatique (4h TP)
e Couplage acoustique—structure (4h TP)
Mahmoud Addouche :
e Performance énergétique d'une facade d'habitation (4h TP)
e Dissipateurs pour CPU. Couplage Thermoélectrique; Effet Joule (4h
TP)
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Equations aux dérivées partielles

Toute équation du type
Lu=Tf

avec u(x,y) une fonction définie sur un domaine Q de I'espace physique,
L un opérateur différentiel contenant x, y, v, %, g—;... et des fonctions de
ces quantités.

Exemples :

o Equation de Laplace : —V - (Vu) =0
o Equation de Poisson : —V - (eV¢) = p
e Equation de Helmholtz : —V - (cVu) — k2u =0
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Méthode de Galerkin (for the dummies)

Lu = f est définie sur un certain domaine . On choisit de représenter u
sur une base de fonctions w;, soit

u(x,y) =Y awi(x,y)
j=1

ou aj sont des coefficients (réels ou complexes).
On projette I'équation différentielle sur les fonctions w;

/W;[,u:/ w;f,Vi=1...n
Q Q

On obtient une équation linéaire
Aa="f

avec Aj = [owilwj et i = [, w;f. La solution formelle est a = A~f.
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Il ne faut pas avoir peur des équations linéaires !

Il existe beaucoup de programmes informatiques pour résoudre les
équations linéaires. Exemples : Matlab, Comsol, etc.

@ Inversion de matrice
ATA=]

@ Probleme linéaire : trouver x tel que
Ax =f
@ Probleme aux valeurs propres : trouver (\,x) tels que
Ax = A\x
@ Probléme aux valeurs propres généralisé : trouver (A, x) tels que

Ax = \Bx
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Maillage et régions

@ On divise le domaine €2 en régions dans lesquelles les coefficients de
I'équation différentielle sont homogenes, ou dans lesquelles on sait
que la solution doit étre continue.

@ Chacune des régions est maillée. La qualité du maillage est tres
importante pour obtenir des solutions de qualité. Un maillage trop
serré conduit a des temps de calcul tres longs ; un maillage trop lache
conduit a des erreurs importantes.
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Conditions aux limites

Le comportement de la solution aux frontieres est décrite par des
conditions aux limites (CL). Il en existe 2 types principaux.

© Dirichlet, ou conditions aux limites essentielles :

u=20, ouu=ug, sur o
@ Neumann, ou conditions aux limites naturelles :
ou
20
on
ou n est la normale a la frontiére o.

Les logiciels permettent aussi parfois des conditions de type mixte
(Neumann + Dirichlet), périodicité, symétrie, rayonnement, absorption,
etc.
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Espace d'éléments finis

o Etant donné un domaine Q et son maillage Th, on choisit de décrire
la solution par un nombre fini de degrés de liberté (dof), par exemple
les valeurs nodales uj‘? pour les j nceuds de I'élément e.

o L’'espace d'éléments finis Wh est I'ensemble des fonctions
représentables par ce choix. Propriété importante en pratique : c'est
un espace fonctionnel de dimension finie.

@ Représentation dans un élément fini
u(x,y) = >2; N7 (x,y)uf ot NF(x,y) sont les fonctions de base.

@ Pour les éléments de Lagrange, P, il y a continuité de
u(x,y) =, u(x,y) entre les éléments.
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Formulation faible

@ Supposons que nous avons choisi un espace d'éléments finis Wh (pour
un domaine Q et son maillage Th).

@ On remplace le probléme initial Lu = f par une approximation :
Trouver u € Wh tel que [ wLlu = [, wf pour toutes les fonctions
test w € Wh.

@ u et w sont complétement déterminés par les valeurs aux noeuds
i e — e
U={uf} et W={w'}

@ |l existe donc une matrice K et un vecteur B tels que
WTKU =W'B,yW

@ Et donc I'équation linéaire : KU =B
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Résolution pratique par le logiciel FEM 7

Dessiner (ou définir) le domaine et les régions

Mailler le domaine (discrétisation du domaine)

Choisir le type des éléments finis

Définir les conditions aux limites

Définir les coefficients des équations physiques, les constantes utiles
Choisir le solveur (et ses options si nécessaire)

Résoudre le probleme

©00000O0CO

Post-traiter les résultats
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Electrostatiq ue 2D

Equation de Poisson :
V- (V) = p

avec € la constante diélectrique et p une densité de charge.

Exemple pratique : 2 cylindres métalliques portant des charges, séparés
par une courte distance

@ Définition du domaine ?

e Conditions aux limites internes (potentiel électrique, charge de
surface) ?

@ Conditions aux limites externes ?
o Utiliser le maillage par défaut et analyser le résultat

o Comment améliorer le maillage ?
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Cas 1D : Comment le logiciel FEM résout le probleme ?

@ Projection de I'équation différentielle sur les fonctions test

~ [ a0 (00 580) = [ mvtante)

@ Intégration par parties
w00 _[, 07" !
/ dx Ax - Ox [ ] dxipp

© Application des conditions aux limites : [11)6 } est connu ; par

exemple :
o Dirichlet : ¥(0) =0
e Neumann : 0?;5(1) =0
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Cas 2D : Comment le logiciel FEM résout le probleme ?

© Projection de I'équation différentielle sur les fonctions test
- [ i)V - (o) = [ drir)otr

@ Théoreme de Gauss (vrai en 2D et 3D)
/ drVi - (eV¢) — / dngbeaL(r) = / dripp
Q - on Q

© Application des conditions aux limites : f we ) est connu ; par
exemple :
o Dirichlet : ¢(r) = 0 sur une partie de o

o Neumann : eagff) =0 sur le reste de o
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Acoustique (harmonique)

Equation acoustique en régime harmonique, avec source :
V- (=1/poVp) — ?/(pocs)p = f

avec cs la vitesse acoustique (m/s), po la densité (kg/m3), f un terme
source (1/s?)

Exemple pratique : haut-parleur dans une piéce ou dehors
@ Définition du domaine
e Conditions aux limites (pression, accélération normale, soft and hard
boundary, radiation) ?
@ Appliquer une force : Dirichlet ou Neumann ? Quelle réponse ?
@ Qu'est-ce qu'un bon maillage pour une onde ?

@ Changer les éléments finis ; la solution change t-elle 7
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Acoustique (valeurs propres)

Equation acoustique en régime harmonique, avec nombre d'onde axial :
V- (=1/poVp) + (k2 /po — w?/(poc))p = O

avec cs la vitesse acoustique (m/s), po la densité (kg/m?3) et k, un
nombre d'onde axial (1/m)

Exemple pratique : tuyau d'orgue
e Définition du domaine
e Conditions aux limites (soft and hard boundary) ?
@ Trouver les modes propres. Que représentent-ils ?

@ Varier k;, : tuyau d'orgue 7
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Problémes aux valeurs propres (synthése)

@ Soit une matrice carrée M de dimension n, a valeurs réelles ou
complexes. Une équation aux valeurs propres \ et aux vecteurs
propres u est de la forme Mu = Au (3_]; Mjjuj = Au;). Les valeurs
propres sont racines du polynéme caractéristique |[M — \/| = 0.

o Il y a exactement n valeurs propres et au plus n vecteurs propres (a
priori complexes). Les vecteurs propres sont non nuls et donc
normalisables (on ne les connait qu'a une constante pres).

@ Si M est réelle symétrique (ou Hermitienne), les valeurs propres sont
réelles et les vecteurs propres sont orthogonaux.

@ Probleme aux valeurs propres généralisé : Au = \Bu

@ En pratique, il existe des algorithmes trés performants pour
déterminer valeurs et vecteurs propres.
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Modeles 3D

Elasticité 3D : Déformations

@ Soit un point x de coordonnées (xi, x2, x3).
ui(x + dx) = ui(x) + %dxj au premier ordre. % est le gradient des
J J
déplacements.

@ On sépare ce gradient en partie symétrique (le tenseur des
déformations Sj;) et antisymétrique selon

du, _ du, Ju; L _ 1 {0y Ju;j
SU+A5U'SU ( +0xj> et ASU_E((‘)XJ'—aX‘,,')
° Seule la partie symétrique du gradient des déplacements mesure une

déformation locale (la partie antisymétrique mesure les rotations
locales).

o La dilatation (variation locale du volume) est
5=514+50+553=V-u.

@ Les termes Si11, Sy et S33 correspondent a des mouvements
longitudinaux, les termes Sj;, i # j, a des mouvements de cisaillement.
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Elasticité 3D : Contraintes

Xz

Trois forces indépendantes s'exercent sur

P . . Pl Th
une surface : une contrainte de traction- - -
compression et deux contraintes de ci- ot .
saillement. X5

@ Sur la face orthogonale a x; d'un cube, la force par unité de surface
ou tension mécanique est T11 + To1 + T31. Tjj est un tenseur de rang
2 symétrique, le tenseur des contraintes. Pour une surface de normale
n, la tension mécanique est le vecteur T;n;

@ L'équation de la dynamique s'écrit (avec f; les forces internes)

T
8U+f— atlé,
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Elasticité 3D : Loi de Hooke

@ L'expérience montre que le comportement élastique de la plupart des
solides dans le cas de petites déformations obéit a la loi de Hooke :

Tij = Ciji1 Sk

c'est-a-dire que les contraintes sont une fonction linéaire des
déformations.

@ cjji est le tenseur des rigidités, de rang 4. Il a a priori 3* =181
composantes. Mais la symétrie de Tj; et Sy impose que cjjiy = Cjjis et
Cijki = Cijik- 1l 'y a donc que 36 composantes indépendantes au plus.

@ Avec la symétrie cjjiy = cijjj on tombe a 21 composantes
indépendantes au plus.
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Modeles 3D

Elasticité 3D : Notation contractée (ou matricielle)

(11) — 1;(22) — 2;(33) — 3

(23) = (32) — 4; (13) = (31) — 5; (12) = (21) — 6

Ty = Ty ciy = cijus T = ciySy

S1 = 511; 52 = 522; 53 = 533; 5S4 = 2523; S5 = 2513; S6 = 2512

Matériaux Classe Rigidités (10'° N/m?) p (10° kg/m?)
cub. ou isotrope c11 c12 Ca4q

AsGa 43m 11.88 5.38 2.83 5.307
SiO» isotrope | 7.85 1.61 3.12 2.203
Si m3m 16.56 6.39 7.95 2.329
hexagonal 11 Cl2 €13 €33  Caq

PZT-4 trans. iso. |13.9 7.8 7.4 11.5 26 |75
ZnO 6mm 21.0 12.1 10.5 21.1 4.2 |5.676
trigonal €11 Cl2 €13 €33 Caa Clq

Al,O4 3m 49.7 16.3 11.1 49.8 14.7 -2.3|3.986
LiNbO3 3m 20.3 53 7.5 245 6.0 0.9 |4.7
quartz a (SiO2) 32 87 0.7 1.2 107 5.8 -1.8 |2.648
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Maillage 3D

@ Comme en 2D on peut mailler tout domaine connexe par des

triangles...
4
9
10

|

2

@ En 3D on peut utiliser des tétraedres

I
2‘4
3 :
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Modeles 3D

Eléments finis vectoriels

@ On considere le vecteur (uy, up, u3).

o Etant donné un domaine et son maillage Th, on décrit la solution
par un nombre fini de degrés de liberté (dof), les valeurs nodales ug
pour les j noeuds de I'élément e.

o L'espace d'éléments finis Wh est I'ensemble (fini) des fonctions
représentables par ce choix.
@ Représentation dans un élément fini
Ef(gi;,r:]/i janzgjlé\/ié();(,silﬁr:;ll Nf(x, y) sont les fonctions de base
@ Pour les éléments de Lagrange, P, il y a continuité de
ui(x,y) = > . uf(x, y) entre les éléments.
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Formulation faible de I'élasticité 3D (1)

(1) Equation de I'élastodynamique

82
—VT—l—pa—tl; —f

@ Projection sur les fonctions test v

© Théoreme de Gauss
9%u
VvT — /v T+/v-p:/v-f
/ Q ot2 Q
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Formulation faible de I'élasticité 3D (2)

© Loi de Hooke : T) = ¢;;5) avec S = Vu

0%u
/5(V)/C/J5(U)J—/V-Tn+/v-p2:/v-f

@ Conditions aux limites : [ v - T, est connu

o Dirichlet : v =0 sur une partie de o (blocage)
o Neumann : T, = 0 sur le reste de o (traction nulle)

© Cas monochromatique (ou excitation harmonique)

/QS(V)/C/_/S(I.I)J—/JV-Tn—w2/QV-pu:/QV'f
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Modeles 3D

Déformation d'une poutre sous I'effet d’'une force

@ On se donne une poutre en silicium, ancrée d'un coté.
@ Elle fléchit sous sa propre masse, en statique. De combien ?
@ Visualiser la déformation.
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Modeles 3D

Modes propres de vibration d'une poutre

@ On considére de nouveau la poutre en silicium, ancrée d'un coté, des
deux, ou simplement “flottant” dans |'espace.

@ On néglige la gravité, mais on veut estimer son comportement
dynamique par ses modes propres de déformation.

@ Obtenir ces modes propres.

@ Que change la condition d’ancrage ou de traction nulle ?
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Couplages multi-physiques

Couplage des équations physiques

@ Beaucoup de matériaux induisent un couplage de grandeurs physiques
autrement considérées séparément

° Electro—optique, magnéto-optique
e Piézomagnétique, piézoélectrique
@ Des relations constitutives relient les grandeurs physiques (constantes
matériaux)
o Il suffit de considérer un espace d’'éléments finis vectoriel dont les
inconnues sont les différentes grandeurs physiques.
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Couplages multi-physiques

Exemple : piézoélectricité

o Effet piézoélectrique direct : sous I'action d'une contrainte ou d'une
déformation, une polarisation électrique apparait

o Effet piézoélectrique inverse : un champ électrique appliqué provoque
une déformation de la maille cristalline ou une contrainte. L'effet
piézoélectrique n'apparait que pour les structures cristallines non
centro-symétriques.

e Equations couplées (eyjj : constantes piézoélectriques)
Tij = cijk1 Sk — exijEx; Di = eixSki + €E;

@ Le champ électrique dérive d'un potentiel : E; = —%

@ En notation contractée

Ty =cyS)— exdi; Di = eyySy +€jp |
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Couplages multi-physiques

Couplage par les conditions aux limites

@ Dans de nombreux cas, le systeme considéré est composé de
différentes régions, chacune gouvernée par un ensemble de lois
physiques

e Couplage fluide - structure
o Couplage acoustique - élastique (transducteurs acoustiques)
o Couplage électrostatique - piézoélectrique

@ A l'interface entre les régions, les conditions aux limites permettent
de coupler les équations d'éléments finis :

o Milieu 1 : Ajuy + (intégrale de frontiere sur wp) = fi
o Milieu 2 : Ayup + (intégrale de frontiere sur u;) = f,

e Systéme complet
( s ) ( p > ( : )
( 21 A2 ur f2
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Couplages multi-physiques

Exemple : couplage acoustique - élastique

@ Comment une membrane qui vibre communique t'elle son mouvement
a I'air (ou I'eau) ? Et le probléme inverse (le micro, ou le
transducteur) ?

@ Modele élastique pour la membrane
@ Modele acoustique pour I'air ou I'eau
@ A l'interface :
o L'accélération normale de la membrane crée une variation de pression
Ou, 1 0p
ot~ pron

o La pression du fluide exerce une force (de surface) sur la membrane

Tijnj = —pn;
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Couplages multi-physiques

Couplage indirect de modeles physiques

@ On peut aussi modéliser des situations variées induisant des couplages
multiphysiques
e Un systéme produit une action a distance, par exemple une force, sur
un autre systeme...
e Une grandeur physique produit une déformation du systéme, le
maillage est donc déformé et change la solution pour une autre
grandeur qui était pourtant découplée...

o Il n'y a pas de regle simple pour savoir comment résoudre le
probleme : il faut improviser un modele de couplage !
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Couplages multi-physiques

Exemple : couplage électrostatique - déformations

@ Soit une membrane diélectrique métallisée sur une face, séparée par
un espace vide (un gap) d'une contre-électrode sur un substrat

@ La membrane est ancrée a un cadre support, ce qui définit les
conditions aux limites mécaniques

@ On résout le probleme électrostatique, qui dépend de la distance entre
membrane et substrat

o La force électrostatique déforme la membrane... ce qui change le
champ électrique... et ainsi de suite !

o (La solution doit donc étre obtenue de fagon itérative)
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Couplages multi-physiques

Quelques théoremes intégraux utiles

V un volume, S une surface. § désigne une intégrale sur une surface ou

un contour fermés.

@ Théoréme du gradient

/dVVf:%nde
v S
/dVV-f—?{dSnf
v S

@ Théoreme du rotationnel

/dVfo:]{dSnxf
v S
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