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1 Modéle unidimensionnel (1D)

1.1 Equation d’onde

Une onde est de fagon générale une perturbation de 1’équilibre d’un milieu qui se
propage dans l’espace au cours du temps.

Soit donc une fonction u(t,z), une équation d’onde est du type :

c est homogéne & une vitesse (la célérité), en m/s



1.2 Solution générale ?

Il est aisé de vérifier que la solution générale est :
u(t,x)=F(t—x/c)+G({t+x/c) (2)

ou F' et G sont des fonctions quelconques (2 fois dérivables) qui représentent une
onde se propageant vers la droite et une onde se propageant vers la gauche, indé-
pendamment.

c(t2-t1)

0 X
instant t1 instant t2

Exemple : la vibration F'(t) = cos (wt) donne u(t, )= cos (wt —kx)

w=27 f est la pulsation, ou fréquence angulaire ; f est la fréquence (en Hz)

k=w/c=2m/\ est le vecteur d’onde ; A est la longueur d’onde



1.3 Spectre d’ondes planes

Toute fonction (suffisament réguliére) admet une transformée de Fourier et réci-
proquement :

- oo

P =) / T Fw)exp(iwt) dw: F(w) = / F(t)exp(—iwt) dt (3)

27'(' — 00 — 00

d’ou le spectre d’ondes planes d’une solution de 1’équation d’onde :

u(t,x) = %/ F(w)exp(i (wt — kx)) dw avec k(w) =w /¢ (4)
(et un terme similaire avec G (w) et k(w)=—w/c).

k?*(w) = (w/c)? est une relation de dispersion.



1.4 Dispersion et vitesse de groupe

Si la vitesse des ondes est dispersive (elle dépend de la fréquence), c(w), alors la
relation de dispersion k(w) =1w /c(w) ne définit plus des droites.

w A
non dispersif
dispersif
-
Pour un paquet d’ondes : u(t,x) = % ffooo F(w)exp(i (wt — k(w) z)) dw

La vitesse de phase est v(w)=w /k(w). La lenteur est s(w) =1/v(w).

— dk =\ dw )
Propriété : la vitesse de groupe est la vitesse de propagation de ’énergie spec-
trale de ’onde, c’est-a-dire la relation

La vitesse de groupe est par définition v, (w)

/OOt‘@’J(t»ﬂf)lzdt:L T ()P ()

— 00 27 ] —o0 Vg(w)



1.5 Exemples de dispersions et leur influence

La phase de propagation au point x =L est p(w)=Fk(w)L.
tg(w)=dp(w) /dw=L/v4(w) est le temps de groupe (temps pour parcourir L).
Phase polynoémiale o(w) = @g+ @H(w — wp) + %gpé’(w —wo)?+ %gpé”(w —wo)+ ...
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2 Ondes acoustiques 1D

2.1 Descriptions lagrangienne et eulérienne
Soit un fluide continu, isotrope, homogéne et parfaitement compressible.

e Variables de Lagrange attachées au point matériel : position d’équilibre a
et temps t. Grandeur physique : G(a,1).

e Variables d’Euler attachées au point géométrique du référentiel : coor-
donnée x et temps t. La méme grandeur physique : g(x,1?).

a U(a,t)

|
|
O
x=X(a,t)
| |
| |
Position du point matériel : x=X(a,t), donc G(a,t)=g(X (a,t),t)
Déplacement : U(a,t) =X (a,t) —a=u(X(a,t),t)

Vitesse particulaire V,=0U /Ot=0X /Ot et vitesse locale v=0u /0t
ou
Vo =v+Vp ot (6)

Approximation de ’acoustique linéaire : du/Jdr <1 et donc V, ~v




2.2 Relations entre pression et déplacement

membrane

———

surfaceo

_ Ou(t,x)

du=——""dx<dx
ox

Résultante des forces de pression sur une tranche de largeur dx et section o :

dp

dF=op(t,x+u) —op(t,xr+u—+dxr)~—

Par application de la relation fondamentale de la dynamique :

Op 0u

ﬁx:poﬁ

ou pg est la densité (statique) du fluide.



2.3 Relations entre pression et déplacement (suite)

La pression est la somme de la pression au repos et de 1’écart de pression dp :

Pour un fluide compressible, on a la relation (dV=ocdx) :

__10dV)_ 10u
0p= y dV  y Ox (9)

ot x est le coefficient de compressibilité. Par définition, S(¢, ) =0u/0x est la
dilatation locale (strain en anglais).

En associant (9) et (11), on obtient ’équation d’onde :

5’2(5]9) 2 82(529)

_ _ —1/2
—C 5 =0 avecc=(pox) Y/ (10)

La vitesse v et la dilatation locale S satisfont la méme équation d’onde.



2.4 Vitesse du son

Comment prévoir la vitesse ¢ du son dans un gaz supposé parfait ?

e L’équation d’état du gaz parfait, de masse molaire M, pour n moles est
pV=nRT ou p=pRT /M, (T température, R=28.314 J/mole.K)

e Les compressions et dilatations provoquées par l'onde acoustique sont
adiabatiques (et non isothermes) et suivent la loi pV? = Cste. D’ou la
relation y= (vpo)~!. ¥=1.67 pour un gaz monoatomique et 1.4 pour un

gaz diatomique (a peu pres le cas de lair).

dp dV LoV 1
—+7—=0donc xy=—5— =—
p 'V YTV o
RT
etdonc c= T

mais mieux vaut se fier aux résultats expérimentaux !
c>~343 m/s pour l'air a T'=293 K.

Et dans ’eau ?

c¢~1480 m/s pour 'eau & T'=293 K.
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2.5 Impédance acoustique

Le déplacement u est solution de I’équation d’onde (12), donc
u(t,z)=F(t—x/c)+G(t+x/c)

avec I’ et (G deux fonctions arbitraires. Donc

o(t, ) = %’: — Pt —2/¢) +G'(t+x/c)
Sp(t, ) :—%%:Z (F'(t—x/c)—G(t+1/c))

e : N
avec I'impédance acoustique Z = pgc= = Vro /X

Ecart de pression et vitesse sont proportionnels pour les ondes se propageant
vers la droite, dp. =Zv,, et vers la gauche, dp_ =—Zv_.

Cette relation est analogue a celle de I'impédance électrique : U =Z1

11



2.6 Représentation des pertes de propagation ?

Un fluide ne peut en pratique réagir instantanément & une sollicitation. Phéno-
ménologiquement, on modifie (11) en :

1 oS
5p——;(5+7§> (11)

ou 7 est une constante de temps.

INlustration - Pour édp=H (t), montrer que S=—x (1—exp(—1t/7))H(t).
L’équation de propagation devient 9%u/0t* —c? 8%/0x*(u + TOu/Ot) = 0 (ce n’est
plus une équation d’onde !). Pour une onde plane monochromatique, F(wt—kzx),
on obtient la relation de dispersion complexe w?=c” (1+iwT) k.

Exercice - Poser k= —ia de sorte que 'onde plane harmonique

u(t,r)=exp (i(wt—kx)) =exp (—ax) exp (i(wt — fx)) (12)

2
Montrer que o~ w2—CT et B~ %(1— %wQTQ) pour wr < 1. a s’exprime en dB/m.

Propriété - En pratique, on peut complexifier le coefficient de compressibilité
Xx— X/ (1+iwT) et former le spectre d’ondes planes (4) avec les ondes planes
harmoniques atténuées (14).
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3 Modéle tridimensionnel des ondes (3D)
3.1 Equation d’onde 3D

Soit une fonction u(t,r), une équation d’onde isotrope est du type :

d%u

W — C2 A'U/ =0 (13)
. 02 02 02 . cs4 . “1e
avec le laplacien A=V.V= 7 T e + 5 Isotropie : les propriétés du milieu

sont invariantes par rotation dans l’espace. Donc la propagation est la méme
dans toutes les directions.
Une équation d’onde anisotrope est du type :

0%u ’ ou Ou
o7~ 2 gy, =" )
i,j=1 v

La propagation des ondes dépend de la direction. X

13



3.2 Onde plane et onde plane harmonique

Xy . plans
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Une onde plane 3D est de la forme O

u(t,r)=F(t—m.r/c) ZF(t— n1x1+n2 2 +n3x3)

: (15)

avec 1 un vecteur unitaire représentant la direction de propagation. La décom-
position (2) n’est plus la solution générale de 1’équation d’onde.

Une onde plane harmonique est de la forme
u(t,r)=exp (i(wt —k.r)) (16)

Pour I’équation d’onde isotrope (15), on a la relation de dispersion
w?=c’k.k=c’k?, avec k=kn.

Pour 1’équation d’onde anisotrope (16), on a w? = Zf im1 ci ikik
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3.3 Spectre d’ondes planes

Est-il possible de généraliser en 3D le spectre d’onde plane 1D (4) ? Prenons la
transformée de Fourier en temps et en espace, valable pour toute fonction u :

u(t,r) = (er)4 /_O; dw/]RB dke i (w, k)exp(i (wi — k1) (17)

Si u est une solution de 1’équation d’onde, w et k sont liés par une relation de
dispersion. Donc k3, par exemple, est fonction de w, k1 et ko :

1 - :
u(t,r)= W/ dwdkidks 4 (w, k)exp(i (wt — k1xy1 — koxo — k3(w, k1, k2)x3)) (18)
RS
2 i real branches’ )
15 , imaginary branches - A
1
0.5
3
> 0
i} -0.5
-1 ,
-2
Exemple - si k*=w?/c?, alors T e T

ks=4/w?/c? — ki —k3siw?/c? — kI — k3> 0o0uks==%iy/|w?/c® — k} — k3| sinon
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3.4 Dispersion temporelle et spatiale
Supposons connaitre la relation de dispersion sous la forme k(w,n). Alors :
e v(w,n)=w/k(w,n) la vitesse de phase ; s(w,n)=k(w,n)/w la lenteur

e vy(w,n)=(0k/0w)"! la vitesse de groupe (temporelle) donne la vitesse de
la propagation d’un signal.

e v,(w, n) =w(Vpk™) = (V,v) la vitesse de groupe (spatiale) donne la
vitesse et la direction de propagation du front d’onde.

Principe de la phase stationnaire - Si on peut utiliser la représentation
(typique du champ lointain) :
1 - :
u(t,r) = o [ du / dn i (w, n) exp (i(wt —k(w, n)n.r)) (19)
™
I’énergie se concentre suivant les trajectoires telles que la phase dans 1’exponen-
tielle est stationnaire en temps et espace, soit

—1

g (n.r) et vr=v4(n.r) (20)

t=v
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3.5 Réflexion totale d’une onde plane - incidence normale

onde
incidente

-

onde stationnaire

onde <——
réfléchie
Soit l'onde plane incidente F;(t — z/c), U'onde réfléchie G,.(t + x/c) est aussi
plane. L’onde totale est u(t,r)=F;(t —x/c) +G.(t +x/c).
On suppose que 'amplitude des ondes s’annule sur le miroir (condition de blo-
quage), alors G.(t) = —F;(t) et u(t,r)=F;(t —xz/c) — Fi(t + x/c).
Si F;(t) = exp (iwt), alors u(t, r) = —2iexp (iwt) sin (wz/c) est une onde station-
naire.

Dans un résonateur, les modes sont discrets : wL/c=nm avec n > 1 entier

17



3.6 Guidage des ondes entre deux miroirs plans
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5
Pour que la superposition de deux ondes planes harmoniques respecte les condi-
tions aux limites sur les miroirs il faut respecter 'accord de phase :
e la fréquence se conserve ;
e le vecteur d’onde le long des miroirs se conserve.
D’ou la décomposition :
u(t,r) =exp (i(wt — k1x1 — koxa)) — exp (i(wt + k1x1 — koxa)) = —2iexp (i(wt — kox2))sin(kix1)

qui est une onde propagative suivant xs mais stationnaire suivant .
Relation de dispersion : kiL=nm et k3 = 32 =w?/c®> — (n7/L)?, pour n > 1.
Il existe une fréquence de coupure w.=mc/L (ou f.=c/(2L)).

18



4 Ondes acoustiques 3D

4.1 Relations entre pression et déplacements

On généralise la relation (10) en
p(t, ) =po+dp(t,r) avecle vecteur position r= (z,y,2)? (21)

La dilation locale devient

_odv) _ Ougz  Ouy  Ou,
S(t,r)——dv =V.u= 5 + a + o (22)
Relation fondamentale de la dymanique :
0*u __(0(0p) 9(9p) 9(9p) \* _
T = (A3, 200, X)) v (23)

[’équation (25) montre que la polarisation d’une onde plane est longitudinale :
les déplacements ont lieu uniquement dans le sens de propagation.

19



4.2 Equation d’onde acoustique 3D

Pour un fluide compressible a comportement linéaire, on a toujours S=— xdp.
D’ou I’équation d’onde 3D scalaire (pour dp ou S) ou vectorielle (pour u ou v) :

2 2
8_u —c2 Au=0 ou 0°(op)

ot? ot?

— 2 A(6p) =0 avec c= (pg x) /2 (24)

Exercice - Montrer (26) !

Généralisation - Supposons qu’il existe une densité de force par unité de
volume, f, due a la pesanteur (f=pg) ou a des sources extérieures, alors (25) et
(26) deviennent

2
po Ot 4 (3p) = £t 7) (25)
%275_1;_62 Au=f/po; —aggp)-—c%(ép):—&vf (26)

20



4.3 Flux de puissance et vecteur de Poynting
On définit les grandeurs énergétiques :

2 . . PR 1
e I’énergie cinétique E,= fv e.dV avec e.= 7 pov.v

2

o I'énergie potentielle £, = [ e,dV avec e, = %% = %X(ép)Q
e le vecteur de Poynting P = dpv

o le travail des forces internes W = | ,wdV avec %—Z] =f

A partir de (27) : (avec V(épv) =V (dp).v +pVv et Vv =05/0t)

ow Ov _ Oec | Oeyp
ow 0
5 _Gt(EC+Ep)+/(,P'ldU (27)

Le flux du vecteur de Poynting représente la puissance transportée par 'onde.
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4.4 Relations énergétiques pour les ondes planes

Le vecteur de Poynting représente la densité de puissance instantanée par unité
de surface transportée par I’onde. L’intensité acoustique est par définition

T
I=<P(t).l>= lim l/ dtdpwv.l (28)
T—oo 1 0

Pour une onde plane dans la direction I, u = F(t — x/c), v = F'(t — x/c) et
op="7ZF'(t —x/c), avec = suivant 1'axe [.
1

Alors e.=e,= EpoFﬂ(t —z/c) et Pl=ZF"t—z/c)=c(e.+ ep).
Pour une onde plane harmonique dans la direction I, u = u,,sin(w(t — x/c)),
donc v =wumcos(w(t —x/c)) =vmcos(w(t —x/c)).

e c.=e,= %p0w2u3ncos2(w(t —x/c)) et <e.>=<ep,>= %powQu?n = %povfn

o P.l=_Zvicos*>(w(t—x/c))

1 1

o I=5Zvp=5-(0pm)’

Pour les ondes planes harmoniques complexes, il faut utiliser

€. = %poRe(v*.v) W %XRe(dp*ép) ; P = %Re(dpv*) (29)
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4.5 Reéflexion et réfraction

4.5.1 Conditions aux limites
Les conditions aux limites a la frontiére de deux fluides non visqueux (séparés
par une paroi supposée infiniment mince) sont :

e la continuité des composantes des déplacements normales a l'interface ;

e la continuité des surpressions acoustiques dp a l'interface.

interfaceZz
fluide 2

<Y

Si 'interface est définie par x =0, alors
u1(t,x=0,9y,2) =u(t,x=0,y, 2) (30)
et idem pour les composantes normales de la vitesse, et

op1(t,x=0,y,2)=0p2(t,x=0,y, 2) (31)
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4.5.2 Incidence normale pour une onde plane

Une onde plane incidente normalement donne naissance a des ondes planes réflé-
chie et transmise. Les déplacements normaux & l'interface sont ui,(t, r) = F;(t —

x/c1)+ Fr(t+x/c1) et uge(t,r)=Fi(t —x/c3). A linterface (x=0) :

F/(t) +F/(t) =F/(t) et Z1(Fj(t) —F/(t)) = Z2F/(t)

De ces équations, on tire les coefficients de réflexion et transmission de la vitesse

F;(t) _ 11— 2o P Ft/(t) 271

"TEO T 21 2y FI(t) ~ Zi+ Zo

les coefficients de réflexion et transmission de la surpression

F;(t) _ Lo — /1

o 49 Ft/<t) 279
Fi/(t) 1+ 2o

T E(t) Zi+ 2,

ry=— tt,

les facteurs de réflexion et transmission de la puissance acoustique

| P | 71— 72 \° VAWA
— = —Ty = tT:tvt — :1_
R A TvTp 7 1 7, e P+ Za)2 R
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4.5.3 Incidence oblique pour une onde plane harmonique

Pour une onde plane harmonique, I’égalité des composantes normales des déplac-
ments donne en = (0, y, z)? :

A;zexp(i(wit — kir)) + Argexp(i(wit — krr)) = Apgexp(i(wit — k1))
Cette relation est vraie Vi € R et Vr € X, donc

w;=w,=w; et k;.r=k,..r=k¢r

s>
o
2
@)
< Y

Ce qui traduit les propriétés :

e La réflexion et la transmission sur une interface immobile se font sans
changement de fréquence.

e La loi de Snell-Descartes : les composantes le long de l'interface du vec-
teur d’onde se conservent : 0. =0; et sinf;/co=sinb;/c.
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La surpression sur X est dp(t,r) = (A; + A, )exp(i(wt — k.r)) = Aexp(i(wt — k.1)),
avec la continuité de la composante normale de la vitesse on a

A; A, A
A;+A,.=A,; et ZCOSQ — Zlcosé’ Zcoset

D’ou les coefficients de réflexion et transmission de la surpression

A, Zacosb; — Zicos 04 ot £, = Ay 2Z5cos 0; (35)
A;  Zocos8; + Zicosb; A, ZscosB; + Zicos b,

rp=

et les facteurs de réflexion et transmission de la puissance acoustique

| P |

R—
||

=|r et T=1—R (36)
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4.5.4 Incidence oblique pour
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