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R~sum~. Consid6rons un circuit 61ectrique ~ structure p6riodique incluant des r6sistances, des 
sources de tension et des sources de courant. Dans cette Note, on formule le module 
asymptotique de ce syst~me lorsque la taille de la p6riode tend vers 0. L'homog6n6i- 
sation de circuits 61ectriques est d6velopp6e en vue de la mod61isation de matdriaux 
composites couplant des milieux continus, des capteurs, des actionneurs et de l'61ec- 
tronique distribude. Pour effectuer cette analyse, on construit une m6thode de conver- 
gence ~t deux 6chelles basde sur la transformation g deux 6chelles, introduite par 
Arbogast, Douglas et Hornung (1990). Cette m6thode permet, d'une part, de retrouver 
les r6sultats de la m6thode ~ deux 6chelles usuelle introduite par Allaire et conduit, 
d'autre part, h de nouveaux r6sultats. En particulier, elle s'applique /t des suites de 
fonctions ddfinies sur une vari6td pdriodique de dimension quelconque. L'homog6n6i- 
sation du circuit 61ectrique est bas6e sur cette propri6t6. 

Abstract. 

Homogenization of an electric circuit 

We derive the homogenized model o f  a periodic electric circuit including resistive 
devices, tension sources and current sources. The model derivation is based on a 
two-scale convergence which is based on the two-scale transform introduced by 
Arbogast, Douglas and Hornung (1990). The present two-scale convergence leads to 
the same results as the usual two-scale convergence introduced by Allaire. However, its 
statement is more general; in particular, it allows us to define easily the strong 
re'o-scale convergence, and it may be applied to functions defined on some periodical 
manifolds. Since electric circuits are considered as one-dimensional manifolds, the last 
point leads to the desired model. 

Introduction 

On consid6re un circuit 61ectrique compos6 de r6sistances, de sources de tension et de sources de 
courant. Ce circuit est suppos6 ~tre p6riodique, et l 'on ddsire conna~tre le rnod~le limite de ce circuit 
lorsque la taille de la p6riode tend vers 0. Pour effectuer ce passage h la limite, on formule d'abord les 
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6quations de circuit 6lectrique sous forme variationnelle. Cette formulation variationnelle est pos6e sur 
le domaine occup6 par le circuit 61ectrique, c'est-h-dire une vari6t6 monodimensionelle plong6e dans 
E" avec n ~ ~*.  Pour effectuer l 'homog6n6isation de ce type de problbme, nous proposons une 
m6thode de convergence h deux 6chelles, bas6e sur la transformation/~ deux 6chelles introduite par 
Arbogast et al. (1990). 

L'int6rSt de cette m6thode de convergence/~ deux 6chelles est le suivant. Concernant la convergence 
de suites d6finies sur un ouvert, cette m6thode de convergence h deux 6chelles conduit aux m8mes 
r6sultats que la m6thode usuelle de convergence h deux 6chelles introduite par Allaire (1992) et bas6e 
sur un principe introduit par Nguentseng (1989). En plus, elle permet de d6finir, de fa~on naturelle, 
n'importe quel type de convergence h deux 6chelles, en particulier, des convergences h deux 6chelles, 
fortes ou faibles, de suites de fonctions. Par ailleurs, elle s'6tend naturellement au cas de la conver- 
gence h deux 6chelles de suites de fonctions dEfinies sur des suites de vari6t6s p6riodiques. L'applica- 
tion aux circuits 61ectroniques pr6sent6e dans cette Note en est un exemple marquant. Enfin, avec cette 
m6thode, les limites de gradient sont 6tablies par des calculs explicites, et les propri6t6s de p6riodicit6 
de celles-ci apparaissent naturellement. L'exemple trait6 en est une illustration, car la condition de 
p6riodicit6, satisfaite par la fonction u ~ caract6risant la limite ~ deux 6chelles d 'une d6riv6e tangen- 
tielle n 'est  pas classique. Cependant, elle appara~t de fa~on naturelle dans la d6monstration. 
D'autres r6sultats, non classiques en homog6n6isation, ont d6j/~ 6t6 obtenus en utilisant cette 
m6thode et feront l 'objet  de publications ultdrieures. Les d6monstrations d6taillEes de ce travail sont 
expos6es dans la rfif6rence de l 'auteur cit6e en bibliographie. Enfin, remarquons que l 'homog6n6i- 
sation d 'un circuit 61ectrique bidimensionnel, sans sources, a 6t6 obtenue dans Vogelius (1991). La 
m6thode employ6e dans ce travail utilisait un rel6vement de la solution dans le plan et n6cessitait 
des hypoth6ses analogues ~t celles effectu6es classiquement pour la d6monstration de la convergence 
des m6thodes d'616ments finis. La m6thode propos6e darts cette Note ne n6cessite pas ces restric- 
tions. 

Le plan de ce travail est le suivant. Dans le premier paragraphe, on rappelle la notion de transfor- 
mation ~ deux 6chelles introduite dans Arbogast (1990), ainsi que ses propri6t6s 616mentaires. Ensuite, 
on y 6nonce un premier r6sultat : la convergence ~ deux 6chelles du gradient. Ce r6sultat est ~ comparer 
avec celui du marne type 6tabli dans Allaire (1992). Au second paragraphe, on formule la transformde 

deux 6chelles ainsi que ses propri6t6s 616mentaires, dans le cas de suites de fonctions d~finies sur une 
suite de varidtds p6riodiques monodimensionelles. Le r6sultat de convergence ~ deux 6chelles de 
d6rivEes tangentielles est 6nonc6 dans le thdor6me 2. Dans le paragraphe 3, on formule le problbme de 
circuit 61ectrique rdsistif avec sources de tension et de courant sous forme de formulation variation- 
helle. Les 6quations du probl6me homogdndis6 relatif hun circuit 61ectrique h structure p6riodique sont 
6noncEes dans le th6or6me 3. 

Pour finir, notons que le cadre variationnel introduit pour les 6quations de circuit 61ectrique n 'est  pas 
standard et qu'il  nous para~t int6ressant en vue de couplages de syst6mes 61ectroniques avec des 
structures mdcaniques. 

1. D~finition de la convergence ~ deux 6chelles 

Supposons, pour simplifier la pr6sentation que ~2 = ]0, 1 [". Les normales sortantes de f2 et de 

Y= ] - ~ , +  [" sont not6es n~ et n r. Posons ~-1={1/N,  N e  N*} et pour [ ( 1)] 
e e  ~ - J , l ' ~ = { i = ( i ,  ..... / , ) ~  {0 , . . ,N- I}"} .  Les x ~ = g  i + ~  i~ ,  ~ sont les centres des 

cellules ( Y~ = {x = x~ + ey, y e Y} )i ~ r. Consid6rons l 'application d6finie de (2 x Y dans 
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g g. £2 par (z ,  y )  ~ x, telle que, pour tout i ~ I t, z s Yi, Y ~ Y, on ait x = x i + ey. Cette d6finition 
signifie que x d6pend de l ' indice i mais est ind6pendant de z dans Y~:. Cette application est 
surjective. 

D~finition ( transformation & deux gchelles) 

L' application rOciproque de 1' application d6finie pr6cOdemment est appel4e la transformation h deux 
~chelles relative h £2 et (Y~)i~ r,~.~ ~- '-  Elle est notOe ~'~. Remarquons que pour x ~ Y~, 
~ ( x )  : Y~ x { ( x -  x~)/e}. 

Dgfinition ( transformge & deux gchelles d 'une  fonct ion)  

Soit une suite (v~)~>0 ~ L1(£2), la transform6e h deux 6chelles de (v~)~>0 est la suite 
de fonctions [ ~ L I ( Q x Y ) ] ~  - '  d6finie par ~ ( z , y ) = v ( x )  pour ( z , y ) ~ £ 2 x Y  

ofl x = o  ~ - l ( z , y ) .  De faqon 6quivalente, pour tout i ~  I ~, z ~  Y~ et y ~  Y, 
~(z ,  y) = v(x~ + ey). 

Ddfinition (convergence & deux gchelles d 'une  fonct ion)  

Si ( v ~ ) ~  ~-,  est une suite de fonctions d6finie sur £2 telle que ( f ~ ) ~  ~ ~ converge dans 
L P ( O  × Y )  vers une limite v ~ LP(~2 X Y) ,  alors on dit que la suite ( v ~ ) ~  ~- ~ converge ~ deux 
6chelles dans L p vers v. Cette convergence est dite forte si ( 0 ~ )~. ~ ~- ~ converge fortement et faible 
si ( ~)~ ~ ~-, converge faiblement. 

L E M M E  

(i) Pour  tout p ~ ]0, oo], si v ~ LP(~Q) alors Y: E LP((2 X Y )  et [IVllLP(a) = II~[IL~(a×r) ; 
(ii) pour  p ~ ]1, oo[, si ( v ~ ) ~  ~- ~ est une suite bornge de L~( £2 ), alors on peu t  en extraire une 

sous-suite qui converge a deux gchelles dans L p faible vers une limite v ~ LP( ~-2 x Y) .  

Les notations et r6sultats qui pr6cbdent ont 6t6 formul6s darts Lenczner (soumis pour publication). A 
l 'aide de la d6finition pr6c6dente de la convergence h deux 6chelles, on trouve un th6or~me de 
convergence h deux 6chelles du gradient comparable ?a celui de Allaire (1992). 

THI~ORI~ME 1 

Si une suite ( u ~ )~ ~ ~- i est b o r n &  d a m  H 1 ( Q ) alors on peu t  en extraire une sous-suite ( u ~ )~ telle 
que : 

(i) (~")~ est convergente ~t deux 6chelles dans L 2 fa ible  vers une limite u ° ~ H1( ~2 ); 

(ii) La suite (Vd')~ est convergente ~ deux 6chelles dans L 2 fa ib le  vers une limite 
V z u ° ( z ) +  V y u l ( z , y )  oh ul ~ L 2 [ f 2 ; H ~ ( Y ) ] .  

Le point d41icat de la preuve de (ii) est le suivant. I1 s'agit de montrer que pour tout 
v ~  ( L 2 [ f 2 ; H d i v ( Y ) ] n H d i v [ f 2 ; L 2 ( y ) ] )  n nulle sur Of 2 x Y ,  telle que divy v - - 0  darts 
f2 x Y e t  telle que v .  n r e s t  antip6riodique sur f2 x aY, on a : 

lim I Vu~-~ (z, Y).V(Z, Y) dY dz = fa Vz u ° ( z ) . v ( z ,  Y) dY dz 
e--->O ~ Q x  Y xY 

Cela est obtenu par un calcul explicite. 
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Dans notre travail cit6 en rdftrence, on applique ce rtsultat ~ robtention de la formulation 
variationnelle h deux 6chelles relative ~ un probl~me d'homogfntisation ; on y retrouve la formulation 
h deux 6chelle dtjh obtenue dans Allaire (1992). 

2. Convergence h deux 6chelles sur une vari6t6 p~riodique 

Considtrons S c Y une varitt6 Y-ptriodique de dimension un. Considtrons la restriction 
£2 × S de l'inverse de la transformation h deux 6chelles ~ e - ~ .  Son image est notEe OL Cette 
application est surjective. Sa fonction rtciproque est notEe ~ ; on l'appelle la transformte ~ deux 
6chelles relative h OL Pour i ~ F, rintersection de 6~ avec Y~ est notfe S~. Les mesures de 
Lebesgue sur £2 × S e t  sur O ~ sont nottes d/( y )dz et d/( x ). On suppose que la frontibre de S se 
trouve sur OY. Elle est composte de points deux ~ deux opposts (yP-',3,"-)p=l..U, tels que 
nv(yP + ) est orientte dans la direction positive de raxe  par leque! elle est portte. 

D~finition 

La transformte fi deux 6chelles d'une suite [ v ~  L 1 ( O ~ ) ] ~  ~-, est la suite ( # ) ~  ~-~ dtfinie 
darts f 2 × S  par 9 ~ ( z , y ) = v ( x )  off x ~  O ~ est tel que ( z , y ) ~  ~ ( x ) .  

LEMME 

p Pour p c  ]0, oo] si v ~  L P ( O  ~) alors ~ ~ L P ( J 2 x S )  et IIV~II~(~)=~-nlI~IIL~(~xS). 

Ddfinition 

Si ( v ~ ) ~  ~-, est une suite de fonct ions  d~finies dans ~ telle que ( ~ ) ~  ~ , converge dans 
LP( g-2 X S ), vers une fonct ion v ~ LP( -('2 X S ), alors la suite ( v ~ )~. ~ ~- ~ est dite convergente 
deux ~chelles dans L p vers v. Cette convergence est dite for te  si 9 ~ converge for t emen t  et fa ible  si 

elle converge faiblement.  

LEMME 

Pour p E ] 1,oo[, si ( ~(n- l )/p v ~ )~ ~ ~- j e s t  une suite born~e dans LP( 0 e ), alors on peu t  extraire 

une sous-suite de ( v ~ ) ~  ~-~ qui converge gt deux ~chelles dans L p fa ib le  vers une fonct ion 
V E LP( g2 x S ) .  

En chaque point x e O ~ (respectivement y e S), la direction tangente ~ O ~ (respectivement S) est 
not6e ~ ' (x )  (respectivement Zy(y)). La valeur moyenne de ~y sur S est notte 

/ !  

= Js ~y( y ) d l (y  ). Les dtrivtes tangentielles Vgt.~ ~ et Vy ~U.~y sont nottes W~, ~u et V~, ~,. 17 0 

Dtfinissons les espaces 

H I ( o ~ )  = { ~ E  L2(O~),V~, ~ E  L2(Oe)},  

L 2 [ E 2 ; H ~ ( S ) ]  = { v ~  L2(E2 x S ) ,  V ~ v ~  L2(OxS), 
N 

[ v ( z ,  yo+ ) _ v (z ,  ) ]  = o} 
p=l 
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Homog4n6isation d'un circuit 61ectrique 

HI,~(Q) = {v E L 2 ( Q ) ,  VzV. T0E L2(~'~)}, et Ht~o(Q) l 'espace des fonctions v • H~((2)  telles 
que vx ° . no = 0 sur 0f2 (cela signifie que v ( z )  = 0 s i r o .  no ( z )  :~ 0 pour z • 0f2). La norme 

assocife h H~(O ~) est I[~u[lNn'(o+) = f [~'12+ [V~*x ~ul2dl(x).  
,/ 

THI~OREME 2 

Soit une suite ( u ~ ) ~  ~- ~ telle que ( e " - t  [1 u+ll2,<~>)+~ v '  est born&, alors il existe une suite 

extraite (d")~ telle que : 

(i) ( u + )~ converge a deux dchelles dans L ~ fa ib le  vers une limite u ° ~ H~( f2 ) ; 
(ii) ( V ,  u+)~, converge a deux dchelles dans L 2 faible  vers une limite V~ u ° . Xy + V+, u ~ of+ 

U 1 ~ Li[J2 ; H I  ( S ) ]  ; 

(iii) si u ~ = 0 sur 0(2 ~ O0 ~ alors u° e H~o( (2 ). 

3. Homog6n6isation d'un circuit 61ectrique p6riodique 

On applique le r6sultat pr6cddent h l'homog6n6isation des 4quations d'un circuit 61ectrique compos6 
de rdsistances, de sources de tensions et de courants. 

Un circuit 61ectrique est compos6 de noeuds et de branches not6s respectivement V ~ et O ~ ; O ~ est 
une vari6t6 de dimension un dans N" v&ifiant les hypothhses faites plus haut. Le potentiel 61ectrique 
est impos6 sur un sous-ensemble non vide V~ de W. La v a r i d t 6 0  ~ est divisde en trois parties 
6~o, O] et 6~2 occupdes respectivement par les sources de tension u~, les sources de courant i~ et les 
r4sistances dont l 'admittance est gq Les images de (6~k)~=0..2 par ~-~ sont notdes 
(f2 x Sk)~=0..2. La longueur d 'une branche d est notde le+l. On considbre le~'l comme une fonction 
distribu4e sur O ~ telle que l e " l ( x ) = l e + l  pour tout x ~  e +. Les ensembles pO(6~) ou 
[p0(6~k)]k=0..2 (respectivement P~(O~)) sont constitu6s des fonctions constantes sur chaque 
branche de O ~ ou de ( 6~) t  = o..2 (respectivement affines sur chaque branche de O ~ et continues sur 
O~). Le courant F, la tension u ~ et l 'admittance g~ sont consid6rds atre des champs de p0( O ~ ). Le 
potentiel 61ectrique est un champ de P f ( 6 ~ ) .  Consid6rons l 'espace des fonctions admissibles: 

a e e V e  e ~ d ( U ~ ) = { ~ , •  p l ( o ~ ) , T t = 0  dans Vo et - +x~t=Ud sur O~} 

HYPOTHI~SE (H 1) 

(i) Chaque composante connexe de 6~o vo 6~ z contient au moins un dldment de V~o ; 

(ii) si un noeud s ~ e O] alors s* • 6~o vo O~ vo V~ ; 

(iii) il existe go tel que g~'>~ go > 0 ;  
(iv) 0~o et V~) sont tels que pour  tout u} • po( 6~ ° ), ~ d ( u } )  :X 0. 

HYPOTHi~SE (H2) 

(i) V~o = 3(2 n ~ et pour  tout ~ ~ cgl( g2 ) il existe une suite I V  ~ ~ %<(Q)]~.~ ~ ~ telle que 

V~o ~ ~ ~t~d( O ) qui converge dans H l (  F2 ) for tement  vers q] ; 
(ii) il existe p ~ Z, tel que : 

d'g ~ *" g dans g=( f2 x S 2 ), eP~ ~ --- ' i  d dans L2( Q X S 1 ), gPU} ~ U  d clans g2( f2 x So) 
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(iii) pour  tout U~d ~ OZO(0~) vdrifiant (HI),  il existe une fonction ~ 7~x~a(0) telle 
{I ~ I [L~(~.~) <~ C[lu~IIL2(o,~) oft C est une constante inddpendante de e ,  

(iv) il existe une constante positive C ind~pendante de e telle 
II~'ll~'(~:) ~< cI l~, l [~,~ pour tout ~t ~ H t (  O~). 

La formulation variationelle du problbme relatif au circuit 61ectrique drcrit pr6crdemment est • 

q u e  

que 

f le~lg~,V ~ ~0~V ~ dl(x)=f '~V ~ d l ( x ) p o u r t o u t g / ~  gt~ad(0) (1) 

Pour ud~ L 2 ( f 2 x S 0 ) ,  et P ~ , ( S ) =  P I ( S ) n H I ~ ( S ) ,  l 'ensemble des fonctions admissibles 
relatif h la formulation ~ deux 6chelles est • 

~ad (Ud )  = {( ~b¢0,1//1 ) E m~0 ( ~-2 ) X t 2 (  ~ ; ~ 1  ( S ) ) / ~ ,  V~//0 'lTy q- Vzy ~//1 : Ud in Y2 x So} 

THEORgME 3 

(i) Sous les hypothkses (H1), il existe une solution unique ~S ~ ~ a ( u ~ )  h la formulation 
variationelle (1) ;  

(ii) sous les hypothkses (HI-2), il existe une suite extraite ( ~o ~ )~ de la suite ( ~o ~ )~ ~ ~,- ~ solution 
de (1) telle que ( ~ ) ~  et (V~ ~o ~)~ convergent h deux dchelles dans L 2 faible vers une limite ~o ° et 
V~  ° . Xy + V~ ~o 1 o~ ( ~o °, ~o I )~E ~P~a( Ud) sont les uniques solutions de : 

f V 1 g(V~o ° . x y +  ~,~o ) ( V ~ ° . x y + V ~  v~u l ) d l ( y ) d z =  
OxS2 

fa  ia( V~°"  ~y + V~, ~t ~ ) dl( y ) dz, 
× S~ 

pour tout ( ~,o, ~,1 ) e ~ e (  0 ) 

Note remise et acceptre le 17 frvrier 1997. 
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