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Résumé.  Nous étudions le comportement d’un fluide soumis 2 une traction dans un bassin mince
avec viscosité isotrope évanescente. Le modele obtenu lie les limites des vitesses
horizontales et de la pression. Nous donnons la solution exacte dans un cas particulier
et une formulation variationnelle dans le cas général.

Navier-Stokes equations in a thin domain
with vanishing viscosity

Abstract.  We study the behavior of a fluid submitted to a traction in a thin basin with vanishing
isotropic viscosity. The model we get links horizontal velocity and pressure limits. We
give the exact solution in a particular case and a variational formulation in the general
case.

1. Présentation du probléme
Soit € un parametre positif représentant une épaisseur caractéristique du bassin
Q. = {(;Lr,z) €R®| u = (w).u0) Ew, —eh(1) <z < ()}

ol w est un domaine borné de R? correspendant i la surface d’équation z = 0, de frontiere
lipschitzienne dw, et h une application lipschitzienne strictement positive sur @.
On considere les équations de Navier—Stokes suivantes :

Conservation de la quantité de mouvement : — sAu+ (u- V)u + Vp = 0 dans €2,
Conservation de la masse : divu =0 dansdQE

.. . . Ju du 1
Conditions aux limites sur la surface w : eA—l =71, 6,—2 =79, w3 =10 M

z dz
Conditions aux limites sur le fond I'. := 0. \w: u=10

ol u := (u;) est la vitesse du fluide et p est la pression renormalisée. Les données physiques
du probléme sont la viscosité cinématique ¢ et la force tangentielle de la traction sur la surface,
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71,72 € L*(w) (force induite par le vent par exemple). Ce probléme modélise le mouvement

stationnaire d’un fluide newtonien, incompressible, pesant, & viscosité isotrope. Le rapport de la
profondeur hy sur son étendue horizontale L est mesuré par :

h()<<1
£ = —=
L

2. La renormalisation

Considérons le changement d’échelle :

Ty = ez

vp(,as) = e tuga, 2), k=1,2; vy, 23) = e 2ug(w, 2)
q(z,z3) = p(x, 2)
Notons §? le nouveau domaine, I'; := 00\ w, n, := (n1,n2) et nj respectivement les composantes

horizontales et la composante verticale de la normale sortante sur le bord 99, div,v, := d\v1+ O
et Hf () := {v € H(Q)| v = 0 sur T'; }. Introduisons les espaces fonctionnels :

2

V= (Hg,(9))" x Hy(Q)

Lo(Q) = {'n €L ()] [ vdo= 0}, r>1
JQ

H(85,Q) := {v € L*(Q)] &30 € L2(Q)}

Nous montrons, lorsque ¢ tend vers zéro, le résultat suivant :

THEOREME. — Soit {(v®,q%)}. une suite dans V x L3(Q), de solutions faibles du probléme (1).
Alors, la suite {(v5, q%)},, v := (v],v5), converge faiblement dans (H(0s, ) x L3(Q) vers (v, q),
solution unique du probléme :

(—9%vy + i =0 dans}
—02,v9 + Oaq =0 dans
J3q =0 dans ()
Conditions aux limites:
()
. div,, (/ vedzz | =0 surw (2)
0
vy-ng =0, v -n3=0 surl,
Ozv1 =Ty, O3va = To  SUr w
h(x)
/ vpdzy ] n, =0 surdw
L \Jo

Remarque 1. — On se place dans le cas ou :

a) la fonction h est & valeur constante : h(z) = C;

b) la traction 7 := (7, 7) vérifie : div,T = 0, 7. n, = 0.
Alors, la solution exacte du probleme (2) est donnée par :

vp(z, x3) = (@) (w3 — h(2)), k=1,2; q(z,23)=0
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Remargque 2. — La formulation variationnelle du probléme (2) est donnée par :
v, € H(div,). ¢ € Q% vérifiant :
, _ (3)
(L(V‘,,,, Wl’) + C(J((b Wl) - T(W.r)f w, € H
Les formes a et cg et les espaces fonctionnels sont définis par :

. . N
a(v,,w,) = / Oyvedswda; oy, w,.) 1= — / q(s)div, (/ v,,.(l;r;;)(ls
Ja J Jo

Q" = {g € Li()| dsq = 0}

cha) h{a)
H = {w € (Ho‘l((‘);;,Sl))ﬂ div, (/ wd:x:3> e L (w), (/ wd;z:;;) -n, =0 sur 80.)}
Jo Jo

ot Hy1(03,€) := {v e H(05. Q) vny =0 sur I'1}: et

«h(a)
H(div,) = {w € H| div, (/ wd;z:3> = ()}
Jo

Remarque 3. — Le cas de viscosité anisotrope conduit & un modele hydrostatique différent, dont
on néglige les termes relatifs a la vitesse verticale w3 dans la troisieme équation de la quantité du
mouvement (voir [6], [3] et [4]).

Les équations (2) présentent des similitudes avec celles obtenues dans le cas de la lubrification

(voir [11 et [5)).

3. Démonstration du théoréme

On note A, = 0y, + ths, Vo 1= (0;.92), et on désigne par || - ||, indifféremment la norme
usuelle dans L7(}), (L7(22))%, ou dans (L"(2)). Enfin, C' désigne diverses constantes positives
indépendantes de ¢.

La fonction (v©,¢%) € V x L2(§2) est solution du probleme :

2A v — 030y +e2vVor + 91 =0 dans Q
—2 A, vy — O3y00 + 22vV0e + dog =0 dans {2
—etA vy — 205,05 + e*vVus + d3g =0 dans
divv =0 dans Q)

sy =71, Oyg =79, w3 =0 surw

v=0 surl}

Ele vérifie les équations (1) dans le sens faible suivant :

“)

v €V, g € L{(Q), vérifiant :
a(v,w, )+ b(v.w)+c(qw)=7(w), weV (5)
div v = 0 dans 2
ol . )
b{v.w) = / 2V, v, V,ow, de — / 62(V’171V’ll71 + v Vg )dua
Ja Jo

+ / (54VI7;3V,.1U3 + 52(‘)3'113(')3703)(1;1: — / e*vuy Vasda
Jao JO
clg,w) = — / qdiv(w)dr
J

T(w) = / (Trwy + Tows)do

Jw
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Faisant w = v dans (5), nous obtenons I’identité :

S (IIV.vilI3 + 19se5l13) + N10svill3 + < V.03l = / Ty + o5 )da (6)
En utilisant I'inégalit¢ de Poincaré o
lollz < Cllosvll2 ¥ v € Hoa(ds,92) D
et I'inégalité des traces
[o]l2ie) < ClO3]l2 ¥ v € Ho1 (05, €2) (8)

nous déduisons de (6) et de I’équation de la conservation de la masse que la suite {v:} demeure dans
un borné de ‘H lorsque = tend vers zéro. Par ailleurs, grace a I’inégalité de Gagliardo dans L3(€) :

1 3 1
5 [Torells

i=1

llolls <

nous avons les estimations :

e C ex7,,E 1
HCZV“V?’]H“ Sty T l[e?v Vsl Ly T [|e*v® A N @ S Ce?
|’01(16||“ l.g(Q) + Hd7{1 H w- b ,(Q) < c
[ s < Ced

T~
En utilisant Pinégalit¢ (voir [2]) :

lally < c(uv(m(w.,%m)),s +1 [ adal) vy e i

nous obtenons finalement : [|¢7]]: < C.

Alors, quitte 2 extraire une sous-suite, on a les convergences :

a) vi — v, dans H(div,) faible.

b) ¢ — ¢ € OF dans L] (9) faible.

Compte tenu de ces resultats on peut effectuer le passage a la limite dans (5) pour les fonctions
w = (w,,0), w, € (I, l(SZ)) Nous montrons alors que (v,..q) € H(div,) x Q7 est solution du
pr()bléme (3). On conclut, en particulier, que Vq € (H™ (SZ)): et par suite que ¢ € Q2. Enfin, comme

H{ 1 (€2) est dense dans ‘H, nous avons la formulation variationnelle (3). La convergence de toute la
suite est une conséquence de I'unicité de la solution.
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