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RiGurn& Now Ctudions le comportement d’un fluide soumis h une traction dans un bassin mince 
avec viscositC isotrope Cvanescente. Le modkle obtenu lie les limites des vitesses 
horizontales et de la pression. Nous donnons la solution exacte dans un cas particulier 
et une formulation variationnelle dans le cas gCnt5ral. 

Navier-Stokes equations in a thin domain 

with vanishing viscosity 

Abstract. We study thr behavior of a jluid submitted to u traction in a thirl basin with vanishing 
isotropic viscosity. The model we get links horizontal velocity and pressure limits. We 
give the exact solution in u particdur ccm rrrld u ~~crritrtionrrl,for~nl~i~~ti~~~~ it1 the pneral 
case. 

1. Pr&sentation du probkme 

Soit E un paramgtre positif reprksentant une Cpaisseur caract&istique du bassin 

II, := {(I, %) E WI 3’ := (X]. x2) E w, --Eh(:r) < % < oj 

oti w est un domaine born6 de W’ correspendant 9 la surface d’kquation z = 0, de frontikre 
lipschitzienne &J, et Ir. une application lipschitzienne strictement positive sur 5. 

On considkre les Cquations de Navier-Stokes suivantes : 

Conservation de la quantitC de mouvement : - EAU + (u V)u + Dp = 0 dans 62, 
Conservation de la masse : div u = 0 dansj$ 

Conditions aux limites sur la surface w : ~2 = CT~. E$ = ~7~. 713 = 0 (1) 

Conditions aux limites sur le fond lTE := iX2, \ w : u = t< 

oti 11 := (u;) est la vitesse du fluide et p est la pression renormalisCe. Les donn&es physiques 
du probEme sont la viscositC cinematique E et la force tangentielle de la traction sur la surface, 
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rl, 7-2 E L2(w) (force induite par le vent par exemple). Ce probleme modelise le mouvement 
stationnaire d’un fluide newtonien, incompressible, pesant, a viscosite isotrope. Le rapport de la 
profondeur /IQ sur son &endue horizontale L est mesure par : 

2. La renormalisation 

Considerons le changement d’echelle : 

Notons Q le nouveau domaine, ri := X2 \ w, n,. := (71 i, n2) et ~1~ respectivement les composantes 
horizontales et la composante verticale de la normale sortante sur le bord dfl, div,,v,E := &vi + d2712 
et H;,,(o) := {v E H’(bl)l TJ = 0 sur IYi}. Introduisons les espaces fonctionnels : 

V := (H;,,(62))’ x H,$2) 

L&(U) := ‘ff E LT’(0)l 
1 

pu=o}> 7.2 1 

H(&,O) := {./I E L2(i2)/ &(v E L2(R)} 

Nous montrons, lorsque E tend vers zero, le resultat suivant : 

TH~OR~ME. - Soit { (vE9 q’)}E une suite duns V x Li(I2), de solutions faibles du problhme (1). 
Alors, la suite {(v:.: qe)}E, vf := (II;, ,u;), converge,faiblement duns (H(&, Cl))* x L;(Q) vet-s (v,, q), 
solution unique du probltme : 

’ -3&711 + &q = 0 duns 12 
-a& + i3,q = 0 duns St 

‘3 = 0 dans 0 

Conditions aux limites: 

t div,r [[’ ” 
.I 

V,d53 = 0 ) sur w 

‘Ul . 713 = 0, 712 . 713 = 0 sur rl 

&u1 = 7-1, $3112 = 72 sur w 

Remarque 1. - On se place dans le cas oti : 
a) la fonction Jb est a valeur constante : h(z) = C; 
b) la traction T := (71,~~) verifie : div,r = 0, T . nT = 0. 
Alors, la solution exacte du probleme (2) est donnee par : 

(2) 
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Remarque 2. - La formulation variationnelle du problkme (2) est donnCe par : 

{ 

v,,, E ‘Fl(div,,.). (1 E Q2. vCrifiant : 
U,(V.r.r w,.) + q,(q, w,,.) = r(w,,). w,. E x 

Les formes II et co et les espaces fonctionnels sont dkfinis par : 

(3) 

Remarque 3. - Le cas de viscosite anisotrope conduit j un modkle hydrostatique diffkrent, dont 
on nkglige les termes relatifs A la vitesse verticale 713 dans la troisikme kquation de la quantitk du 
mouvement (voir [6], [3] et [41). 

Les kquations (2) prksentent des similitudes avec celles obtenues dans le cas de la lubrification 

(voir [ll et [5]). 

3. Dkmonstration du thkorkme 

On note & = f&l + 322. C,, := (i)l. &), et on dksigne par 11 11,. indiffkemment la norme 

usuelle dans L”(G), (L’.(12))2, ou dans (L”(12))‘. Enfin, C dksigne diverses constantes positives 
indkpendantes de c’. 

La fonction (v’. @) E V x Li(12) est solution du problkme : 

1 

- c-“a,.t:, - i~.$l~ + E2V-ih!1 + i)lfJ = 0 dans 12 
-c-2Ar1:2 - i)j;):p2 + E2V8,12 + &q = () dans 12 

-E4A,,.7!, - c2’& li;J + C4VC’U!, + i):jq = 0 dans 61 
div v = 0 dans i1 

a:gt:1 = T-1, a:3 (‘2 = 72. IIs = 0 sur w 
v = 0 sur rl 

Elle vkrifie les Cquations (1) dans le sens faible suivant : 

v E V, q E L,‘I($I).vCrifiant : 

u(v. w,,.) + b(v: w) + r:(q. w) = r(w), w E v 

tliv v = 0 dans II 

(4) 

(5) 

c(q, w) = - I qcliv(w)cl:r. 
. 12 
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Faisant w = v dans (5), nous obtenons l’identitt : 

(6) 

(7) 

ll~uI~+, 5 Clld:,ull~ V u E Ho3~(i3,,f2) (8) 

nous dkduisons de (6) et de l’kquation de la conservation de la masse que la suite {v:,} demeure dans 
un born6 de R lorsque c tend vers z&o. Par ailleurs, grke B 1’inCgalitC de Gagliardo dans L”(S2) : 

nous avons les estimations : 

nous obtenons finalement : (I(& 1; 5 c. 
Alors, quitte 2 extraire une sow-suite, on a les convergences : 
a) v; - v,~ dans ;Ft(div.l.) faible. 

b) (1’ - (1 E Q: dans J,$(U) faible. 
Compte tenu de ces rhltats, on peut effectuer le passage h la limite dans (5) pour les fonctions 

w = (w,,,(j), w,,, E (lJ;~,(i))*. N ous montrons alors que (v,,.: q) E l-l(div,.) x QG est solution du 

problhe (3). On conclut. en particulier. que Vq E (H-l(11))‘j et par suite que q E Q’. Enfin, comme 
HA,, (S2) est dense dans X, nous avons la formulation variationnelle (3). La convergence de toute la 
suite est une conskquence de I’unicitC de la solution. 
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