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R&urn& On propose une parametrisation des controleurs dynamiques H, sous-optimaux pour 
certains systemes de dimension infinie. tels que ceux Ctudies dans [ 11. Nous contruisons 
un contrbleur particulier pour l’equation des ondes avec un controle et une perturbation 
internes. Cette parametrisation est une extension en dimension infinie de celle obtenue 
par P. Gahinet en dimension finie 131. 0 Academic des ScienceslElsevier, Paris 

Parametrization of suboptimal H, controllers 

Application to the wave equation 

Abstract. A parametrization of the suboptimal H, dynamic controllers is proposed for some 
injinite-dimensional systems, like those studied in [I]. We construct a particular 
controller to the wave equation with inter& control and internal disturbance. 
This parametrization is the generalization to the injnite-dimensional case, of a 
result obtained by P. Gahinet for the finite-dimensionul cu.se 131. 0 Academic des 
SciencesMsevier, Paris 

A bridged English Version 

1. A dynamic controller for the wave equation 

Let 0 be an open bounded subset of R” with a regular boundary. Let us consider the wave equation: 

U” = AIL + PU2 + ?I in R+ x R, 

u=o in R+ x dO> 

G: 
u(0) = u’(0) = 0 in R+ x R, 

251 = u in IF!+ x 0, 

2’2 = II in IF!+ x R, 

g=u+71u1 in R+ x 0, 

(1) 

Note pr&entt?e par Philippe G. CIARLET. 
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where u : Rf --f X is the state of the system, the control input is v E L’(W+, L’(0)) and the 

perturbation input is w = w’ 
( ) w2 

E (L2(W+:L2($2)))2. The system (1) can be written as a first 

order system: 

2’ = Ax + Blw + B2v 

G: 
z = Clz + D12v 

y = Czlc + D21w, 
(2) 

z(0) = 0, 

where x = (u, u’)~, and X = 2 = HA(R) x L2(R), U = Y = L2(62), W = (L2(Q))‘, A = 

, B2 = D12 = and Ca = Dzl = (I,O). 

, 

THE PROBLEM ‘P,(y) 

We search for the dynamic controllers K = (AK, BK, C,), 

K: 
P’ = AKP + BKY, ~(0) = 0, 

v= CK1), 
(3) 

that take y as an input and produce the output ‘u. Here AK : D( AK) w VK + VK, is an infinitesimal 
generator of a Cc-semigroup S,(t) on a separable real Hilbert space VK with domain D(AK)! 
BK E l(y,VK) and CK E L(%‘, u). 

For a given number y > 0, the problem Pm(r) consists of finding a dynamic controller K such 
that the feedback ‘u = Ky stabilizes the system (2) and reduces the influence of the disturbance 7u 
to the output Z. That is 

Pm(y) : find K stabilizing (2) such that 113(G, K)ll < y! 

where 3(G, K) : L’(R+, IV) 4 L2(R+, 2) , w H Z, is the closed loop operator, and l[F(G: K)ll 
its norm. 

We denote by Topt, the smallest positive number y, for which Pm(r) has a solution. 
Now, let us denote V, = H;(R) x L’(0), we contruct a particular controller for the above system, 

as follows 

and 

CK = -B;P, (4) 

Then 

BK = - (re2QP - I)-‘QC;. (3 

AK = A + (Y2B1B; - B2B;)P + (T-~&P - I)-lQC;C2, (6) 

where 
pL?- &‘(A - AAI$AI -I+AI 

y2 - 1 -A(-I + ilI) fi(A - AA1)” ’ 

Q=y2 fi(A - AA$ -I+AI 
y2 - 1 -A(-1 + AI) fi(A - AAl)+AI ’ > 

(7) 

(8) 
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AI(-y, A) = ( 1 + f&*)-l) +. 

THEOREM 1. - For y strictly greater than 7opt (70pt > 0), the system K characterized by the above 
AK, BK, CK, belongs to Pm(y). 

Dans ce travail, nous proposons une methode pour determiner une classe de controlems H, sous- 
optimaux, qui conduisent a la stabilite exponentielle de certains systemes exactement observables. 
Nous commengons par construire un controleur particulier pour l’equation des ondes, avec un contrdle 
et une perturbation internes, puis nous generalisons ce resultat. De fa Gon similaire, mais avec des 
calculs plus lourds, on peut obtenir une grande classe de stabilisateurs. Ceci permet d’envisager la 
construction d’une methode d’optimisation de stabilisateurs a l’interieur de cette classe. 

1. Stabilisateurs dynamiques pour I’Cquation des ondes 

Soit fl un ouvert borne de R”, de frontiere reguliere. On considere l’equation des ondes (l), 
ob 5 : Iw+ + X est l’etat du systeme, v E L2(W+,L”(fl)) 1 e controle inteme (force inteme), et 

Wl w= 
( > w2 

E (L’(W+ , L2(R)))’ la perturbation interne (un bruit par exemple), y est l’observation, 

utilisee pour le controle (mesure de l’etat), et z la sortie a mesurer, utiliste pour Cvaluer l’efficacite 
du controleur. 

POSITION DU PROBL~ME Pm(y) 
On cherche des stabilisateurs dynamiques K, ayant y comme entree et II comme sortie, 

K: 
p’=A~p+ BKY, P(O) = 0, 

21 = CKP, 
(10) 

O~I AK : D(AK) -+ VK -+ VK est generateur d’un Co-semi-groupe S,(t) = eAKt sur un espace de 
Hilbert V’, BK E L(Y,VK) et CK E L(VK:U). 

Par substitution du systeme (10) dans (2) nous obtenons : 

(;)‘= A(;) +Bw? (;)co = (;), t E Rf. 
,$=c x 0 P ’ 

B;F)> B= (BKf;21)' c =(cl DIZ~K). 

(11) 

(12) 

Dans la suite, on considere des stabilisateurs tels que l’operateur lineaire .F(G, K) : L2(R+, W) + 
L2(R+, 2) , .F(G,K)(w) = z = Clz + DlzC~p, ou (z,p) est solution de (11) et (12), soit defini. 
De plus, (A: B! C) est observable. 

DEFINITION 1. - Soit y un nombre positif donne, P, (7) est la classe des stabilisateurs dynamiques 
K, de la forme (lo), ayant les proprietes suivantes : 

(i) I’operateur A : D(A) -+ X x VK -+ X x VK est generateur infinitesimal d’un Co-semi-groupe 
exponentiellement stable sur X x VK ; 
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(ii) (A, B) est e xponentiellement stabilisable et (A*, C’) est exactement controlable ; 
(iii) llF(G2K)ll < y. 

Nous notons yOr,t le plus petit nombre positif y, pour lequel Ip3o(y) a une solution. 
Ici nous supposons que VA- = HA (0) x L*( 0), et soit y strictement superieur a yopt. 

THI?OR~ME 1. - Pour y strictement supe’rieur i2 yopt > 0, le systt?me K reprhente’par (AK, BK, C,-) 
dkfini par (4)-(9) appartient kj Pw (7). 

Remarques. - (i) Pour cet exemple, la valeur de yopt depend de la premiere valeur propre de 
l’operateur de Laplace A. 

(ii) Ce controleur est obtenu a partir d’un calcul explicite des solutions P et Q des equations (15), 
(16) ci-dessous, et du choix de A4 = Id. 

(iii) Ce theoreme est une consequence du theoreme general &once au paragraphe suivant. 

2. Cadre gCnCra1 

Soient X, U, IV, Y> 2 des espaces de Hilbert reels et &parables et A un operateur de domaine 
D(A), generateur infinitesimal d’un semi-groupe fortement continu (ou Co-semi-groupe) ctt sur X, 
BI E L(WX) , B2 E L(U,X), CI E L(X,Z), C2 E L(X,Y), 012 E L(U,Z), D21 E C(W>Y). 
Ici L(X, Y) designe l’ensemble des operateurs lineaires born& de X sur Y. On note K* E L(Y, X), 
l’adjoint hilbertien de K E L(X, Y). Soit G un systeme de dimension infinie, decrit par : 

{ 

.x’ = Ax + B1w + B2v, 

2 = CIX + I&m: (13) 
x(0) = 0, 

avec une observation donnte par 

Y = (323~ + D21w, (14) 

OB x : Iw+ -+ X est 1’Ctat du systeme, ‘u E L*(R+, U) le contrble, w E L*(W+, IV) la perturbation, 
y E L* (W+, Y) l’observation et z E L*(W+ , 2) la sortie a mesurer. Nous noterons le produit scalaire 
d’un espace H par (., .)H et la norme correspondante par I.IH. Nous supposerons, pour simplifier 
les formules, dans toute la suite que : 

(Hl) Dt2D12 = Id et DF2C1 = 0 sur X ; 
(H2) D21DG1 = Id et D2lBT = 0 sur X. 
On utilise la definition de Px(y) introduite au paragraphe 2.1. 

LE PROBLfiME 6&,(-f) 
En plus des hypotheses (Hl) et (H2), nous supposerons que : 
(H3) (A, B2) est exponentiellement stabilisable et (A! C2) est exponentiellement detectable ; 

(H4) (A,&) et (C;,A*) sont exactement controlables. 
Le cadre de travail est celui de [l]. 

DISINITION 2. - Nous appelons g,(y) la classe des stabilisateurs de la forme (lo), construits 
comme suit : AK : D(AK) 9 VK + VK-! BK E L(Y,Vhl), CK E L(VK,U). De plus, il existe 
deux opCrateurs positifs auto-adjoints, coercifs P E L(X) et Q E C(X), et deux operateurs injectifs 
d’images fermees M E C(VK,X) et :V E L(VK,X), tels que : 

(AX, pyjx + (Px, AY).~ + (P(T-*B~B; - B~B;)Pz, ;Y),~ 

+ (Gx, GY)~ + ((PB2 + MC&)*x, (PB2 + hfC;;)*~)~, = 0 (15) 
pour tous x, y E D(A), 
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(Qx: A*& + (A*z, Q& + (Q(?C;G - GC2)Qx$ & 

+ (B;z; BTy),. + ((QC; + NB)*z, (QC; + N&Y)*& = 0 

pour tous z; y E D(A); 
(16) 

avec 

MN* = y2PQ - I, (17) 

rcr(PQ) = 7.dQP) < y2. (18) 

Puis, nous calculons Ax par la formule, 

A&? = M*(A + Y-~B,B;P + B&‘,M*) 

- B&Y2 + y-2fi-1QMC;(B;P + C,-M*), 
(19) 

oti G et E sont les operateurs bijectifs associes a M et N. 
Le resultat principal est donne par le theoreme suivant. 

THI?ORI?ME 2. - .&ant don& un nombre y strictement supe’rieur h 7opt > 0. On suppose que (Hl) 
et (H2) sont satisfaites ; 

(i) si K uppartient 13 Pm(y), alors K appartient 6 Qw(fy), 
(ii) supposons en plus que (H3) et (H4) sont satisfuites, si K uppurtient h Q,(Y), alors K 

uppurtient h pm(r). 

Dimonstrution. - La demonstration de ce theoreme est detaillee dans [4]. Elle est bake sur le 
lemme du reel borne, demontre dans [2], et une extension en dimension infinie d’un lemme algebrique 
de decomposition d’operateur, Cnond dans [3]. 
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