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Introduction
L’intérêt de la communauté scientifique et des industriels pour la robotique mobile ne

cesse de croître depuis quelques années. Les applications de ce type de robots sont nom-
breuses. Il s’agit essentiellement de tâches de robotique de service (manœuvre, distributions
de colis, ...), de surveillance ou d’acquisition d’informations sur l’environnement des tâches
de production réalisées dans un environnement hostile ou dangereux pour l’homme.

Dans cette optique, les robots mobiles à pattes présentent de formidables perspecti-
ves. La principale raison est l’accroissement de la mobilité générale d’un robot mobile par
l’utilisation de pattes. En effet, un robot à roues ou à chenilles ne peut accéder qu’à des zones
spécialement aménagées (routes, couloirs, plate-formes) ou à des zones de faible déclinaison
(champs, vergers, etc.)

Les pattes sont donc le meilleur moyen de locomotion dans les milieux escarpés, les zones
encombrées d’obstacles au sol ou les espaces urbains conçus pour l’homme (problèmes des
escaliers, pas de porte, trottoirs, etc.). Sur les sols ”rugueux”, l’utilisation des pattes permet
a priori un déplacement plus souple que les roues et un meilleur rendement [Hem79].

Si on se limite à un environnement de type humain (villes, immeubles), l’utilisation
de pattes reste encore le meilleur moyen de se déplacer, les difficultés qu’éprouvent les
handicapés en sont, malheureusement, la meilleure preuve.

Dans cet environnement en particulier, les robots bipèdes présentent l’avantage de l’an-
thropomorphisme. Ce point est par ailleurs la source de l’autre domaine d’intérêt des robots
à pattes : la biomécanique.

Mais avant de voir apparaître des applications industrielles de ces robots, il reste deux
points fondamentaux à résoudre : l’autonomie de décision et de reconnaissance de l’environ-
nement et l’autonomie énergétique des robots.

Ce mémoire aborde l’étude de l’autonomie énergétique des robots.
Le point de départ de notre étude est le robot bipède conçu et réalisé dans notre la-

boratoire. Ce robot est un robot plan possédant cinq axes de rotation parallèles. Il mesure
soixante-quinze centimètres, pour une masse totale d’environ quinze kilogrammes. Celui-ci
est décrit dans le chapitre I.

Afin d’étudier la constitution et les démarches d’un robot autonome, nous nous inspirons
des systèmes marcheurs autonomes existants, dans le but de déterminer quelques directions
de recherche. Ces systèmes sont les animaux en général et l’homme en particulier [Rei94]
[Ale90]. Cette étude est présentée dans le chapitre II.

Le chapitre III est consacré à l’étude de deux points particuliers de la constitution d’un
robot marcheur : la chaîne de transmission de la puissance et les matériaux utilisés pour
la construction de la structure mécanique. L’étude succincte du flux de puissance entre les
batteries et la structure montre que la récupération de l’énergie cinétique de la structure sous
forme électrique présente un mauvais rendement. De là, nous présentons les caractéristiques
temporelles et énergétiques d’un actionneur flexible composé d’un moteur à courant continu
et d’un ressort.

Nous comparons les masses nécessaires à la réalisation d’un robot rigide en utilisant
différents matériaux (métaux, plastiques et composites), sur un modèle très simple de robot
marcheur. Les liens sont supposés cylindriques et la comparaison se fait à déformation égale.

Le chapitre précédent ayant conclu à l’importance des trajectoires dans le rendement
énergétique et la constitution du robot, nous consacrons le chapitre IV à l’étude de la
détermination des démarches de pas minimales en énergie pour notre robot bipède. Ces
démarches sont déterminées au sens de la trajectoire optimale dans l’espace d’état sans
considérations de commande.

Nous choisissons une méthode ”spectrale” par rapport à des méthodes plus classiques
telles que le principe du maximum de Pontryagin. Le principe de la méthode proposée
est la décomposition en séries de Fourier des trajectoires articulaires puis l’optimisation
des coefficients des séries par une méthode d’optimisation paramétrique. Cette méthode
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ne demandant pas de dérivation du modèle dynamique, nous pouvons utiliser le modèle
dynamique présentant des discontinuités déterminé par [Cha93]. Après avoir défini un critère
énergétique, nous déterminons, a priori, le nombre d’harmoniques nécessaires à une bonne
précision.

Suite à la présentation des algorithmes classiques d’optimisation paramétrique, nous
choisissons de tester et de comparer trois algorithmes : la méthode du Simplex de Nelder &
Mead [Nel65], la méthode du ”recuit simulé” [Pre92], et les algorithmes génétiques [Gol89].

Les trajectoires minimales en énergie ainsi déterminées ne respectent pas la contrainte
imposée par le sol. Pour éviter ce phénomène nous proposons deux méthodes complémen-
taires de prise en compte de cette contrainte. Une méthode de type augmentation du critère
par une fonction de pénalité liée au dépassement de la contrainte et une deuxième méthode
basée sur l’utilisation d’un modèle de sol élastique.

Enfin, nous présentons quelques résultats de simulation dans le chapitre V avec et sans
contrainte avant de conclure sur les perspectives d’utilisation de cette approche dans la
conception de robots marcheurs.



Première partie

Modélisation d’un robot bipède.
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Chapitre 1

Introduction

Le robot bipède est un robot plan à 5 degrés de liberté motorisé par des actionneurs
électriques à courant continu. Le lecteur intéressé par des précisions sur la conception du
robot ou de sa commande pourra se reporter à la thèse de N. Chaillet [Cha93].

La figure 1.1 présente l’ensemble des dispositifs de commande du robot.

-câble de liaison

alimentation

-robot bipède

des moteurs
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Fig. 1.1 – Environnement matériel du robot.
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Chapitre 2

Matériel

2.1 Partie mécanique.
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Fig. 2.1 – Représentation générale du robot bipède, vue de face.

La partie mécanique est réalisée en aluminium. Elle possède cinq axes de rotation paral-
lèles. Ces axes sont nommés par analogie anthropomorphique : chevilles, genoux et hanches.
L’ensemble de la structure a une hauteur de 80 cm pour une masse de 15,3 kg. La figure 2.1
montre la structure mécanique du robot.

Stabilité latérale. Ce robot, en raison de sa structure mécanique plane, ne peut se
déplacer qu’en ligne droite. La stabilité latérale est assurée par la présence de deux ergots
sur chaque pied qui assurent que le centre d’inertie dynamique du robot au cours d’un pas
est toujours au-dessus du pied porteur.

2.2 Actionneurs et capteurs.

Actionneurs. Les actionneurs mis en œuvre sont des motoréducteurs à courant continu.
La puissance nominale de chaque moteur est de 27 W, les réducteurs ont un rapport de
réduction de 265. Les limites de l’ensemble sont liées au réducteur. Ainsi le couple maximum
à la sortie du motoréducteur est de 10,6 Nm, la vitesse maximale est de 11,3 tr/min.

Capteurs. Le robot est pourvu de cinq capteurs de position, de type codeurs incrémen-
taux, qui fournissent la position relative entre deux axes consécutifs. D’autre part, il est
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20 CHAPITRE 2. MATÉRIEL

possible de mesurer la valeur instantanée du courant dans chaque moteur. Il est ainsi pos-
sible de connaître le couple articulaire.

2.3 Calculateur et cartes d’axes.

Calculateur. Le calculateur associé est un micro ordinateur de type compatible PC équipé
d’un microprocesseur de type 80386 et d’un coprocesseur mathématique 80387. La fréquence
d’horloge est de 10 Mhz. Ce calculateur est le seul organe de calcul en temps réel disponible
sur la commande du robot.

Cartes d’axes. A l’intérieur de ce calculateur sont placées 5 cartes d’axes. Chaque carte
d’axe possède deux fonctions principales :

– l’acquisition des signaux des capteurs de position et le comptage de la position absolue,
– l’interfaçage entre le calculateur et les moteurs en fournissant une consigne à un as-

servissement de courant analogique. Cette fonction permet donc une commande en
couple des articulations du robot.



Chapitre 3

Modèles du robot

3.1 Le modèle géométrique.

La structure du robot est schématiquement représentée figure 3.1.
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Fig. 3.1 – Représentation du modèle géométrique.

Le modèle géométrique fournit la position du centre du pied mobile par rapport au
repère du pied fixe.

→
O0C (R0 ) =

 −d
−l1.S1 − l2.S12 − l2.S123 − l1.S1234 − l0.S12345

l0 + l1.C1 + l2.C12 + l2.C123 + l1.C1234 + l0.C12345

 (3.1)

La position cartésienne dans le repère R0 des bouts du pied est calculée par :
position du talon repérée par le point T (voir figure 3.1) :
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22 CHAPITRE 3. MODÈLES DU ROBOT

→
O0T (R0 ) =

 −d
−l1.S1 − l2.S12 − l2.S123 − l1.S1234 − l0.S12345 − (lp/2).C12345

l0 + l1.C1 + l2.C12 + l2.C123 + l1.C1234 + l0.C12345 − (lp/2).C12345


(3.2)

Position des doigts de pieds repérée par le point D (voir figure 3.1) :

→
O0D (R0 ) =

 −d
−l1.S1 − l2.S12 − l2.S123 − l1.S1234 − l0.S12345 + (lp/2).C12345

l0 + l1.C1 + l2.C12 + l2.C123 + l1.C1234 + l0.C12345 + (lp/2).S12345


(3.3)

3.2 Le modèle dynamique.

Le modèle dynamique de la structure du robot a été obtenu par l’utilisation des équations
de Lagrange [Dom88] [Coi86] :

d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= Qi + Γi , i = 1 à 5. (3.4)

– L est le Lagrangien. L = T = énergie cinétique totale de la structure mécanique,
– Qi est le couple de pesanteur s’exerçant sur le corps i,
– Γi est le couple des forces extérieures s’exerçant sur l’axe i,
L’application des équations (3.4) conduit dans notre cas à un modèle dynamique de la

forme :

ΓR(q) = A(q)q̈ +B(q)q̇2 + C(q)q̇iq̇j −Q(q) + Γext , (3.5)

avec
– ΓR(5× 1) : Vecteur des couples des motoréducteurs,
– A(5× 5) : Matrice d’inertie,
– B(5× 5) : Matrice des termes centrifuges,
– C(5× 10) : Matrice des termes de Coriolis,
– Q(5× 1) : Vecteur des couples de gravité,
– Γext(5× 1) : Vecteur des couples résultants du contact entre le pied mobile et le sol.
La prise en compte des inerties des moteurs et des frottements sur les axes moteurs

conduisent à un modèle complet de la forme :

ΓM = N−1
[(

A + N2J
)
q̈ + Bq̇2 + Cq̇iq̇j −Q + Γext

]
+ ΓF . (3.6)

où
– ΓM : Vecteur des couple moteurs (avant le réducteur),
– N : Le rapport de réduction des moteurs,
– J : L’inertie d’un moteur et des parties rapides du réducteur,
– ΓF : Vecteur des couples de frottement sur l’arbre moteur.
Le lecteur trouvera en annexe A les valeurs littérales des coefficients des matrices. La

mise en œuvre de ce modèle montre que les couples dûs aux forces de Coriolis et ceux dûs
aux forces centrifuges ne sont pas négligeables dans la majorité des configurations que peut
prendre le robot [Cha93].

Ce modèle, parfait pour l’interprétation physique des phénomènes, n’est pas le plus
adapté en matière de commande. Le formalisme de Newton-Euler demande un volume de
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calculs en ligne environ deux fois inférieur. C’est pourquoi c’est ce dernier formalisme qui a
été retenu pour l’implantation sur le calculateur.

Le modèle de connaissances ainsi déterminé ne reproduit pas, dans notre cas, les valeurs
mesurées. N. Chaillet met en évidence dans [Cha93] les insuffisances du modèle précédent
et propose une amélioration appelée ”modèle dynamique double”.

3.3 Le modèle dynamique double.

Le modèle dynamique double [Cha93][Cha93b], consiste à prendre en compte les pertes
de puissance dans les réducteurs ainsi que le sens de transmission de la puissance. Le flux
de la puissance entre un moteur et la structure est schématisé figure 3.2
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Fig. 3.2 – Sens de transmission de la puissance.

La prise en compte des pertes dans le réducteur conduit aux équations suivantes :

Psortie =
Pentrée
1 + α

⇐⇒

{
PRi = PNi

1+α1
sens 1

PRi = (1 + α2).PNi sens 2
(3.7)

où α1 et α2 sont des coefficients de pertes sans dimension.
L’application des équations 3.7 conduit à deux modèles dynamiques différents suivant le

sens de transmission de la puissance.
ΓMi = 1+α1

N Γi + Ji.N.q̈i, sens 1

ΓMi = 1
N.(1+α2)Γi + Ji.N.q̈i, sens 2

(3.8)

Ce nouveau modèle introduit une non linéarité supplémentaire dans le modèle dynamique
de la structure et demande en outre le calcul en ligne du sens de transmission de la puissance.
En contre partie, il est jusqu’à 40 fois plus précis pour une commande en créneaux de
position.

3.4 Les modèles des frottements

Les couples de frottement sur les axes moteurs ont été identifiés par la mesure indirecte
du couple nécessaire à la rotation de l’axe à une vitesse donnée, et ce pour une plage de
vitesses de ±4000 tr/min. (voir figure 3.3).

Les courbes ainsi identifiées ont été modélisées par deux polynômes du troisième degré
pour chaque axe.

L’important couplage entre les axes du robot ainsi que les termes non linéaires tels que
les couples de gravité ont conduit au choix d’une commande dynamique par découplage non
linéaire complète [Cha93][Dom88].

Les correcteurs PID du système ont été réglés en choisissant la rapidité et le dépassement
de consigne toléré tout en garantissant la stabilité du système bouclé. Ce dernier point à
été réalisé par la modélisation des frottement secs comme étant une non linéarité dont
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Fig. 3.3 – Frottements relevés sur l’axe 5.
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l’effet sur la stabilité est traité par une méthode dite du premier harmonique et du lieu
critique de nyquist [Gil88] [Cha93]. Cette méthode garantit la stabilité du système malgré
les importantes non linéarités et réalise un asservissement rapide. La commande est effectuée
à une période de 7 ms.
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Chapitre 4

Conclusions

Nous disposons au laboratoire d’un système expérimental en matière de robots bipèdes
simple complet. Le logiciel de commande est ouvert et permet une intégration aisée de
nouveaux correcteurs. Le modèle dynamique du robot est précis et permet d’obtenir des
résultats de simulation proches de la réalité. L’implémentation de nouveaux générateurs
de trajectoires est également possible, ce qui permet d’envisager des essais des trajectoires
optimisées en énergie que nous développons par ailleurs.
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Deuxième partie

Inspirations biologiques.
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Chapitre 1

Introduction

Cette partie est consacrée à la recherche des caractéristiques des systèmes biologiques.
Il ne s’agit pas de ”recopier” l’homme ou l’animal mais plus modestement de déterminer des
idées directrices en matière de conception de robots marcheurs.

Nous adopterons l’idée de R.McN. Alexander résumée dans l’introduction de [Ale84] qui
énonce :

”Les jambes et les démarches des animaux sont le produit de
deux optimiseurs très puissants, les processus d’évolution par
la sélection naturelle et l’apprentissage par l’expérience.”

Dans un premier temps nous essayerons de déterminer les critères vis-à-vis desquels
les animaux peuvent être considérés comme des systèmes optimisés. Nous aborderons une
approche morphologique des systèmes vivants puis nous rassemblerons des informations sur
leurs démarches.
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Chapitre 2

Optimalité des démarches animales.

La première question que l’on doit se poser avant toute inspiration de la nature est :

La démarche et/ou la constitution d’un animal sont-elles optimisées ?

La réponse à cette question est bien évidemment oui, mais vis-à-vis de quels critères ?
Plusieurs théories s’affrontent à ce sujet.

J. Reichholf dans [Rei94] applique différentes théories au cas du guépard et de la gazelle.
Il montre que dans ce cas particulier, la théorie de Charles Darwin sur la survivance du plus
apte ou la théorie de la coévolution appliquées sur de longues périodes ne donnent pas les
résultats que l’on observe aujourd’hui, notamment en matière de vitesse des deux animaux.

Sa thèse est que l’évolution naturelle des espèces n’est pas tant liée à une survivance du
plus fort ou du plus rapide mais au meilleur rendement possible de l’énergie absorbée ou
stockée en locomotion. Ainsi l’on se déplacerait comme l’on se nourrit !

Une deuxième idée présente dans son ouvrage est l’optimalité énergétique de la marche.
C’est bien la marche qui est optimale et non la course car la sélection se ferait plus vis-à-vis
de l’environnement que des prédateurs. La sélection due à l’environnement est fondée sur de
longs déplacements en quête de nourriture plutôt que sur des fuites devant un phénomène
environnemental et momentané. Par exemple, la sécheresse provoque de longues migrations
en quête de nouveaux pâturages. Les individus les moins aptes à parcourir ces longues
distances ne survivront pas.
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Chapitre 3

Constituants des systèmes
biologiques.

3.1 Structure : le squelette.

Les os sont constitués de divers sels minéraux dont les plus importants sont le phosphate
de calcium, le carbonate de calcium et le phosphate de magnésium. Ces sels minéraux
donnent sa dureté à l’os. Celui-ci est aussi constitué de divers matériaux organiques assurant
une certaine élasticité. Aussi sa solidité est un compromis entre les divers constituants. Trop
de sels minéraux le rendent dur mais cassant, trop de composés organiques le rendent trop
flexible. L’os est une structure anisotrope qui se réarrange en fonction des efforts exercés
[Kah94].

La forme générale d’un os long, typiquement ceux qui servent de lien entre deux articula-
tions, est donnée figure 3.1 1. Il est constitué d’un corps, la diaphyse, et de deux extrémités,
les épiphyses. La diaphyse est une structure tubulaire remplie de moelle, les épiphyses sont
constituées d’os spongieux moins durs et recouvertes de cartilages qui assureront le contact
avec l’os suivant. La forme de la structure tubulaire est variable pour un même os, par
exemple le fémur est de section triangulaire au centre pour devenir progressivement car-
rée vers les extrémités, comme pour diminuer les concentrations de contraintes et donc de
réduire la masse nécessaire [Kah94].

Fig. 3.1 – Vue extérieure et en coupe d’un os long, le fémur.

1Figure tirée de [Kah94]
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3.2 Actionneurs : les muscles et les tendons.

Un muscle est constitué de :
– un ou plusieurs chefs qui sont la jonction entre le muscle et l’os qui ”soutient” le muscle,
– un corps constitué de fibres musculaires qui produisent l’effort en se contractant,
– un tendon, qui relie le corps du muscle à l’os mû par le muscle.
Les muscles exerçant des forces importantes sont constitués de fibres courtes liées à un

long tendon central. A l’inverse les muscles exerçant des forces faibles sont constitués de
fibres longues pouvant atteindre 15 cm qui se rejoignent à l’extrémité au niveau du tendon.

Les muscles peuvent être uni-articulaires ou pluri-articulaires, c’est à dire qu’un muscle
peut engendrer le mouvement d’une ou plusieurs articulations. Cela implique qu’un mou-
vement est souvent réalisé par l’action simultanée de plusieurs muscles. Ainsi, une cuisse
humaine comporte onze muscles différents pour motoriser les mouvements du fémur et de
l’ensemble tibia-péroné.

Les muscles sont souvent déportés très en amont de l’articulation par manque de place,
le tendon est alors long et parfois enroulé, ce qui crée une poulie de réflexion. Les doigts de
la main et leurs muscles situés dans l’avant bras en sont un exemple [Kah94].

Les muscles ne sont pas réversibles, c’est-à-dire qu’ils ne peuvent pas récupérer de l’éner-
gie, et n’exercent de force que dans une direction. Ainsi pour avoir un mouvement dans les
deux sens d’une articulation, il faut au moins deux muscles dits antagonistes.

Du point de vue énergétique, chaque muscle contient de l’énergie susceptible d’être mise
en œuvre très rapidement dans le cas d’efforts violents, pour les efforts prolongés, le sang
apporte les éléments nutritifs nécessaires [Rei94].

Un muscle n’est pas élastique, par contre les tendons le sont. Ils se comportent, no-
tamment dans le cas de la course comme un ressort de retour qui emmagasine de l’énergie
potentielle, laquelle est restituée au moment de la phase retour (non motrice) de la jambe et
ce avec un rendement énergétique de 93%. Mais cette faculté n’est pratiquement pas utilisée
dans le cas de la marche [Ale90].



Chapitre 4

Constitution d’une jambe humaine.

4.1 L’articulation du genou.

C’est la plus grosse articulation du corps humain. Elle relie le fémur à l’ensemble tibia-
péronné. Les os qu’elle relie présentent des surfaces incongruentes qui roulent l’une sur
l’autre puis glissent l’une par rapport à l’autre dans le cas de grands mouvements. Le
contact des surfaces est assuré par des ligaments et les ménisques qui sont situés entre les
deux surfaces de contact et qui assurent un contact intime ainsi que le glissement de celles-
ci. Cette articulation présente une rotation principale dans le plan sagittal, les deux autres
rotations ayant un débattement nettement inférieur. Cette diminution de débattement est
due à notre démarche bipède, les rotations étant limitées par constitution, les muscles n’ont
plus à fournir d’efforts pour maintenir ces degrés de liberté. La rotule, l’os mobile du genou
est un démultiplicateur d’efforts, elle transmet le mouvement du quadriceps au tibia [She93].

4.2 Le pied.

Un pied humain est constitué de vingt-six os maintenus ensemble par une multitude
de ligaments et de muscles (voir figure 4.1) 1. Les ligaments plantaires sont infatigables et
maintiennent la courbure du pied. Dans le cas de la course, ces ligaments ainsi que les parties
molles donnent au pied une élasticité qui améliore le contact pied-sol au moment de l’impact
par la diminution de la force transmise aux articulations suivantes et un effet anti-rebond
[Ale90]. Les muscles plantaires n’interviennent que dans le cas de fortes charges [Kah94].

Fig. 4.1 – Vue extérieure d’un pied humain, os et ligaments.

Mais l’on est en droit de se poser la question de l’optimalité de la constitution d’un pied
humain qui n’est jamais qu’une adaptation ”récente” à la marche bipède d’un pied préhen-

1Figure tirée de [Kah94]
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seur, comme pour le singe, plutôt destiné à l’escalade des arbres. Les pieds des quadrupèdes
et en particulier ceux du cheval sont nettement différents puisqu’ils marchent sur l’extrémité
de leurs orteils, un seul pour le cheval, limitant ainsi les pertes par frottement [Rei94]. Dans
ce cas, l’élasticité nécessaire est fournie par les tendons, la cheville et les ligaments associés.

Dans le cas de l’homme, les doigts de pieds sont importants dans le déplacement. Ils sont
avec le métatarse le point d’appui au sol pendant une partie des phases de double support et
ils permettent un contrôle faible mais non négligeable de la position du corps dans l’espace
[Kah94].



Chapitre 5

Conséquences sur la constitution d’un
robot marcheur.

Les informations sur les systèmes vivants vues précédemment nous donnent des solutions
potentielles pour la construction de robots à pattes. En particulier, il est envisageable de
choisir un squelette tubulaire et présentant un bon compromis entre la rigidité et la souplesse.

Les pieds du robot devraient être élastiques, soit par l’utilisation de matériaux souples,
soit en créant une liaison élastique transposée de la liaison tarse-métatarse afin de diminuer
les efforts dûs à l’impact pied-sol.

Enfin il est envisageable de créer une sorte de doigts de pied qui permettent le contrôle en
position de l’ensemble de la structure ainsi qu’une augmentation de la longueur fonctionnelle
de la jambe porteuse diminuant ainsi les mouvements de la jambe mobile pour l’évitement
du sol lors des phases de retour.

Bien sûr, il n’est pas possible de transposer toutes les solutions existantes sur des sys-
tèmes biologiques en robotique. En particulier lorsqu’un élément aussi important que l’ac-
tionneur est fondé sur un principe électromagnétique, il n’est alors pas immédiat de trans-
poser à la robotique des solutions biologiques.
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Chapitre 6

Démarches.

La recopie des démarches animales ou humaines ne se justifie que dans le cadre des
applications en prothèses. Dans les autres cas, les différences de structure entre un robot
marcheur et un animal ou un homme rendent ces trajectoires non optimales [Sur90]. Néan-
moins, notre robot étant appelé à se mouvoir dans un environnement humain il est probable
que les deux démarches (robot et homme) soient similaires.

Il ne s’agit donc que de comprendre les principes qui régissent les démarches humaines
et animales pour en extraire quelques idées pour les démarches de robots marcheurs.

6.1 Mécanique de la marche.

V.T. Inman et al. dans [Inm81] déterminent le nombre de liaisons minimales en partant
d’une démarche de type pendule inversé et en ajoutant des articulations au fur et à mesure
afin de reproduire mécaniquement la démarche humaine. Un résumé rapide des fonctions de
chaque articulation est donné par le tableau 6.1.

mouvement conséquences
rotation de la jambe porteuse / sol déplacement en arcs de cercle du centre de

gravité
rotation du fémur / sacrum dans le plan
transversal

déplacement sinusoïdal du sacrum dans le
plan transversal

rotation du fémur / sacrum dans le plan
coronal

déplacements en arcs de cercle du centre
de gravité plus réalistes (moins prononcés)

rotation du genou pendant la phase de vol : passage aisé de la
jambe mobile, le bassin ne doit plus s’éle-
ver pour permettre le passage de la jambe,
au début de la phase de double support :
absorber une partie du choc

rotation talon sol et métatarse /sol lissage de la trajectoire cartésienne du ge-
nou qui se répercute sur le bassin

rotation métatarse /sol augmentation de la longueur fonctionnelle
de la jambe pour faciliter le passage de la
jambe mobile

Tab. 6.1 – Utilité des articulations dans la démarche humaine.

Dans [Ale90] l’auteur met l’accent sur l’utilité d’un talon souple pour l’évitement des
rebonds et la diminution des couples dûs aux chocs. La figure 6.11 met en évidence les deux
rôles du pied dans la démarche humaine.

1Figure tirée de [Inm81]
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Fig. 6.1 – Rôle du pied dans la démarche humaine.

Du point de vue énergétique, V.T. Inman et al. présentent les courbes de la puissance
fournie et absorbée par les 3 articulations de la jambe et montrent plusieurs points intéres-
sants (voir figure 6.2) 2.

1. Le maximum de puissance est fourni pendant la phase de double support.
2. Le genou est un absorbeur d’énergie. R.McN. Alexander [Ale90] et V.T. Inman et al.

laissent supposer que ce phénomène pourrait être lié au transfert d’énergie cinétique
d’un membre sur l’autre par l’action des muscles pluri-articulaires puisque les muscles
sont irréversibles.

3. La puissance fournie par une jambe ne correspond pas à celle nécessaire au déplacement
de cette jambe. Par contre, la puissance délivrée par les deux jambes correspond assez
bien à celle nécessaire au déplacement des deux jambes. Il y a donc transfert de
puissance d’une jambe sur l’autre, sans doute par le transfert d’énergie vers le tronc
[Inm81].

6.1.1 Influence du tronc.

Chez l’homme, la masse du tronc n’intervient que très peu dans la consommation d’éner-
gie. L’accroissement de consommation d’énergie lié à une augmentation de la masse du tronc
de 5 kg, bien répartis, n’est pas mesurable [Inm81].

De même, le mouvement des bras, s’il est utile dans le cas de la course pour la stabilisation
latérale du corps, n’intervient pratiquement pas dans la consommation d’énergie [Inm81].

6.1.2 La course.

L’étude de la course, et en particulier l’étude des passages marche vers course, a donné
lieu à plusieurs hypothèses [Gim94], [Ale84].

La marche étant essentiellement un transfert contrôlé d’énergie potentielle en énergie
cinétique, le rôle des muscles est de maintenir une certaine géométrie, variable au cours du
pas, de l’ensemble des articulations.

Dans le cas de la course, les muscles travaillent en ressorts à raideur variable afin de
diminuer la quantité d’énergie fournie par eux. Le passage d’une démarche à l’autre serait
dû à la mise en œuvre de ces ressorts commandés. La variation de raideur est obtenue en
contractant une quantité variable de fibres d’un muscle donné.

Le tableau 6.2 nous donne, dans le cas du cheval, les différentes parties du corps qui
jouent le rôle de ressorts en fonction de l’allure.

2Figure tirée de [Inm81]
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Fig. 6.2 – Puissances fournie et nécessaire pendant un pas.

la marche pas ou peu de ressorts
le trot ressorts = muscles et tendons
galop ressorts = dos

Tab. 6.2 – Allures du cheval et ressorts utilisés.

La conclusion que l’on peut tirer de ce qui précède est qu’une démarche n’est pas en soi
optimale. Elle n’est optimale que vis-à-vis d’une structure dans un environnement, et pour
une vitesse moyenne.

Aussi nous en déduisons que la détermination de trajectoires doit être faite avec le
minimum possible d’hypothèses.
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Chapitre 7

Conclusions sur les systèmes
biologiques.

Du point de vue de la constitution, il nous semble important d’introduire des éléments
flexibles dans le robot. Les systèmes biologiques utilisent peu leurs éléments flexibles pour
la marche. En fait, les allures des systèmes biologiques n’utilisent les ressorts que dans les
plages de grandes vitesses, vitesses que les muscles seuls ne permettraient pas d’atteindre.

Les points de contact avec le sol jouent aussi un rôle important, le pied est en effet l’un
des points essentiels de conversion d’énergie cinétique en énergie potentielle. Une géométrie
adaptée aux caractéristiques propres du robot est à étudier.

La transposition aux robots des muscles pluri-articulaires semble difficile. Néanmoins
l’on peut imaginer une transmission du mouvement d’un lien sur l’autre à l’aide de butées
articulaires.

Les animaux et les hommes montrent une capacité à utiliser au mieux leur constitution,
éléments flexibles, dos, tronc, à chaque allure. Rappelons que les démarches sont le fruit d’un
apprentissage continuel puisque l’animal et l’homme évoluent au cours de leur vie. D’autre
part la constitution de l’animal et de l’homme évolue elle aussi en fonction des démarches
utilisées, par exemple le volume des muscles augmente.

Le dernier point important est l’indissociabilité de la constitution et de la démarche. Le
concepteur de robot doit dès lors prendre en compte les démarches lors la conception.
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Troisième partie

Etude d’une chaîne de transmission
électromécanique.

47





Chapitre 1

Introduction

L’une des différences fondamentales entre un robot et un système biologique est la pos-
sibilité pour le premier de récupérer l’énergie s’il est pourvu d’une chaîne de conversion
entièrement réversible. Dans cette partie, nous allons étudier le transfert de l’énergie de la
source (batteries) vers la structure mécanique.

1.1 Présentation des éléments intervenant dans la chaîne de
conversion de l’énergie.

La figure 1.1 montre les différents éléments intervenant dans la chaîne de conversion de
l’énergie d’un axe d’un robot autonome commandé par des moteurs électriques.

batteries moteur réducteurconvertisseur

- - - -

����

structure
mécanique

Fig. 1.1 – Eléments de la chaîne de transmission de la puissance.

1. Les batteries convertissent l’énergie chimique en énergie électrique et inversement,
2. les convertisseurs continu - continu commandent le transfert énergétique entre la source

d’énergie électrique et les moteurs,
3. les moteurs convertissent la puissance électrique en puissance mécanique,
4. les réducteurs adaptent la charge au moteur,
5. la structure mécanique utilise l’énergie pour accélérer puis la restitue lors des freinages.

1.2 Le problème de la récupération d’énergie

Sur un système autonome, l’énergie est trop précieuse pour que l’on puisse se permettre
de la perdre dans les chaînes de conversion.

Afin de fixer les idées, prenons l’exemple de la chaîne de transmission représentée figure
1.1 où l’on suppose que chaque élément a un rendement ρ = 0, 9 et étudions la puissance
effectivement transmise à la structure.

Si la batterie délivre une puissance Pbatterie = 1 W, la structure reçoit :

Pstructure = ρ3Pbatterie = 0, 73 W, (1.1)
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Dans l’autre sens, et en faisant l’hypothèse que tous les éléments sont réversibles et de
rendements identiques dans les deux sens de transmission de la puissance, nous obtenons :

Pbatterie = ρ3Pstructure = 0, 53 W (1.2)

Sachant que les trajectoires usuelles d’une chaîne articulée de type robot sont constituées
d’une suite d’accélérations et de freinages, c’est-à-dire de transmissions d’énergie de la source
vers la structure puis de la structure vers la source, nous obtenons un rendement global :

ρglobal = ρ6 = 0, 53 (1.3)

1.3 Amélioration du rendement global.

L’amélioration du rendement global passe par l’amélioration des rendements de chaque
élément de la chaîne de transmission de la puissance. En effet, en reprenant l’exemple précé-
dent avec ρ = 0, 95 nous obtenons : ρglobal = ρ6 = 0, 73. L’amélioration de chaque rendement
est donc une voie, elle n’est pas la seule !

1.3.1 Amélioration du rendement de chaque élément.

Batteries. Le stockage d’énergie électrique est un problème d’actualité. Les problèmes qui
y sont liés dans le cas de la voiture électrique en sont le meilleur exemple. Les progrès dans
ce domaine se multiplient chaque année sous l’impulsion des constructeurs automobiles et
des enjeux économiques sous-jacents, aussi les valeurs numériques présentées ci-après seront
sans doute rapidement améliorées [Kan95].

Le rendement énergétique (à ne pas confondre avec le rendement en électricité), est de
l’ordre de 0,45 à 0,80 pour les meilleurs accumulateurs [Jac87]. Ce rendement peut être
amélioré par l’utilisation d’une supercapacité, qui n’est autre qu’un gros condensateur qui
stocke l’énergie récupérée lors des freinages avec un rendement meilleur (ρsc ' 0, 9).

Convertisseurs. Idéalement les pertes dans les convertisseurs statiques sont nulles. En
fait, les pertes sont essentiellement les pertes par effet Joule dans les semiconducteurs (tran-
sistors, diodes). Ces pertes se divisent en deux catégories [Dal89] [Ség79] :

– pertes au moment des commutations, que l’on peut réduire par l’utilisation de circuits
d’aide à la commutation,

– pertes pendant la conduction, qui sont fonction du courant délivré et de la tension de
seuil des composants considérés.

Le grand nombre de structures possibles et la dépendance du rendement vis-à-vis de
la puissance délivrée nous empêchent de donner un ordre de grandeur. Néanmoins nous
l’évaluerons à 0,9 pour un hacheur quatre quadrants dans la gamme de puissance de 20 à
50 W à une fréquence de hachage de 20 kHz.

Moteurs à courant continu. Le rendement des moteurs à courant continu est lui aussi
extrêmement variable. Les trois formes de pertes prédominantes sont [All95] :

– les pertes par effet Joule dans les bobinages, que l’on peut réduire par l’utilisation
de fils de plus grand diamètre pour les bobinages, mais la diminution de la densité
superficielle du courant implique une augmentation de la surface de l’entrefer et donc
de la masse du moteur,

– les pertes ferromagnétiques par courant de Foucault, que l’on peut réduire par l’utili-
sation de tôles feuilletées,

– les pertes mécaniques au niveau les paliers, du collecteur et des frottements fluides.
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Les pertes sont antagonistes vis-à-vis de la masse et du volume du moteur réalisé. Si pour
les moteurs de forte puissance, les rendements avoisinent 99% à la puissance nominale, le
rendement des petits moteurs est imposé par la masse et le volume voulu sous la contrainte
de la surchauffe. Il faut noter que le rendement d’un moteur tend vers 0 lorsque la vitesse
tend vers 0 puisque la puissance de sortie est nulle.

La documentation constructeur [Esc89] donne un ordre de grandeur du rendement : 0,8
à la puissance nominale.

Réducteurs. Le rendement des réducteurs est fonction du principe de réduction utilisé.
Les valeurs numériques données sont des valeurs typiques dans la gamme de puissance de
20 à 50 W. Les réducteurs réversibles sont de trois types :

– à denture droite avec un rendement de l’ordre de 0,9 [Hen68] par étage,
– à trains épicycloïdaux avec un rendement de l’ordre de 0,6 [Esc89], mais avec des

rapports de réduction nettement plus grands N > 100,
– à anneau déformable (”harmonic drive”) avec un rendement de l’ordre de 0,65 pour

des rapports de réduction N > 100 [Mar96].
Les pertes sont dues aux frottements ainsi qu’à la déformation élastique des dents.

Autres actionneurs. Les deux paragraphes précédents montrent l’antagonisme rende-
ment - masse de l’ensemble motoréducteur. C’est pourquoi, certains auteurs s’orientent vers
des solutions différentes.

La première voie est constituée par les moteurs piézo-électriques dont les caractéristi-
ques de couples et de vitesses correspondent parfaitement à celles utilisées en robotique. Ces
moteurs sont légers, 400 g pour une puissance de 30 W mais avec un rendement de 2% !

Les matériaux à mémoire de forme constituent la deuxième voie. Présentés sous la forme
de fils fins (jusqu’à 25 microns) composés de titanium et de nickel les matériaux à mémoire
de forme ont des caractéristiques très intéressantes [Mon95]. Avec un rapport puissance de
sortie sur masse de 4 W/g et un rendement de l’ordre de 5% ([Has85] obtient 10%), ils
concurrencent les ensembles motoréducteurs. Gageons que la commande et le rendement de
ces matériaux s’amélioreront dans l’avenir.

Conclusion. Le rendement global de la chaîne de transmission peut être amélioré par
l’amélioration du rendement de chaque constituant mais au détriment de la masse de l’en-
semble et ceci grâce à : :

– l’adjonction d’une supercapacité,
– un moteur plus volumineux, mais de meilleur rendement,
– un convertisseur surdimensionné,
– des moteurs mieux intégrés au réducteur,
– des moteurs synchrones ou à reluctance variable.
Le rendement global d’une chaîne classique dans le sens direct, batteries vers structure,

peut s’évaluer à :

ρdirect = 0, 9︸︷︷︸
supercapacité

× 0, 9︸︷︷︸
convertisseur

× 0, 8︸︷︷︸
moteur

× 0, 6︸︷︷︸
réducteur

= 0, 39 (1.4)

et pour un cycle de fonctionnement complet :

ρglobal = ρdirect
2 = 0, 15 (1.5)

Un rendement aussi faible demande la recherche d’une autre solution de récupération de
l’énergie.
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1.3.2 Conservation de l’énergie sous forme mécanique au niveau de la
structure.

Supposons que l’on puisse récupérer puis restituer de l’énergie sous forme d’énergie
potentielle de déformation d’un ressort avec un rendement de 0,9.

Le rendement global devient donc :

ρglobal = ρdirect × ρressort = 0, 35 (1.6)

soit un gain de 20%.

1.3.3 Conclusion.

Dès lors une étude plus approfondie d’une chaine de puissance contenant un ressort
s’impose. Ceci est fait au paragraphe suivant.



Chapitre 2

Actionneur élastique.

2.1 Introduction.

Dans l’optique de l’amélioration du rendement moyen de la chaîne de conversion (voir
§1.3), nous nous proposons d’étudier un actionneur qui permet le stockage temporaire d’éner-
gie sous forme d’énergie potentielle de déformation d’un ressort [Cab95].

2.1.1 Actionneur étudié.

L’actionneur présenté figure 2.1 est composé d’un motoréducteur à courant continu ré-
versible et d’un ressort de torsion relié à l’arbre de sortie du réducteur et au bâti. Ce ressort,
écarté de sa position de repos, exerce un couple de rappel proportionnel à l’écart angulaire
sur l’arbre de sortie.

moteur
ou motoréducteur

ressort

charge
ou axe du robot

Fig. 2.1 – Représentation du système étudié.

2.1.2 Cycle étudié.

Nous limitons notre étude à un cycle simple, classique en robotique [Abb86]. Ce cycle,
représenté figure 2.2, est caractérisé par une position de départ qi à vitesse nulle et une
position d’arrivée qf à vitesse nulle, avec des temps de maintien dans chacune des positions,
respectivement Tmi et Tmf .

2.2 Etude temporelle.

Le but de cette étude est de comparer le temps minimum pour déplacer la charge d’une
position initiale qi à une position finale qf . Nous ne nous intéresserons donc qu’à des com-
mandes au niveau du moteur de type ”Bang-Bang”.
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Fig. 2.2 – Cycle étudié.

2.2.1 Temps de cycle

L’équation différentielle du mouvement du système représenté figure 2.1 avec l’hypothèse
de frottements négligeables est :

Γ = Jq̈ + k(q − q0), (2.1)

avec : 
Γ : couple moteur en sortie du réducteur,
J : inertie de la charge,
k : constante de raideur du ressort,
q0 : position de repos de l’axe relié au ressort,
q : position de l’arbre moteur.

L’hypothèse des frottements négligeables permet le calcul des temps de cycle sous forme
littérale. Avec l’hypothèse supplémentaire que seul le couple moteur est limité, nous obtenons
par intégration de l’équation différentielle (2.1) avec une commande Bang-Bang (voir figure
2.2) :

– Temps de cycle sans ressort (k = 0) Tcsr :

Tcsr = 4

√
J(qf − qi)

Γm
+ Tmi + Tmf , (2.2)
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– Temps de cycle avec ressort Tcar :

Tcar = 2

√
J

k
arccos

(
1
2

(Γri + Γrf )2 − 4Γm2

(Γri − Γm)(Γrf + Γm)
− 1

)
+ Tmi + Tmf , (2.3)

où : 
Γm = couple maximum en sortie du réducteur,
Γri = k(qi − q0),
Γrf = k(qf − q0).

Il est important de noter que la présence d’un ressort restreint l’espace atteignable. En
effet, l’actionneur ne peut stabiliser la charge dans une position q à vitesse nulle que si :

|q − q0| ≤
Γm
k
. (2.4)

Avant de tirer des conclusions de ces résultats, il faut déterminer les valeurs de q0 et de
k qui minimisent le temps de cycle Tcar .

2.2.2 Choix de q0 et k optimums

Dans le cas du cycle étudié, la position de repos optimale pour un temps de cycle
minimum s’obtient par la résolution de :

∂Tcar
∂q0

(q0opt) = 0. (2.5)

Dans le cas du cycle étudié la solution de (2.5) est :

q0opt =
qi + qf

2
. (2.6)

La raideur optimale, kopt, qui minimise le temps de cycle devrait être en théorie infinie
mais est limitée par la contrainte (2.4) d’où :

kmax = kopt =
Γm

max |q − q0|
, ∀q de l’espace atteignable. (2.7)

Si le nombre de positions stables du cycle est supérieur à deux, la relation précédente
reste valable. Par contre, la position de repos optimale qopt n’a pas une expression littérale
simple, mais elle s’obtient aisément par la résolution numérique de l’équation (2.5) avec
k = kopt défini par (2.7). [Cab95]

2.2.3 Résultats temporels

Afin de comparer les performances en vitesse des systèmes avec et sans ressort, nous
avons calculé le rapport des temps α = Tcar/Tcsr pour un espace atteignable donné (−qmax, qmax),
k = kopt et q0 = qopt calculés pour un cycle allant de
qi=−qmax=−π/4 à qf = qmax=π/4, ces valeurs étant inspirées par les trajectoires de pas
de notre robot marcheur.

Sur la figure 2.3, chaque trajectoire est représentée par un point de coordonnées (position
initiale , position finale). Le gain de temps maximum s’obtient pour les trajectoires allant
d’une extrémité à l’autre de l’espace atteignable. Pour une trajectoire allant de qi = −qmax
à qf = +qmax, nous obtenons un gain de temps de cycle :

α =
π

3
√

2
' 0, 74. (2.8)
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Par contre pour les trajectoires de faible amplitude et de valeur moyenne éloignée de
q0opt le rapport α tend vers l’infini, ce qui est très défavorable pour l’actionneur élastique.
Mais dans ce cas, on constate également que les deux temps de cycle tendent vers zéro.

Pour k = kopt, environ 68% des trajectoires de l’espace atteignable ont un temps de
cycle plus faible que lorsque k = 0.

α > 1

0, 9 < α < 1

0, 8 < α < 0, 9

0, 74 < α < 0, 8

Fig. 2.3 – Rapport des temps α = Tcar/Tcsr en fonction de qi et qf .

2.2.4 Conclusions sur les résultats temporels.

Le gain de temps sur l’ensemble des trajectoires de l’espace atteignable s’explique par la
mise en jeu de l’énergie de déformation du ressort lors du mouvement. En fait, le motoré-
ducteur délivre plus de couple dans le cas d’un système avec ressort puisque dans les phases
de maintien, le couple moteur doit vaincre le couple de rappel dû au ressort. Par contre, le
couple de démarrage et/ou celui de freinage est plus grand dans la majorité des trajectoires
possibles.

2.3 Etude énergétique.

2.3.1 Conditions de l’étude.

Dans cette partie, nous allons étudier les caractéristiques énergétiques de l’actionneur
présenté figure 2.1. Les trajectoires du système seront donc calculées pour être optimales
vis-à-vis d’un critère énergétique que nous proposons. L’étude sera faite sur un cycle type
présenté figure 2.2. Dans un premier temps, nous considérerons que les temps de maintien
Tmi et Tmf sont nuls.

La raideur du ressort est toujours soumise à la contrainte (2.7). Les simulations serons
faites pour des valeurs de raideurs liées à cette valeur maximale. Dans la suite du dévelop-
pement et sans perte de généralité, nous choisissons la position de repos du ressort q0 = 0.
Enfin, les applications numériques sont réalisées en utilisant les valeurs expérimentales d’un
axe du robot bipède existant au laboratoire [Cha93].

2.3.2 Calcul des trajectoires minimales en énergie.

L’équation d’état du système représenté figure 2.1 en tenant compte maintenant des
frottements visqueux est :
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Ẋ = AX +BU, (2.9)

avec : A =
[

0 1
−k
J

fv
J

]
, X =

[
q
q̇

]
, B =

[
0
1
J

]
et U = Γ. (2.10)

L’énergie apportée par le moteur électrique sert à déplacer la charge mais aussi à apporter
l’énergie nécessaire à la déformation du ressort. Comme les trajectoires recherchées sont
cycliques, l’énergie potentielle de déformation du ressort sera la même au début et à la fin
du cycle.

Ainsi, le critère énergétique :

Jcycle =
∫ Tcycle

0
V I dt, (2.11)

où : {
V : tension appliquée au moteur,
I : courant dans le moteur.

peut s’écrire comme étant la somme des pertes par effet Joule et mécaniques par frotte-
ment :

Jcycle =
∫ Tcycle

0

(
βΓ2(t) + fv q̇

2(t)
)
dt, (2.12)

où : 
Tcycle : temps d’un cycle complet,
β : coefficient de pertes par effet Joule,
fv : coefficient de frottement visqueux,

Le cycle étudié peut être décomposé en deux parties qui peuvent être étudiées séparé-
ment, les temps de maintien et les temps de transfert de la charge. L’effet des temps de
maintien sur le critère sera présenté au paragraphe 2.4. Les transferts de la charge à énergie
minimale se réduisent au calcul d’une trajectoire minimale en énergie entre deux états du
système.

D’où le critère utilisé :

J =
∫ T

0

(
βΓ2(t) + fv q̇

2(t)
)
dt, (2.13)

où : T est le temps de déplacement de qi à qi en passant par qf .
Le critère quadratique (2.13) peut s’écrire en utilisant une notation matricielle sous la

forme :

J =
∫ T

0

(
XTQX + UTRU

)
dt, (2.14)

avec : Q =
[

0 0
0 fv

]
et R = β.

Il s’agit alors de déterminer une trajectoire optimale qui minimise le critère (2.13). Pour
cela, nous utilisons une méthode classique qui nécessite le calcul de la fonction de coût
modifiée ou Hamiltonien [Sag77].

J =
∫ T

0

[
XTQX + UTRU + ψT

(
Ẋ −AX −BU

)]
dt, (2.15)

où ψ =
[
ψ1

ψ2

]
est appelé multiplicateur de Lagrange.
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Le Hamiltonien est défini par :

H = −
(
XTQX + UTRU

)
+ ψT (AX +BU) (2.16)

Les équations de Hamilton donnent :

∂H
∂X

= −ψ̇ = −QX +ATψ (2.17)

∂H
∂U

= 0 = −RU +BTψ (2.18)

De la relation (2.18), nous déduisons la commande optimale U∗ :

U∗ = R−1BTψ (2.19)

En remplaçant U∗ de (2.19) dans (2.9) nous obtenons alors un système de 2 équations
différentielles couplées, {

ψ̇ = QX −ATψ
Ẋ = AX +BR−1BTψ

(2.20)

Si l’état final n’est pas soumis à contrainte nous pouvons appliquer l’équation de Riccati.
Mais dans notre cas l’état final est fixé donc la condition de transversalité ne s’applique pas
[Sag77]. La résolution des équations différentielles du système (2.20) avec les conditions aux
limites X(0) = Xi = [qi 0]T et X(T ) = Xf = [qf 0]T se fait de façon numérique en
imposant des conditions initiales quelconques à ψ et en les modifiant jusqu’à l’obtention
de X(T ) = Xf . Une méthode du gradient donne de bons résultats en un faible nombre
d’itérations (2 ou 3).

Résultats.

Les figures 2.4 et 2.5 représentent les résultats obtenus par la méthode précédente pour
un trajet de Xi = [−π/4 0]T à Xf = [π/4 0]T en 1 seconde. Les pertes engendrées dans ce
cas sont de 0,25 Joules

Fig. 2.4 – Commande de l’actionneur avec ressort pour un trajet de Xi à Xf en 1 s.

Sur les figures 2.4 et 2.5, nous observons que la position varie de qi à qf presque linéaire-
ment, la vitesse reste positive avec des écarts par rapport à sa valeur moyenne (π/2 rad.s−1)
plus faibles que ceux observés sur la figure 2.7 correspondant au même trajet mais pour un
temps de trajet de 1,5 secondes. L’augmentation du temps de trajet provoque une commande
qui entretient et/ou contraint l’oscillation afin d’atteindre l’état final désiré.

Les figures 2.6 et 2.7 représentent les résultats obtenus avec les mêmes conditions initiale
et finale, mais pour un temps de cycle de 1,5 secondes et des pertes engendrées de 1,75 Joules.
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vitesse

position

Fig. 2.5 – Etat pour un trajet à énergie minimale entre Xi et Xf en 1 s.

Fig. 2.6 – Commande de l’actionneur avec ressort pour un trajet de Xi à Xf en 1,5 s.

vitesse

position

Fig. 2.7 – Etat pour un trajet à énergie minimale entre Xi et Xf en 1,5 s.

2.4 Prise en compte des temps de maintien.

Les pertes liées aux temps de maintien sont uniquement dues aux pertes par effet Joule.
Leur expression est :
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Jmaintien = Tmi × β(k(qi − q0))2 + Tmf × β(k(qf − q0))2. (2.21)

Il est évident que pour des temps de maintien longs, les pertes ainsi engendrées seront
grandes.

2.4.1 Résultats énergétiques.

Les figures 2.8 à 2.11 montrent, dans un cas particulier (β = 3, 65.103 WN−2m−2,
fv = 1, 88.10−3 N.m.s/rad), l’énergie consommée par l’actionneur en fonction du temps de
cycle imposé avec pour paramètres la raideur du ressort et la position finale qf . La forme
générale du critère s’explique par le fait que cet actionneur (moteur et ressort) fonctionne
comme un oscillateur.

k = kmax

k = kmax/3

k = kmax/2

k = 0

Energie (J)

Temps de cycle (s)

Fig. 2.8 – Energie nécessaire pour un cycle allant de qi = −qmax à qf = qmax.
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k = kmax

k = kmax/3

k = kmax/2

k = 0

Energie (J)

Temps de cycle (s)

Fig. 2.9 – Energie nécessaire pour un cycle allant de qi = −qmax à qf = qmax/2.

k = kmax

k = kmax/3

k = kmax/2

k = 0

Energie (J)

Temps de cycle (s)

Fig. 2.10 – Energie nécessaire pour un cycle allant de qi = −qmax à qf = q0.
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k = kmax

k = kmax/3

k = kmax/2

k = 0

Energie (J)

Temps de cycle (s)

Fig. 2.11 – Energie nécessaire pour un cycle allant de qi = −qmax à qf = −qmax/2.

Sur la figure 2.8, nous pouvons observer que pour les temps de cycle faibles (Tcycle ≤ 1s),
le système avec ressort consomme moins d’énergie car le couple à fournir est moindre, le
ressort en fournissant une partie. Les variations par rapport à la vitesse moyenne, fixée
par le temps de cycle, sont plus faibles, les pertes mécaniques sont donc plus faibles. Nous
observons aussi que la variation de la raideur k déplace le minimum de l’énergie consommée
vers un autre temps de cycle. Ceci est dû à la variation de la pseudo-période de l’oscillateur
mécanique réalisé. Inversement, cela veut dire qu’il est possible de déterminer une raideur
optimale d’un point de vue énergétique pour un déplacement donné et un temps de cycle
donné à temps de maintiens nuls.

Si la trajectoire n’est pas centrée sur q0, le moteur doit fournir un couple supplémen-
taire pour compenser le couple de rappel, ce qui augmente les pertes par effet Joule. Ce
phénomène est particulièrement visible figure 2.11.

Pour une constante de raideur donnée, le critère passe par plusieurs minima. Ces minima
correspondent à des temps de cycle proches d’un multiple de la pseudo-période de la réponse
libre du système. La valeur du critère en ces minima croît avec le temps, la commande
optimale entretenant l’oscillation et l’énergie perdue par frottement augmentant avec le
nombre d’oscillations.

2.4.2 Conclusions sur les résultats énergétiques.

Il existe donc des trajectoires où la présence d’un ressort diminue la consommation
d’énergie par la diminution de chacun des termes du critère. La présence du ressort dimi-
nue les pertes par effet Joule, puisque le moteur fournit moins de couple pour réaliser la
trajectoire en un temps donné. Les pertes par frottements visqueux diminuent du fait de
la diminution des écarts de vitesse par rapport à la vitesse moyenne imposée par le temps
de cycle. Il faut d’ailleurs noter que la prise en compte de frottements secs conduirait à
des résultats encore meilleurs pour les systèmes avec k 6= 0 pour des temps de cycle faibles
puisque les pertes par frottements secs sont aussi fonction de la vitesse.
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Les trajectoires où la présence d’un ressort réduit les pertes énergétiques ont comme
point commun d’être plus ou moins centrées sur la position de repos du ressort et d’avoir un
temps d’exécution proche de la pseudo-période de l’oscillateur mécanique ainsi réalisé. Un
autre point important est le fait qu’il n’y ait pas de temps de maintien hors de la position de
repos du ressort, ces temps de maintien auraient pour effet d’augmenter considérablement
les pertes par effet Joule et donc de détériorer les caractéristiques énergétiques de l’ensemble.

2.5 Masse et volume du ressort

Les caractéristiques d’un ressort de torsion en acier, à spires serrées, sont données par
[Mul91] :

M ' 6, 37.10−3|qmax − q0|.Γm, (2.22)

D ' 15, 3.10−3 3
√

Γm, (2.23)

L ' 9, 9.10−3|qmax − q0|, (2.24)

Vext = L×D, (2.25)

où : 

M : masse en kg,
Vext : volume exterieur du ressort en m3,
L : longueur du ressort en m,
D : diamètre exterieur du ressort en m,
Γm : couple maximum en N.m,
qmax et q0 : positions en rad.

Les relations (2.22) à (2.23) ne donnent qu’un ordre de grandeur de la masse et de
l’encombrement du ressort nécessaire.

Cette masse correspond approximativement à 5% de celle d’un motoréducteur fournis-
sant le couple Γm. Le volume représente environ 10% de celui d’un motoréducteur.

2.6 Perspectives d’utilisation

L’utilisation d’un tel actionneur sur des robots utilisant un grand nombre de trajectoires
différentes n’apporte pas d’avantage. Les ressorts ne le rendraient pas beaucoup plus rapide
mais augmenteraient considérablement les pertes par effet Joule. Dans le cas des robots
manipulateurs, la présence de ressorts est habituellement destinée à la compensation de la
gravité [Coi86].

Dans le cas de bras manipulateurs utilisant un faible nombre de trajectoires variant peu
dans le temps (en cas de changement de tâches on peut imaginer un réglage manuel de la
raideur et de la position de repos), il peut y avoir un gain de temps de cycle et d’énergie
consommée à condition que les temps de maintien soient faibles ou que la position maintenue
soit q0. Dans ces cas, un tel système pourrait offrir une alternative, plus facile à commander
que les bras flexibles.

Les robots à pattes offrent un cadre idéal d’utilisation de l’actionneur flexible (mo-
teur+ressort), les trajectoires étant peu nombreuses et les temps de maintien nuls. La
marche, en particulier la marche bipède, est essentiellement un transfert contrôlé d’éner-
gie cinétique en énergie potentielle et vice-versa [Inm81]. La présence d’un ressort permet
le transfert de l’énergie cinétique en énergie mécanique de déformation du ressort, ce qui
évite son transfert vers l’alimentation électrique et les pertes énergétiques ainsi engendrées
[Cha93].
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D’autre part, un robot à pattes est une chaîne cinématique fermée pendant une partie
de sa trajectoire de marche [Sur90]. Dans ces conditions, il existe une autre possibilité inté-
ressante d’utilisation de l’actionneur flexible (moteur + ressort), la déformation du ressort
est alors obtenue non pas par le couple moteur mais par le couple dû au contact du robot
avec le sol au cours de son déplacement [Ale90]. Le moteur n’est alors qu’un élément de
réglage et d’ajustement du couple exercé.

2.7 Conclusions

L’ajout d’un ressort de torsion à un moteur à courant continu permet, dans le cas de
trajectoires cycliques répétitives et pour des temps de maintien faibles, un gain de temps de
cycle et d’énergie consommée appréciable, en particulier pour des trajectoires symétriques
par rapport à la position de repos du ressort.

Ses caractéristiques énergétiques, notamment ses pertes par effet Joule pour maintenir
une position stable et son dépassement de la position finale en commande optimale en
énergie, lui confèrent peu d’applications dans le cadre des robots manipulateurs.

Par contre, dans le cadre des robots à pattes, l’ajout de ressorts de torsion peut permettre
une réduction significative de l’énergie consommée et/ou de la masse de chaque patte. Une
partie de l’énergie du déplacement étant alternativement sous forme d’énergie cinétique puis
sous forme d’énergie de déformation des ressorts, les moteurs ne fournissent que l’énergie
nécessaire à la compensation des pertes, aux phases de démarrage, et au contrôle en position
ou en effort.



Chapitre 3

Choix des matériaux de construction.

3.1 Introduction.

L’allègement des structures est un domaine très actif en robotique, en particulier dans
le domaine de la robotique industrielle. En effet, la vitesse de déplacement est un facteur
prépondérant dans le choix d’un robot, et à couple délivré par les moteurs égal, c’est l’inertie
de la structure mécanique qui impose l’accélération maximale et les temps de cycle.

Pour améliorer ces caractéristiques, deux approches cohabitent. La première consiste
à alléger la structure tout en conservant suffisamment de rigidité pour pouvoir formuler
les hypothèses classiques de la robotique (pas de déformation de la structure) [Coi86]. La
deuxième abandonne ces hypothèses, on parle alors de robots souples.

Dans le cas de robots marcheurs, c’est la première approche qui s’impose. La majorité des
concepteurs de robots mobiles à pattes optent pour une structure rigide et légère. La rigidité
permet un contrôle plus aisé des variables d’état. La légèreté diminue l’énergie cinétique
interne, l’énergie cinétique des pattes, permettant parfois de la négliger [Kaj92][Kaj96].

3.2 Identification et modélisation des efforts

L’allégement de la structure passe d’abord par une connaissance des efforts appliqués
sur celle-ci. Il ne s’agit pas de déterminer une structure optimale mais plus modestement de
déterminer les matériaux à utiliser pour la fabrication des liens entre les axes des jambes.

Nous travaillerons, dans ce chapitre, sur un modèle de robot bipède simplifié. Ce robot
est constitué de deux jambes et d’un torse, l’une des jambes est supposée fixe, l’autre mobile
animée d’un mouvement pendulaire. Nous étudierons donc les efforts sur la jambe fixe liés
au mouvement de la jambe mobile et du torse.

3.2.1 Modèle du robot

Le robot étudié est une simplification du robot bipède que nous possédons au labora-
toire. La liaison pied sol est supposée être un encastrement rigide, les moteurs des genoux
sont actifs et maintiennent les cuisses dans le prolongement des tibias. Si chaque jambe
est composée de deux liens, nous supposerons que l’articulation du genou est rigide. Les
masses des pieds sont supposées négligeables vis-à-vis du reste de la jambe. L’ensemble de
ces hypothèses donne le modèle simplifié représenté figure 3.1.

R0 = (O0, ~x0, ~y0, ~z0),
R1 = (O1, ~x1, ~y1, ~z1),
R2 = (O2, ~x2, ~y2, ~z2),
q2 = ( ~̂y1, ~y2).

65
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Fig. 3.1 – Modèle du robot simplifié.

3.2.2 Efforts sur la jambe fixe.

Afin de déterminer les efforts sur la jambe fixe, nous calculons le torseur d’interaction au
niveau de R0 (voir figure 3.1). Ce calcul est réalisé à l’aide du logiciel de calcul symbolique
Maple V.

Les résultats donnés par le torseur d’interaction sont :
Couple autour ~x0 :

Γx = m2 sin(q2)l1LG2 q̈2 +m2 cos(q2)l1q̇2
2 − gm1LG1 − gm2l1 (3.1)

Couple autour ~y0 :

Γy = m2LG2 q̈2 + J2q̈2 + gm2 sin(q2)LG2 (3.2)

Couple autour ~z0 :

Γz = −m2LG2 cos(q2)l1q̈2 +m2LG2 sin(q2)l1q̇2
2 (3.3)

Force suivant ~x0 :

Fx = −m2LG2 cos(q2)q̈2 −m2LG2 sin(q2)q̇2
2 (3.4)

Force suivant ~y0 :
Fy = 0 (3.5)

Force suivant ~z0 :

Fz = m2 sin(q2)LG2 q̈2 +m2 cos(q2)q̇2
2 − gm1 − gm2 (3.6)

avec :
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m1 : masse du corps 1, tronc et lien entre les deux jambes,
m2 : masse du corps 2, la jambe mobile,
q2 : position du corps 2,
LG2 : position du centre de gravité du corps 2,
g : accélération de la pesanteur,
l1 : distance entre les deux jambes,
J2 : inertie de la jambe mobile par rapport à l’axe ~z2.

3.2.3 Hypothèses.

Ce modèle, quoique très simple, présente un nombre important de paramètres différents
(masses, longueurs). Nous allons relier entre eux ces différents paramètres par des relations
plausibles afin de diminuer le nombre total de paramètres inconnus à optimiser.

Hypothèses géométriques.

Les jambes sont supposées identiques et constituées d’un tube cylindrique de rayon
extérieur R et de rayon intérieur λR. L’interface entre le cylindre et le moteur est un
cylindre plein du même matériau de 10 cm de hauteur. Enfin la masse du moteur est égale
à 1 kg, elle représente la masse moyenne des motoréducteurs de la gamme 20 à 100 W. La
masse totale de la jambe est la somme des masses du cylindre, de l’interface et du moteur.
La longueur de la jambe est fixée à 1 m.

L’écartement entre les deux jambes l1 est pris égal à 20 cm plus 2 fois le diamètre d’une
jambe.

La masse m1 du torse représente la charge utile à transporter et la masse des batteries,
nous l’avons supposée égale à 15 kg. La charge m1 est supposée centrée.

En résumé les hypothèses sont :

m0 = m2 = πR2(1− λ2)Ld︸ ︷︷ ︸
cylindre

+ LiπR
2d︸ ︷︷ ︸

interface

+ mm︸︷︷︸
moteur

(3.7)

l1 = l10 + 4R (3.8)
LG1 = l1/2 (3.9)

avec 

m0 : masse du corps 0, la jambe fixe,
R : rayon extérieur du cylindre,
λ : rapport des rayons du cylindre, λ = Rint

Rext
L : longueur de la jambe = 1 m,
d : densité du matériau,
Li : longueur du cylindre plein de l’interface = 0,1 m,
mm : masse du moteur = 1 kg,
l10 : distance minimale entre les deux jambes = 0,2 m,
m2 : masse de la jambe mobile.

Hypothèses sur le mouvement.

Nous supposons un mouvement pendulaire de la jambe mobile à sa fréquence propre.

q2(t) =
π

4
cos
(√

g

LG2

t

)
(3.10)

L’ensemble des hypothèses précédentes nous donne alors un torseur d’interaction uni-
quement fonction du matériau utilisé et des rayons des cylindres utilisés pour la réalisation
des liens.
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3.3 Rappels sur la résistance des matériaux.

Le but étant de calculer une structure légère mais rigide, nous calculons les déformations
de la jambe fixe. Ces déformations devant être faibles, nous supposons que l’on travaille loin
des limites de résistance des matériaux.

Toujours en utilisant l’hypothèse que les déformations sont faibles et que le compor-
tement est élastique linéaire, le théorème de superposition s’applique (problème linéaire),
c’est-à-dire que la déformation totale est la somme vectorielle des déformations dues aux
différents efforts.

3.3.1 Matériaux isotropes.

La théorie de l’élasticité des matériaux permet d’établir les déformations d’un solide
plan infinitésimal soumis à des contraintes. Les relations déformations - contraintes pour un
corps isotrope sont données sous la forme matricielle suivante : εx

εy
γxy

 =

 1
E

−ν
E 0

−ν
E

1
E 0

0 0 1
G

 σx
σy
τxy

 (3.11)

où :
εx : dilatation linéaire suivant x,
εy : dilatation linéaire suivant y,
γxy : rotation de la section,
σx : contrainte suivant x,
σy : contrainte suivant y,
τxy : contraintes de cisaillement,
E : module d’Young,
G : module de glissement,
ν : coefficient de Poisson.

G =
E

2(1 + ν)
(3.12)

3.3.2 Composite unidirectionnel - Loi des mélanges

Les relations précédentes deviennent lorsque le matériau est anisotrope :

 εx
εy
γxy

 =


1
Ex

−νyx
Ey

0
−νxy
Ex

1
Ey

0
0 0 1

Gxy


 σx
σy
τxy

 (3.13)

avec :

νxy
Ex

=
νyx
Ey

(3.14)

Les coefficients de la matrice de compliance sont établis par un calcul théorique sur
un élément simple, une fibre cylindrique entourée d’une matrice cylindrique. Ces valeur
théoriques se transposent facilement à un ensemble de fibres parallèles noyées dans une
matrice en prenant en compte le volume de chaque constituant.

Pour un matériau composite unidirectionnel on définit :
Module d’Young longitudinal EL :

Ex = EL = EfVf + Em(1− Vf ), (3.15)



3.3. RAPPELS SUR LA RÉSISTANCE DES MATÉRIAUX. 69

Coefficient de Poisson longitudinal νLT :

νxy = νLT = νfVf + νm(1− Vf ), (3.16)

où :
Vf : fraction volumique des fibres = V olfibres/V oltotal,
Ef : Module d’Young des fibres,
Em : Module d’Young de la matrice,
νf : Coefficient de Poisson des fibres,
νm : Coefficient de Poisson de la matrice.
On définit aussi le coefficient d’élasticité transversal :

Ey = ET = Em

(
1

(1− Vf ) + Em
Eft

Vf

)
, (3.17)

le module de glissement :

Gxy = GLT = Gm

(
1

(1− Vf ) + Gm
Gft

Vf

)
. (3.18)

3.3.3 Composite à fibres tissées à 90 degrés.

Les renforts tissés des matériaux composites peuvent être adaptés à la direction des
efforts appliqués sur la pièce réalisée. En pratique, les renforts sont tissés avec des directions
à 0o, 45o ou 90o pour une facilité de tissage.

Pour les renforts tissés à 0o et 90o, [Gay91] donne les formules suivantes pour une dé-
termination rapide des différents modules utiles aux calculs d’élasticité.

Ex = kEL + (1− k)ET , (3.19)

Ey = (1− k)EL + kET , (3.20)

Gxy = GLT , (3.21)

νxy =
νLT

k + (1− k)ELET
(3.22)

où El, ET , GLT et νLT sont calculés pour un composite unidirectionnel (équations (3.15)
à (3.18)) et k représente le rapport du volume de fibres orientées à 0o sur le volume de fibres
orientées à 90o.

Le lecteur interressé par une détermination des caractéristiques des matériaux compo-
sites à fibres tissées suivant une orientation quelconque pourra consulter [Ber92].

3.3.4 Torsion

La torsion de la jambe fixe est due au couple Γz. L’angle de déformation θ pour un
cylindre creux en matériau isotrope est donné par l’équation (3.23) [Cou87],

θ = −L 2Γz
Gπ(R4(1− λ4))

(3.23)

Le couple maximum n’est en général pas lié à la rupture du lien mais au flambage par
torsion [Gay91]. Ce couple maximum est donné par l’équation 3.24 donnée pour le cas des
matériaux orthotropes.

Γz <
π2

12

[
(R− λR)9

R3L2

] 1
4

×

[
Ex

3 × Ey5

(1− νxyνxy)5

] 1
8

(3.24)
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θ

Γz

Fig. 3.2 – Déformation par torsion.

3.3.5 Flexion

La flèche f provoquée par une force F est donnée par l’équation 3.25 [Cou87].

f

F

Fig. 3.3 – Déformation par flexion.

f =
FL× L2

3EI
(3.25)

où I représente le module d’inertie par rapport à l’axe des efforts du corps considéré.
Dans le cas de la flexion, il faut veiller à ce que l’épaisseur du tube soit suffisamment

grande afin d’éviter le flambage dû à l’ovalisation du tube, phénomène appelé ”effet Brazier”
[Gay91].

Le moment de flexion critique est :

FL <
2
√

2
9
πR(R− λR)2

[
Ex × Ey

1− νxyνxy

] 1
2

(3.26)

Deux forces et deux couples participent à la flexion de la jambe fixe : Γx,Γy, Fx et Fy.
La flèche totale s’écrit en vertu de l’hypothèse de petites déformations :

ftot =

√(
FxL3

3EI
+

ΓyL2

3EI

)2

+
(
FxL3

3EI
+

ΓyL2

3EI

)2

(3.27)
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3.3.6 Compression

Dans le cadre des hypothèses formulées, la compression est négligeable car la jambe fixe
est liée au sol par un véritable encastrement [Mul91]. D’après [Cou87] la meilleure prise
en compte de la compression est de lier ce phénomène à la flexion. Mais dans notre cas,
la déformation liée à la flexion est si faible que la déformation supplémentaire liée à la
compression est négligeable.

3.4 Exemple d’application.

Cet exemple donne la déformation de torsion de la jambe fixe due au mouvement de la
jambe mobile, les deux jambes étant identiques. Les caractéristiques du matériau sont celles
d’un matériau très utilisé en robotique, l’aluminium ou plus exactement le duralumin.

10−3 θ = 10−4

Fig. 3.4 – Courbes iso-déformation paramétrées en θ.

La figure 3.4 représente les courbes de déformation constante 10−4 à 10−3 radians en
fonction du rayon R et du rapport des rayons λ. Une constatation s’impose, ce ne sont pas
les cylindres pleins qui présentent la plus faible déformation. Ce phénomène est dû au fait
que la masse de la jambe mobile augmente lorsque λ diminue et donc le couple de torsion
Γz augmente et ceci plus rapidement que le moment d’inertie.

Le deuxième point visible est l’existence d’un rayon minimal pour une déformation don-
née.

Enfin, nous pouvons constater que lorsque le rayon tend vers l’infini, pour une déforma-
tion donnée, λ tend vers 1 donc l’épaisseur du cylindre tend vers 0 et ne sera limitée que
par le flambage par ovalisation dans notre cas ou des considérations technologiques.

3.5 Matériaux

Dans un premier temps, le plus intéressant est de comparer les différents matériaux
utilisables pour la construction robotique.
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3.5.1 Métaux

Leur grande résistance mécanique ainsi que leur facilité d’usinage en font les matériaux
les plus utilisés en mécanique. Le tableau 3.1 présente les caractéristiques des métaux ayant
les plus grands rapports module d’Young sur densité (E/ρ).

Matériau E en Mpa G en Mpa ρ en kg/m3 E/ρ

acier 205 500 79 000 7 800 26,34
duralumin 120 000 40 120 2 900 41,37
aluminium 75 000 29 000 2 800 26,78

titane 105 000 40 300 4 450 23,70

Tab. 3.1 – Caractéristiques des métaux.

3.5.2 Matières plastiques

Bien que présentant des caractéristiques mécaniques nettement plus faibles, leur résis-
tance au vieillissement dû en particulier à leur résistance à la corrosion en font des matériaux
de plus en plus utilisés.

Matériau E en Mpa ρ en kg/m3 E/ρ

polyamide 1 800 1 150 1,56
PVC 2 500 1 400 1,8

polyester saturé 6 000 1 300 4,6

Tab. 3.2 – Caractéristiques des matières plastiques.

Les matières plastiques sont adaptées pour la création des pieds qui doivent présenter
une ”grande” surface au sol afin de diminuer l’instabilité mais ils doivent aussi être légers
pour limiter les variation d’énergie cinétique interne. Ils doivent en outre être compliants
afin de diminuer la force d’impact que subissent les articulations du système [Inm81].

R.McN. Alexander dans [Ale90] donne la raideur optimale du pied d’un robot simplifié
en fonction de quelques paramètres. Cette raideur empêche les rebonds du pied et diminue
les couples engendrés sur les autres axes par le choc du début de la phase de double support.

3.5.3 Composites

Matériau EL en Mpa ET en Mpa GT en Mpa ρ en kg/m3 E/ρ

verre E/Epoxy 46 000 10 000 4 600 2 040 22,54
verre R/Epoxy 52 000 13 600 4 700 2 010 25,87

carbone HM/Epoxy 230 000 14 400 4 900 1 650 139,40
carbone HR/Epoxy 159 000 14 300 4 800 1 550 102,58

Kevlar/Epoxy 84 000 5 600 2 100 1 370 61,31

Tab. 3.3 – Caractéristiques des matériaux composites pour Vf = 0, 6.

Un matériau composite est par définition composé d’au moins deux matériaux différents.
Les composites d’usage courant sont constitués de fibres d’un matériau résistant, appelé le
renfort, noyées dans un matériau de plus faible résistance mécanique, la matrice.

La matrice, en général de faible densité, permet de lier les fibres entre elles, de les protéger
de l’environnement et de leur transférer les contraintes mécaniques.
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Les caractéristiques du matériau composite sont liées à :

1. la nature du renfort,

2. la disposition du renfort,

3. la nature de la matrice,

4. la qualité de l’interface entre la matrice et le renfort.

Si les trois premiers points sont bien connus et facilement mesurables, la mécanique de
l’interface fibre - matrice est un sujet de recherche d’actualité. La conception d’une pièce
mécanique composite et le choix de ses constituants s’effectuent le plus souvent à l’aide
de formules empiriques issues de l’expérience et/ou à l’aide de logiciels d’éléments finis
permettant d’appliquer les lois de l’élasticité à des matériaux anisotropes.

Néanmoins, lorsque la géométrie de la pièce est simple et les fibres unidirectionnelles, il
est possible de donner les caractéristiques mécaniques du matériau composite. Ces caracté-
ristiques permettent d’appliquer les résultats classiques de la Résistance Des Matériaux aux
matériaux composites. Les résultats obtenus ne seront qu’indicatifs mais permettent une
comparaison avec d’autres matériaux [Ber92].

3.6 Comparaison des différents matériaux

Les figures 3.5 et 3.6 représentent les masses nécessaires à la réalisation du robot proposé
en tolérant deux déformations différentes en flexion. La masse lue en ordonnée est celle d’une
jambe complète (avec le moteur de l’articulation du genou de 1kg), le rapport des rayons λ
est calculé pour obtenir la déformation voulue. La flèche est calculée par l’équation (3.27).

Si l’on cherche à minimiser la masse, nous obtenons les matériaux suivants, classés dans
le tableau 3.4.

classement classement classement classement classement
matériau par masse par R min. par masse par R min. par E/ρ

θ = 10−3 θ = 10−3 θ = 10−4 θ = 10−4

carbone HM/Epoxy 1 1 1 1 1
Kevlar/Epoxy 2 2 2 2 2
duralumin 3 3 3 3 3

verre R/Epoxy 4 7 4 6 6
aluminium 5 6 5 5 4

titane 6 5 6 7 7
acier 7 4 7 4 5

Tab. 3.4 – Classement des matériaux en fonction de la déformation.

Si les trois premiers matériaux sont bien ceux ayant, dans l’ordre, les meilleurs rapports
E/ρ, l’ordre n’est plus respecté pour les matériaux suivants. Ce phénomène est dû au fait
que la densité intervient aussi dans les forces exercées sur la jambe fixe.
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Fig. 3.5 – Masses des différents matériaux pour une flèche de 1 mm.

put(1.5 ,0)

Fig. 3.6 – Masses des différents matériaux pour une flèche de 0,1 mm.

La figure 3.7 présente la masse des différents matériaux pour un angle de déformation
en torsion donné.

Les métaux présentent cette fois une masse plus faible que les matériaux composites.
Pour les matériaux composites les calculs ont été conduits avec des matériaux composites
unidirectionnels, les fibres étant orientées dans le sens de la hauteur de la jambe. Pour ces
composites unidirectionnels le module de glissement est pratiquement imposé par le module
de glissement de la matrice. Un moyen d’améliorer ces caractéristiques consiste à utiliser
une orientation à ±45o.

Les figures 3.8 et 3.9 montrent la comparaison entre les composites carbone/Epoxy et
Kevlar/Epoxy suivant un tissage unidirectionnel et un tissage orthogonal.

Ainsi en jouant sur le tissage, il est possible de l’adapter aux contraintes subies.
En résumé, il est possible de déterminer entièrement la géométrie du cylindre, à condition
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Fig. 3.7 – Masses des différents matériaux pour un angle de déformation de 10−3 radians.

Fig. 3.8 – Masses des différents matériaux pour une déformation 10−3 radians.

d’imposer :
1. le matériau utilisé,
2. la flèche maximale fmax,
3. l’angle de déformation maximal θmax,
4. un compromis masse - encombrement.

Ce dernier point tiendra compte de l’éventuelle utilisation de l’espace intérieur du cylindre.

3.7 Phénomènes non pris en compte

Un lien robotique est essentiellement soumis à des échelons de couple. Ces échelons ont
pour propriété d’avoir un spectre large et continu, donc susceptible d’exciter les fréquences
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Fig. 3.9 – Masses des différents matériaux pour une flexion de 0,1 mm.

propres d’un lien.
D’autre part, parmi les phénomènes dont la prise en compte est difficile et dépasse le

cadre de cette étude, il y a la résistance à la fatigue. D’après [Gay91], les composites sont
de loin les meilleurs en matière de résistance à la fatigue due à des contraintes cycliques.
Ce phénomène est important sur les robots marcheurs car les contraintes imposées sont
cycliques.

3.8 Conclusions

La première conclusion qui s’impose est que le choix d’un matériau de construction basé
sur l’unique critère E/ρ maximum est un mauvais choix.

S’il ne fait pas de doute que l’utilisation de matériaux composites permettent une dimi-
nution de la masse du système complet, L’évaluation de cette diminution ne peut se faire
qu’aprés avoir effectué une étude orientée matériaux composites.

La mise en œuvre d’un modèle de robot simple montre que le choix d’un matériau dé-
pend fortement des caractéristiques globales du système fini (vitesses, déformations tolérées,
motorisation).

Une extension de ce travail passe donc par une meilleure modélisation de certains points
tels que :

– masse des matériaux composites en fonction des efforts appliqués,
– limites technologiques,
– masse des moteurs fonction de la masse de la structure,
– masse du tronc fonction des moteurs et de l’autonomie désirée,
– masse des interfaces moteur - lien,
– trajectoires de pas.
Dès lors un critère de type déformation maximale ne suffit plus. Il faut définir un critère

plus global pour l’ensemble de la structure de type : autonomie désirée pour une charge utile
donnée.



Quatrième partie

Optimisation des trajectoires avec
contraintes.
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Chapitre 1

Introduction.

L’étude des trajectoires optimales des systèmes est une direction de recherche actuelle
très active, en particulier dans le domaine des systèmes non linéaires.

La méthode sans doute la plus utilisée dans le cas de systèmes simples est le principe
du maximum de Pontryagin [Sag77] (voir § 2.3.2). L’application de ce principe demande la
simplification du système étudié afin de réduire le nombre d’équations différentielles couplées
obtenues [Cho71] [Sur90].

Mais les hypothèses formulées sont parfois loin de la réalité. Ainsi S. Kajita et al. dans
[Kaj96] négligent les masses des jambes, ce qui permet de négliger l’énergie cinétique interne,
dans [Kaj92] ils supposent que le torse décrit un mouvement horizontal uniforme.

Une autre voie prometteuse est constituée par les ”sections de Poincaré” aussi appe-
lée ”méthode du petit paramètre” ou ”méthode des perturbations” [Gil88]. Cette méthode
consiste à chercher la solution d’équations différentielles non linéaires sous la forme de séries
de puissances croissantes d’un ”petit” paramètre.

En utilisant cette méthode, [Vak91] détermine un mouvement stable pour un robot
sauteur simplifié. [Clo93] et [Fra94] l’appliquent sur le même robot, mais prennent en compte
le mouvement vertical et latéral. [Gol93] utilise les sections de Poincaré pour déterminer les
mouvements stables et périodiques d’un robot possédant n pattes, chacune étant constituée
par deux liens. [Gos96] met l’accent sur la différence entre la stabilité de la démarche et la
stabilité pendant le pas et détermine des impulsions de couple afin que la démarche d’un
robot de type ”compas” soit stable.

Quelle que soit la méthode utilisée, les trajectoires obtenues seront minimales en énergie
pour une structure donnée, mais la structure elle-même n’est pas pour autant optimisée.
Pour notre part, nous voulons déterminer des trajectoires minimales en énergie pour la
structure bipède disponible au laboratoire. Nous avons choisi une approche qui nous permet
d’utiliser le modèle précédemment obtenu par [Cha93] qui présente certes des discontinuités
importantes, mais est plus précis que le modèle dynamique classique habituellement utilisé
dans la littérature. De ce fait, nous éviterons, si possible, l’utilisation de méthodes d’op-
timisation qui nécessitent le calcul du gradient ou la détermination du modèle dynamique
inverse. Par conséquent, nous orientons nos recherches vers des méthodes d’optimisation
paramétrique, les trajectoires articulaires étant développées en séries.

Tous les développements effectués dans la suite de ce chapitre se fondent sur l’optimisa-
tion de la démarche du robot bipède disponible au laboratoire.

1.1 Critère.

Le principal critère d’optimisation proposé est un critère énergétique.
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L’énergie électrique λ absorbée au cours d’un pas par les cinq axes du robot bipède
s’écrit :

λ =
i=5∑
i=1

∫ T

0
Ui Ii dt, (1.1)

avec : 
Ui : tension appliquée au moteur de l’axe i,
Ii : courant dans le moteur de l’axe i,
T : durée d’un pas.

Afin de s’éviter le calcul des grandeurs électriques du système, essayons d’exprimer ces
grandeurs en fonction des grandeurs mécaniques apparaissant dans le modèle dynamique de
la structure (3.6).

La puissance électrique P = Ui Ii est transformée en :
– puissance mécanique pour déplacer la structure (Pm),

Pmi = ΓMi q̇i, (1.2)

– puissance perdue par effet Joule (Pj).

Pji = RIi
2 = β ΓMi

2, (1.3)

où : 
ΓMi : couple moteur sur l’axe i,
β = R

ke
2 : coefficient de pertes par effet Joules.

R : résistance d’induit des moteurs,
ke : constante de couple des moteurs.

Nous pouvons exprimer le critère en n’utilisant que des grandeurs mécaniques. Le critère
λ devient :

λ =
i=5∑
i=1

∫ T

0

[
ΓMi q̇i + β ΓMi

2
]
dt, (1.4)

La puissance mécanique fournie à la structure est convertie en :
– variation d’énergie cinétique,
– variation d’énergie potentielle,
– pertes mécaniques dues aux frottements.
Le pas à optimiser est inclus dans une démarche cyclique, la variation d’énergie cinétique

est nulle. De même, la variation d’énergie potentielle ne dépend que de la déclinaison du
sol. Dans le cas d’un sol plat, elle est nulle, pour un sol incliné, elle ne dépend que de
l’inclinaison, les positions de début et de fin du pas du robot étant choisies identiques.

Afin d’obtenir une valeur de critère la plus indépendante possible de la forme du sol, nous
choisissons d’exclure l’énergie potentielle du critère. Le critère λ exprime donc la somme des
pertes énergétiques au cours d’un pas.

Finalement le critère s’écrit :

λ =
i=5∑
i=1

∫ T

0

[
ΓFi q̇i + β ΓMi

2
]
dt, (1.5)

où : ΓFi est le couple moteur compensant les frottements sur l’axe i.
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1.2 Décomposition paramétrique des trajectoires

1.2.1 Introduction

Le problème posé est la détermination d’une méthode de décomposition des trajectoires.
Du choix de la décomposition va dépendre en grande partie la facilité de mise en œuvre et
la vitesse de convergence de l’algorithme d’optimisation.

Le choix des variables à décomposer n’est pas unique. Nous restreindrons cette étude
à des variables physiques. La figure 1.1 montre les différentes variables possibles et les
modèles à utiliser pour passer de l’une à l’autre. La connaissance de ces variables donne de
façon unique l’ensemble des variables du robot. La première étape du travail est dès lors de
déterminer l’ensemble des variables nécessaires à l’optimisation.

modèle
du moteur

modèle
dynamique

modèle
géometrique

- -� -� -�
Ii(t) Γi(t) qi(t) Xi(t), Yi(t)

Fig. 1.1 – Variables physiques du robot.

1.2.2 Quelles variables ?

Puisque nous voulons minimiser l’énergie consommée au cours d’un pas, nous devons
connaître la position cartésienne de chaque axe afin d’imposer ou de contrôler le pas. En
particulier, il faut imposer ou vérifier que le pied mobile est toujours au-dessus du sol. Par
ailleurs, le critère étant énergétique, l’une de ses composantes sera l’énergie consommée dans
les moteurs par effet Joule. Nous devons donc connaître les courants dans les moteurs.

Le problème d’optimisation nécessite donc de calculer des modèles directs ou inverses,
afin de déterminer soit le critère soit les équations de contrainte.

Largeur du spectre. Parmi les variables citées précédemment, il faut noter que le courant
et le couple moteur sont des variables qui peuvent présenter des variations très ”rapides” et
donc un spectre large. Quelle que soit la méthode de décomposition utilisée, il est évident
que ces variables nécessiteront plus de paramètres que les variables à variations ”lentes”.

Le choix s’oriente donc vers les variables articulaires ou les variables cartésiennes.
Dans le cas des variables cartésiennes :
– il faut définir deux fonctions représentant la position YZ des axes 2 à 5 dans le plan

du robot (plan sagittal) au cours du temps (l’axe 1 est considéré fixe) ainsi que la
position du bout du pied, soit 10 fonctions à représenter. En outre, ces trajectoires
sont liées par des équations de contraintes dues au modèle géométrique,

– il faut déterminer un modèle géométrique inverse.
Dans le cas des variables articulaires :

– il faut définir les positions articulaires en fonction du temps,
– il faut calculer le modèle géométrique direct.

1.2.3 Récapitulatif

Le tableau 1.1 récapitule les arguments mis en avant dans les paragraphes précédents.
Afin de limiter le nombre de paramètres du développement en séries, nous choisissons une
variable présentant des variations lentes.
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variable spectre fonctions nécessaires observations
courant large Ii(t) pour i = 1 à 5
couple large Γi(t) pour i = 1 à 5
position étroit qi(t) pour i = 1 à 5
articulaire
position étroit Xi(t), Yi(t) pour i = 2 à 5 calcul du modèle

cartésienne X6(t), Y6(t) pour le bout du pied géométrique inverse

Tab. 1.1 – Récapitulatif des variables.

Le modèle géométrique inverse est non résoluble, donc il n’y a pas de bijection entre
le vecteur de paramètres des trajectoires cartésiennes et les couples. Nous choisissons de
paramétrer les variables articulaires qui permettent d’établir cette bijection.

1.2.4 Quelle décomposition ?

Il s’agit de trouver la ”meilleure” décomposition possible des trajectoires articulaires. Afin
de diminuer le temps de calcul des optimisations, la décomposition choisie devra répondre
aux caractéristiques suivantes :

– faible nombre de paramètres,
– possibilité d’intégration de certaines contraintes dès la décomposition,
– rapidité de calcul des trajectoires explicites,
– facilité d’ajout de nouveaux paramètres.
La décomposition idéale ne peut être déterminée que vis-à-vis des fonctions que l’on sou-

haite paramétrer. Ces fonctions sont pour l’instant inconnues, mais nous possédons quelques
éléments sur leurs caractéristiques principales. Les trajectoires articulaires sont :

– des fonctions ”douces” (en anglais : smooth), si elles sont minimales en énergie [Des85],
– des fonctions périodiques, si l’on se place dans le cadre d’une démarche constante

(composée de pas identiques).
Nous trouvons dans la littérature quelques arguments à prendre en compte pour le choix

de la décomposition. G.A. Cavagna dans [Cav63] utilise une décomposition en séries de
Fourier afin de traiter mathématiquement des forces de contact en fonction du temps qui
sont le fruit de mesures sur des trajectoires humaines. Avec seulement 3 harmoniques il
décrit avec une bonne précision les trajectoires réelles.

M.L. Nagurka dans [Nag88] et [Nag89] utilise une décomposition en séries de Fourier
afin de paramétrer les trajectoires de systèmes quelconques linéaires et de déterminer les
trajectoires optimales vis-à-vis d’un critère quadratique. Dans [Nag91], il applique aux sys-
tèmes linéaires sensiblement la même méthode mais avec une décomposition en polynômes
de Tchebychev. L’application à la détermination de trajectoires optimales pour un système
quelconque et vis-à-vis d’un critère quelconque est faite dans [Nag90] où la décomposition
utilisée est là encore une décomposition en séries de Fourier.

L’ensemble de ces travaux nous a conduit à choisir les séries de Fourier comme étant
plus aptes à paramétrer les trajectoires du robot avec un nombre limité d’harmoniques.

1.3 Séries de Fourier.

La forme générale des séries de Fourier à coefficients réels est donnée par l’équation 1.6.

qn(t) = a0n +
i→∞∑
i=1

ain cos(iωt) +
i→∞∑
i=1

bin sin(iωt), n = 1..5, (1.6)
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avec : 
qn(t) = position articulaire de l’axe n,
ω = 2π/2T : pulsation de la démarche,
T = durée d’un pas.

Note : les trajectoires articulaires de chaque axe sont périodiques de période 2T , T étant
la durée d’un pas.

Le vecteur de paramètres est :
x = {a01 , · · · , a05 , a11 , · · · , a15 , b11 , · · · , b15 , a21 , · · · , a25 , · · ·} , et dim(x) =∞.

Ainsi toute fonction périodique de période T est entièrement définie par le vecteur de
paramètres x.

1.3.1 Réduction du nombre de paramètres.

La réduction du nombre de paramètres permet l’application d’un traitement numérique
au vecteur x. La première opération à effectuer est de tronquer le vecteur afin que sa
dimension soit finie.

Troncature.

Nous savons que l’amplitude des harmoniques de la décomposition en séries de Fourier
d’un signal à énergie finie tend vers 0 lorsque la pulsation tend vers l’infini. Plus précisément,
l’amplitude du spectre d’un signal périodique présentant un nombre fini de discontinuités
est bornée par une fonction en A/i, i étant le rang des harmoniques [Cou84].

Dans notre cas, la décomposition représente la position articulaire des axes du robot, or
celle-ci est continue. Seule l’accélération peut éventuellement présenter des discontinuités,
nous pouvons donc en déduire que le spectre en amplitude de la position est bornée par la
fonction A/i3.

Calcul de l’erreur due à la troncature. Afin d’évaluer le nombre d’harmoniques né-
cessaires à l’obtention d’une bonne précision sur le critère final, nous évaluerons l’impact de
la troncature sur la précision du critère. Pour cela, des hypothèses préalables s’imposent :

1. Le critère est proportionnel à l’intégrale de l’accélération. Nous négligeons donc les
erreurs sur la vitesse qui sont forcément plus faibles que celles sur l’accélération.

2. Nous nous plaçons dans le cas extrême où l’accélération présente une discontinuité.

Nous pouvons écrire la décomposition en séries de Fourier de q̈(t) :

q̈(t) =
∞∑
i=1

Xi cos(iωt+ φi) +X0 (1.7)

En utilisant le théorème de Parseval, nous pouvons écrire que :

λ =
∫ T

0
αq̈(t)2dt = α

∞∑
i=0

|Xi|2 (1.8)

où α représente le coefficient de pertes par effet Joule. En tronquant à l’ordre N , nous avons
une erreur sur λ, ε(N) telle que :

ε(N) = λ− α
N∑
i=0

|Xi|2 = α
∞∑

i=N+1

|Xi|2 (1.9)

La fonction q̈(t) est a priori inconnue, mais nous savons que les coefficients Xi sont
maximisés par A/i. Ainsi, en supposant pour q̈(t) un spectre d’amplitude égal à A/i, et de
valeur moyenne nulle, nous obtenons :
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λ = α

∞∑
i=1

A2

i2
= α

1
6
A2π2 (1.10)

L’erreur de puissance sur le critère λ devient :

ε(N) = α
∞∑

i=N+1

A2

i2
= αA2Ψ(N + 1) (1.11)

avec

Ψ(N + 1) =
d

dN
ln(Γ(N + 1)) (1.12)

où la fonction Γ(N + 1) est la fonction Gamma [Bro91].
Nous définissons une erreur relative εr telle que

εr =
ε(N)
λ

(1.13)

Ainsi, nous pouvons calculer N pour une erreur relative donnée :

εr < 0, 05 =⇒ N > 12, (1.14)
εr < 0, 01 =⇒ N > 61, (1.15)
εr < 0, 001 =⇒ N > 608. (1.16)

Les valeurs de N ainsi déterminées constituent un maximum puisque nous nous sommes
placés dans un cas très défavorable. Nous pouvons obtenir un ordre de grandeur de N plus
réaliste en supposant que l’accélération est un carré symétrique. Ainsi :

λ = α
∞∑
i=1

4A sin2(nπ2 )
n2π2

= α
∞∑
i=0

4A2

(2 i+ 1)2 = α
1
2
A2π2 (1.17)

L’erreur de puissance sur le critère λ devient :

ε(N) = α
A2Ψ(N + 3/2)

4
(1.18)

Les nouvelles valeurs de N pour une erreur relative donnée deviennent :

εr < 0, 05 =⇒ N > 4, (1.19)
εr < 0, 01 =⇒ N > 20, (1.20)
εr < 0, 001 =⇒ N > 202. (1.21)

Ces nouvelles valeurs de N trouvées ne sont valables que pour une accélération de type
carré symétrique. Cette accélération est proche de celle calculée pour une commande en
temps minimal. On peut donc s’attendre à ce que, pour une commande à énergie minimale,
la décroissance de l’amplitude des harmoniques de l’accélération soit meilleure que celle d’un
carré symétrique et donc que l’erreur commise sur le critère sera plus faible que ε(N) donné
par l’équation (1.18).

Aussi, nous pouvons tronquer le vecteur x, tout en conservant une bonne précision sur
le critère, à condition de choisir N suffisamment grand, d’où :

qn(t) = a0n +
i=N∑
i=1

ain cos(iωt) +
i=N∑
i=1

bin sin(iωt), n = 1..5, (1.22)
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x = {a01 , · · · , a05 , a11 , · · · , a15 , b11 , · · · , b15 , a21 , · · · , bN4 , bN5} ,
dim(x) = 10N + 5.

Notons que le calcul des vitesses et des accélérations articulaires n’est pas entaché d’er-
reurs liées à la dérivation numérique [Bro91]. Ces deux grandeurs sont directement obtenues
à partir de l’équation 1.6 par les séries suivantes :

Vitesse.

q̇n(t) =
i=N∑
i=1

−ainiω sin(iωt) +
i=N∑
i=1

biniω cos(iωt), n = 1..5, (1.23)

Accélération.

q̈n(t) =
i=N∑
i=1

−aini2ω2 cos(iωt) +
i=N∑
i=1

bini
2ω2 sin(iωt), n = 1..5. (1.24)

Il faut noter que l’utilisation de ces équations pour l’obtention des vitesses et accélé-
rations articulaires limitent les démarches à l’ensemble des démarches à vitesses continues
donc sans impact du pied mobile avec le sol.

Symétrie.

En supposant une démarche constante, les trajectoires articulaires sont périodiques de
période 2T , T étant la durée d’un pas.

La figure 1.2 montre la séquence complète correspondant à 2 pas.

TT

Fig. 1.2 – Position des axes au cours de deux pas.

D’autre part, nous supposons une parfaite symétrie des modèles géométriques et dyna-
miques. Ainsi chaque pas est identique et les pertes énergétiques associées sont identiques.
Ces hypothèses nous donnent les relations suivantes :

q1(t) = q1(2T + t) = −q5(T + t), (1.25)
q2(t) = q2(2T + t) = −q4(T + t), (1.26)
q3(t) = q3(2T + t) = −q3(T + t), (1.27)

En utilisant (1.26) et (1.27), nous déduisons q4(t) et q5(t) de la connaissance de q1(t)
et q2(t) sur deux pas. De même, la relation 1.27 qui montre que q3(t) est une fonction
symétrique par rapport à la demi-période, nous permet de diminuer le nombre de coefficients
de son développement en séries.

En choisissant le nombre d’harmoniques N pair, le développement de q3(t) devient :

q3(t) =
k=N/2−1∑
k=0

a2k+13
cos((2k + 1)ωt) +

k=N/2−1∑
k=0

b2k+13
sin((2k + 1)ωt). (1.28)
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L’utilisation des symétries de la démarche nous permet donc de réduire le nombre de
paramètres du vecteur x à :

x = {a01 , a02 , a11 , a12 , a13 , b11 , b12 , b13 , a21 , a22 , · · · bN1 , bN2} ,
dim(x) = 5N + 2.

Intégration des contraintes d’état initial.

Il peut être intéressant d’imposer à la démarche un certain nombre de contraintes d’état.
Par exemple, on peut vouloir imposer une vitesse articulaire nulle au départ du pas afin de
déterminer une trajectoire optimale pour un pas unique. Il est aussi possible d’imposer une
position de départ, auquel cas l’optimisation ne se fera que pour cette position de départ,
restreignant donc l’espace des trajectoires possibles, mais assurant une meilleure convergence
des algorithmes par l’élimination de trajectoires irréalistes dues à une position de départ
improbable ou non atteignable.

Définissons l’état initial de chaque axe par :

qn(0) = qnstart , (1.29)
q̇n(0) = q̇nstart , (1.30)
q̈n(0) = q̈nstart . (1.31)

En utilisant l’équation (1.22) et en y introduisant les relations de symétrie (1.26) à (1.27),
nous obtenons par identification les termes de plus basse fréquence :

a0n =
(qnstart − q6−nstart)

2
−
k=N/2∑
k=1

a2kn , n = 1..2, (1.32)

a1n =
(qnstart + q6−nstart)

2
−
k=N/2−1∑
k=1

a2k+1n , n = 1..3, (1.33)

Nous réduisons ainsi le vecteur x inconnu à :
x = {b11 , b12 , b13 , a21 , a22 , b21 , b22 , a31 , a32 , a33 , . . . bN1 , bN2} ,
dim(x) = 5N − 3.

De même, nous pouvons identifier les deux termes de plus basse fréquence en imposant
la vitesse initiale des axes :

b1n =
(q̇nstart + q̇6−nstart)

2ω
−
k=N/2∑
k=1

(2k + 1)b2k+1n , n = 1..3, (1.34)

b2n =
(q̇nstart − q̇6−nstart)

4ω
−
k=N/2−1∑
k=2

(k)b2kn , n = 1..2. (1.35)

x = {a21 , a22 , a31 , a32 , a33 , . . . bN1 , bN2} ,
dim(x) = 5N − 8.

1.3.2 Conclusion.

La décomposition en séries de Fourier permet de paramétrer les trajectoires articulaires
du robot pour un pas avec seulement 5N + 2 paramètres (5N − 3 si la position initiale est
imposée), N étant a priori inférieur à 20. Ces trajectoires intègrent de fait la périodicité de
la démarche et la position initiale du robot à chaque début de pas.
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D’autre part, cette approche permet de connaître de manière explicite les vitesses et
les accélérations articulaires et de ce fait élimine de nombreuses sources d’erreurs dans les
calculs des modèles du robot.

En termes d’objectif robotique, la trajectoire est décrite de manière très simple par les
positions articulaires (éventuellement les vitesses) initiales et finales et par la durée T d’un
pas.

L’optimisation de la trajectoire vis-à-vis du critère énergétique revient donc à recher-
cher un vecteur d’une centaine de paramètres. Les méthodes d’optimisation paramétriques
connues dans la littérature permettent d’envisager la résolution d’un tel problème.



88 CHAPITRE 1. INTRODUCTION.



Chapitre 2

Algorithmes d’optimisation
paramétrique.

2.1 Présentation générale.

Ce chapitre est consacré au choix d’une méthode d’optimisation des paramètres. Une
étude bibliographique succincte [Cic93], [Fox95], [Ren95], [She95] [Sri94] montre que le do-
maine de l’optimisation paramétrique est en pleine évolution notamment dans le cadre des
méthodes stochastiques.

Nous présenterons les méthodes les plus connues afin d’en extraire les principes d’opti-
misation les plus aptes à résoudre notre problème.

Les méthodes présentées sont en fait celles qui reviennent le plus souvent dans la litté-
rature. Parfois anciennes, ces méthodes, en raison de leur capacité à optimiser des fonctions
très différentes, sont encore souvent utilisées aujourd’hui. Par ailleurs, ces méthodes sont
souvent à la base de nouvelles méthodes d’optimisation.

Le domaine d’utilisation de chaque méthode est un point délicat à aborder. Une façon
simple de déterminer ce domaine serait de le limiter au domaine de convergence garantie,
en général les fonctions convexes. Mais cette approche est quelque peu réductrice et ne tient
pas compte de la robustesse de la méthode, c’est pourquoi les spécialistes de l’optimisation
paramétrique préfèrent se référer à des tests sur des fonctions connues et présentant des
caractéristiques des plus diverses [Whi95].

L’idée générale de l’optimisation paramétrique consiste à déterminer un ensemble de
paramètres qui optimise un critère soumis à des contraintes. Dans la suite de ce mémoire,
nous parlerons exclusivement de minimisation, la maximisation étant la minimisation de
l’opposé de la fonction.

minimiser λ(x),
avec x = {x1, x2, x3, · · · , xn},

soumis à Ck(x) ≥ 0 k = 1 à m,
et Ck(x) = 0 k = m à p.

(2.1)

Dans la première partie de ce chapitre, nous nous consacrerons à la détermination de
trajectoires optimales sans contrainte. Ce cas, bien qu’inapplicable dans le cas des robots
marcheurs, peut très bien l’être pour des robots manipulateurs.

2.2 Revue bibliographique succincte.

Les principales méthodes d’optimisation peuvent être classées en trois catégories princi-
pales [Sha96], [Rib94], [Ren95] :

89
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1. Les méthodes analytiques, qui déterminent le point de calcul suivant en fonction des
caractéristiques de la fonction au point considéré.

2. Les méthodes stochastiques, qui intègrent une part de hasard dans le choix du point
de calcul suivant.

3. L’énumération, qui consiste à discrétiser l’espace engendré par le vecteur à optimiser
et à calculer l’ensemble des possibilités.

La figure 2.1 présente les différents groupes d’algorithmes d’optimisation paramétrique
et leur classification.

Techniques de recherche

analytiques stochastiques énumération

binairesréels

algorithmes
génétiques

stratégies
d’évolution

d’ordre n

algorithmes algorithmes
d’évolutiond’ordre 0

algorithmes
recuit simulé

Simplex Quasi
Newton

Fig. 2.1 – Classes d’algorithmes d’optimisation paramétrique

L’énumération : elle consiste à prendre un nombre fini de valeurs pour chaque paramètre
et à calculer le critère associé pour l’ensemble des possibilités. Dans notre cas elle est inuti-
lisable compte tenu du nombre de paramètres. En utilisant 50 valeurs par paramètre et 13
paramètres par axe, il faut examiner 5013×5 possibilités !

Les algorithmes d’ordre n : fondés sur une décomposition à l’ordre n en séries de
Taylor de la fonction à minimiser, ces algorithmes utilisent la dérivée d’ordre n pour la
détermination du point de calcul suivant. Ils sont très rapides lorsque la fonction est continue,
dérivable et convexe. Par contre, ils sont peu robustes si la fonction présente des minima
locaux [Cic93], [Fle90], [Pre92], [Mat94].

Les algorithmes d’ordre 0 : n’utilisant que la valeur de la fonction en certains points,
ces algorithmes sont lents mais robustes en cas de discontinuités de la fonction [She95],
[Pre92], [Del87].

Les algorithmes génétiques : transposition à l’informatique de la sélection naturelle
selon Charles Darwin, ils utilisent plusieurs vecteurs de paramètres (une population) qui
évoluent vers le minimum par la mise en œuvre de trois opérations stochastiques, la sélection,
le croisement et la mutation [Gol89], [Dav90], [Ren95].
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Les algorithmes de ”recuit simulé” : algorithmes stochastiques par excellence, ils sont
statistiquement capables de déterminer le minimum global d’une fonction quelles que soient
ses caractéristiques. Par contre, le temps de calcul nécessaire à l’obtention du minimum est
long [Ing92], [Pre92], [Haj88].

Les stratégies d’évolution : fondées sur une évaluation itérative de la fonction, le dé-
placement est aléatoire mais il s’adapte en fonction de la topologie locale de la fonction à
minimiser. La différence fondamentale entre stratégies d’évolution et le ”recuit simulé” est
que la première méthode explore la fonction de façon locale alors que la deuxième explore
l’ensemble de l’espace [Ing92].

2.3 Eléments de comparaison des différentes méthodes.

2.3.1 Critères.

La robustesse est l’aptitude de la méthode à converger vers un minimum global sans
être perturbée par des minima locaux. Cette notion couvre les notions de robustesse à la
rugosité de la fonction et la notion d’aptitude à trouver le minimum global d’une fonction.
[Ren95] définit la rugosité comme étant le rapport entre la profondeur d’un minimum local
et celle du minimum global.

La vitesse est mesurée en nombre d’itérations sur la fonction de coût, le temps de calcul
nécessaire pour l’algorithme de la méthode elle-même est considéré comme négligeable.

La globalité du minimum est donnée pour une minimisation d’une fonction multimodale
sans aucune connaissance a priori de la position du minimum global, donc d’une initialisation
aléatoire.

2.3.2 Comparaisons.

Nous reprendrons ici quelques comparaisons trouvées dans la littérature afin d’établir un
”classement” des différentes méthodes par rapport aux trois critères définis précédemment,
à savoir : la robustesse, la vitesse et la globalité du minimum.

Les algorithmes d’ordre n sont très rapides, d’autant plus rapides que les fonctions
optimisées répondent aux hypothèses formulées, par contre ils sont peu robustes en cas de
discontinuités [Cic93], [Pre92]. Dans le cas de discontinuités, parmi les méthodes analytiques,
ce sont les algorithmes d’ordre 0 qui sont les meilleurs [Mat94], [Pre92]. La comparaison des
algorithmes génétiques et d’une méthode du gradient est faite dans [Mar96] avec une plus
grande robustesse des algorithmes génétiques au détriment de la vitesse de calcul, nettement
plus faible. L. Ingber et B. Rosen comparent dans [Ing92] les algorithmes génétiques et une
méthode fondée sur le ”recuit simulé”. Ils concluent que les deux méthodes déterminent le
minimum global avec un avantage pour le ”recuit simulé” du point de vue de la vitesse
de convergence. Dans [Rab95], F.M. Rabinowitz rappelle que si la méthode du Simplex ne
résout que 15 des 17 problèmes proposés par Corona et al. [Cor87], alors que le ”recuit
simulé’ résout les 17, par contre les temps de convergence présentent un rapport 1000 en
faveur de la méthode du Simplex.

2.3.3 Récapitulatif.

Le tableau 2.1 est une synthèse des données recueillies dans la littérature. Les notations
sous forme de + et − permettent seulement une comparaison qualitative entre les méthodes
sans augurer de la qualité intrinsèque d’une méthode.

La figure 2.2 donne le domaine d’utilisation de chaque méthode en fonction de l’épistasie
[Dav90]. Cette notion directement tirée du vocabulaire de la génétique indique la propension
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Principe robustesse vitesse minimum
ordre 1 : Gradient - - - ++ local

ordre 2 : Quasi Newton - - +++ local
ordre 0 : Simplex - + local

Algorithmes d’évolution + - - global -
Algorithmes génétiques + - - - global ++

Recuit simulé ++ - - - global ++

Tab. 2.1 – Comparaison des méthodes d’optimisation.

0% épistasie 100%︸ ︷︷ ︸
gradient

︸ ︷︷ ︸
aléatoire︸ ︷︷ ︸

Quasi Newton︸ ︷︷ ︸
Simplex ︸ ︷︷ ︸

algorithmes génétiques︸ ︷︷ ︸
recuit simulé

Fig. 2.2 – Récapitulatif des différentes méthodes en fonction de l’épistasie.

d’un gène à inhiber ou augmenter l’effet d’un autre gène sur la valeur de la fonction. Ainsi
une fonction non linéaire, multimodale présente une forte épistasie, par contre près d’un
minimum local de cette fonction , l’épistasie est minimale voire nulle.

Afin de fixer les idées, voici trois exemples de fonctions :

f1(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3, épistasie nulle (2.2)

f2(x) = 100(x2
1 − x2)2 + (1− x3)2, épistasie moyenne (2.3)

f3(x) = (x2
2 − x3)2 si sin(x1) > 0

= (x2
1 − x2)2 si sin(x1) < 0, épistasie forte (2.4)

Ainsi f1(x) présente une épistasie nulle puisque la valeur d’un gène ne change pas l’in-
fluence d’un autre gène sur le critère. Dans f2(x) l’influence existe entre x1 et x2. Dans
f3(x) l’influence est forte puisque la valeur de x1 décide de quels gènes interviennent dans
le critère.

2.3.4 Synthèse

La meilleure méthode serait une méthode qui évolue en fonction de la connaissance
de la fonction à optimiser. Ainsi la recherche dans ce domaine s’oriente vers le couplage
de plusieurs méthodes d’optimisation [Sha96], [Ren95]. Le problème d’optimisation revient
alors à effectuer successivement :

1. Définition du problème et en particulier des limites de l’espace à étudier notamment
par la prise en compte de limites sur la valeur des différents paramètres à optimiser.
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2. Génération aléatoire d’une population respectant les limites précédentes et évaluation
de chaque individu vis-à-vis du critère.

3. Optimisation ”lente” permettant :
– une exploration de l’espace total,
– la détermination de sous-espaces convexes présentant un minimum local.

4. Optimisation rapide dans les sous-espaces convexes.

Le passage d’une méthode à l’autre peut être fondé sur la détermination de l’épistasie
[Dav90].

2.3.5 Choix d’une méthode.

Le fort couplage entre les axes du robot bipède indique que la fonction de coût présentera
de fortes non linéarités. La fonction de coût est sans aucun doute multimodale puisque l’étude
de la démarche humaine montre que les différentes démarches (marche, course) recouvrent
des plages de vitesse communes.

En résumé, notre fonction de coût est :
– non linéaire, discontinue,
– non convexe, multimodale,
– présentant une forte épistasie.
Nous en déduisons donc que les méthodes nécessitant le calcul d’un gradient ou d’un

Hessien ont peu de chances de converger à cause des fortes non linéarités de la fonction de
coût.

A l’opposé, les méthodes stochastiques ont de fortes chances de trouver un minimum
global mais au bout d’un temps de calcul excessif. Le nombre élevé de paramètres impose un
très grand nombre d’essais pour que l’ensemble testé soit significatif par rapport à l’espace
total possible.

Le choix se résume donc à trois grandes familles :
– Les algorithmes d’ordre 0 : méthode de Nelder & Mead [Nel65],
– Les algorithmes génétiques,
– Les méthodes de ”recuit simulé”.
Nous essayerons donc ces trois méthodes et nous comparerons les résultats trouvés.
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Chapitre 3

Algorithmes utilisés.

3.1 Simplex de Nelder & Mead.

Parmi les algorithmes d’ordre 0, la méthode d’optimisation ”Simplex” de Nelder & Mead
[Nel65], est l’une des plus anciennes connues et est encore aujourd’hui souvent utilisée
[Mat94], [Pre92]. La démonstration de la convergence de cet algorithme dans le cas de
fonctions convexes, n’a été réalisée qu’en 1995 par [She95].

Un Simplex est un tableau de n + 1 vecteurs (ix) de n paramètres (αi). La méthode
procède à une série de :

– réflexions (le volume du Simplex reste constant)
pour déplacer le barycentre du Simplex en direction du point de critère le plus faible,

– expansions (le volume augmente)
qui étendent le Simplex en direction du point de critère le plus faible,

– contractions (le volume diminue)
qui lui permettent de passer dans des ”goulets”.

Algorithme

L’algorithme est présenté par l’ordinogramme de la figure 3.5 Le vecteur donnant le
critère le plus grand à la kème itération (xkmax) est projeté à travers le barycentre des autres
vecteurs du Simplex (xk).

xr = (1 + α)xk − αxkmax , avec α = 1, réflexion, (3.1)

La figure 3.1 représente la position des vecteurs du Simplex dans l’espace des paramètres
(ici représenté dans un espace de dimension 3).

1Simplex original
Simplex après réflexion

xr

Fig. 3.1 – Image d’un Simplex de 4 vecteurs avant et après réflexion.

Si la valeur du critère f(xr), associée au vecteur xr est la plus faible obtenue jusqu’à
présent, on tente une expansion du Simplex dans la direction de la projection. Sinon on
conserve xr et on recommence une nouvelle itération. La procédure d’expansion (voir figure
3.2 est donnée par :

xe = γxr + (1− γ)xk, avec γ = 2, expansion, (3.2)

95
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Simplex original Simplex après expansion

xe
1

Fig. 3.2 – Image d’un Simplex de 4 vecteurs avant et après expansion.

Si la valeur du critère f(xe) est plus faible que celle associée aux autres vecteurs du
Simplex on la conserve, sinon on conserve xr et l’on passe à l’itération suivante.

Si f(xr) est plus grande que la valeur maximale des vecteurs du Simplex, on tente une
compression (voir figure 3.3) suivant la direction de la projection.

xc = βxmax + (1 + β)xk, avec β = 1/2, compression, (3.3)

Simplex original

1

Simplex après compression

xc

Fig. 3.3 – Image d’un Simplex de 4 vecteurs avant et après compression.

Si f(xc) est plus grande que la plus grande valeur associée des autres vecteurs du Simplex,
on procède alors à une contraction (voir figure 3.4) de tous les vecteurs du Simplex en
direction du vecteur donnant le critère le plus faible (xkmin).

ixk+1 =
ixk + xkmin

2
, contraction. (3.4)

Simplex original �

}1

Simplex après contraction

Fig. 3.4 – Image d’un Simplex de 4 vecteurs avant et après contraction.

Initialisation. L’initialisation du Simplex peut être quelconque à condition que les vec-
teurs soient linéairement indépendants. L’initialisation classique est de la forme :

xi = x0 + δui, i = 1..n, (3.5)

où : 
x0 = : vecteur initial quelconque,
xi = : vecteurs du Simplex,
δ = : paramètre réel,
ui = : vecteurs linéairement indépendants (en général normés).

Les vecteurs ui forment donc une base de l’espace des paramètres.
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Critère d’arrêt . Le critère d’arrêt de l’optimisation est :

s =
λmax − λmin
λmax + λmin

< ε (3.6)

ε étant une valeur réelle positive choisie au départ.
Le choix de ε est limité par [Pre92] :
– La borne supérieure est liée à la valeur approximative du critère optimal. L’application

de 3.6 pour une précision relative voulue de 1% sur un critère optimal environ égal à
10 conduit au choix de ε = 5× 10−3.

– La borne inférieure est liée à la précision du calculateur. [Pre92] montre que ε doit être
choisi comme égal à la racine carrée du plus petit nombre qui peut être représenté, ce
qui donne, pour des calculs effectués en virgule flottante et en double précision, une
limite inférieure de ε =

√
1, 7× 10−308 = 1, 3× 10−154.

Nos simulations ont montré que le choix d’un ε trop grand (ε > 10−5) ne permet pas
à l’algorithme de sortir de ”vallées” presque planes ou lorsque à la suite de nombreuses
compressions le Simplex est très petit. A l’inverse, le choix d’un ε trop faible (ε < 10−10)
empêche l’algorithme de converger car celui-ci s’engage souvent dans un processus d’insta-
bilité numérique due à la précision des calculs du modèle et des intégrations.

En conclusion, nous avons choisi ε = 10−7 qui paraît être un bon compromis entre les
deux.

3.1.1 Extensions - Améliorations.

Les améliorations sont souvent liées à la vitesse de convergence de l’algorithme. Notons
parmi les plus connues :

– La méthode du barycentre pondéré (Weighted Centroïd) [Del87] :
Le point réfléchi est calculé par réflexion non pas par rapport à l’isobarycentre mais
par rapport au barycentre pondéré par l’inverse de la valeur du critère. Ainsi le point
réfléchi tend à se rapprocher des points ayant le plus faible critère.

– La méthode du Simplex super modifiée (Super Modified Simplex) : [Del87], [Cic93] :
Après calcul du critère au point réfléchi et du critère du barycentre, nous faisons passer
une équation du second degré par les trois points (original, le barycentre et le point
réfléchi) dont on détermine l’optimum. C’est ce dernier point qui sera choisi comme
point réfléchi.

L’introduction d’une variable aléatoire dans la recherche de nouveaux points [Pre92] rend
l’optimisation plus globale. Cette amélioration sort déjà du cadre des méthodes d’ordre 0
pour entrer dans le cadre des Algorithmes Génétiques (voir §3.2) ou des méthodes du ”recuit
simulé” (voir §3.5).

Conclusions.

Cette méthode est la plus robuste des méthodes de type analytique [Pre92]. Les capacités
d’adaptation du volume du Simplex ainsi que l’absence de calcul du gradient en font une
méthode rapide, peu sensible aux discontinuités de la fonction de coût et facile à mettre en
œuvre.
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Fig. 3.5 – Ordinogramme de l’algorithme du Simplex de Nelder et Mead.



3.2 Algorithmes génétiques.

3.2.1 Introduction.

Développés par Holland en 1970, ces algorithmes sont la transposition algorithmique
de la théorie de Ch. Darwin sur la ”survivance du plus fort” ou la ”sélection naturelle des
espèces”. Selon Ch. Darwin, les individus les plus faibles disparaissent, seuls les individus
les plus forts se reproduisent et parfois ceux-ci mutent.

3.2.2 Principe des algorithmes génétiques binaires.

Les algorithmes génétiques binaires travaillent sur une entité fondamentale appelée chro-
mosome qui est en fait une chaîne de bits, l’unité d’information la plus simple. L’utilisation
de cette structure fondamentale liée au calculateur et non pas au processus à optimiser
permet une grande adaptabilité aux différents problèmes (combinatoires, optimisation de
critères fonction de variables réelles). Ainsi le vecteur de paramètres initial est transformé
en une chaîne de bits.

x = (α1, α2, α3, · · · , αn) −→ x = (b1, b2, b3, b4, b5, · · · , bm) (3.7)

où :

x : est un individu ou chromosome, (3.8)
bi : sont les gènes. (3.9)

Le passage de l’un à l’autre fera l’objet du codage.
L’algorithme travaille sur une population de taille constante (30 à 300 individus typi-

quement) qui évolue à chaque itération, pour créer une nouvelle génération. La figure 3.6
illustre le déroulement des opérations.

Fig. 3.6 – Principe des algorithmes génétiques.
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Initialisation. La population initiale est créée aléatoirement.

Sélection. La sélection des individus qui vont se reproduire est aléatoire mais fonction de
la valeur de leur critère associé. L’individu j est sélectionné suivant une probabilité psj

psj =
f( jx)∑n
i=1 f( ix)

. (3.10)

Il existe une autre possibilité : la sélection des parents à croiser suivant leur rang (après
classement de l’ensemble de la population suivant la valeur de leur critère associé) et non la
valeur de leur critère associé. Cette deuxième méthode présente l’avantage d’empêcher une
convergence trop rapide vers un individu nettement meilleur que les autres [Ren95].

Croisement. Le croisement est l’étape principale de l’optimisation. Cette opération consiste
à engendrer 2 enfants ayant un chromosome composé de parties des chromosomes des 2 pa-
rents.
Exemple avec 2 points de croisement (‖) :

parent1 = 001‖00110010‖1011
⇑ ⇓

parent2 = 101‖10011100‖1101

 −→ enfant1 = 001‖10011000‖1011
enfant2 = 101‖00110110‖1101

(3.11)

Si la position des points de croisement était constante, combiné à la sélection, le croise-
ment aurait pour effet d’optimiser chaque partie de la chaîne. Mais la position des points
de croisement est aléatoire, ce qui participe à l’exploration de l’espace total. La probabilité
de croisement, c’est-à-dire la probabilité que deux individus sélectionnés pour le croisement
subissent effectivement le croisement est en général de pc = 0, 5 à 0, 7 [Gol89], [Sri94] .

Mutation. La mutation d’un individu permet de réaliser l’aristogénèse et sert ainsi à
empêcher la perte de diversité. En effet si au cours de l’optimisation un gène de rang donné
avait la même valeur pour toute une génération, tous les descendants conserveraient ce gène.
La probabilité de mutation est en général de pm = 0, 01 à 0, 05.

individu = 001100‖1‖10001011 −→ individu = 001100‖0‖10001011 (3.12)

Codage. Les fonctions que l’on veut minimiser étant dans la grande majorité des cas des
fonctions de variables réelles, un codage des chaînes binaires est nécessaire. Le codage le
plus utilisé est le codage binaire à virgule fixe, par exemple :

1001, 1010 −→ 1×23+0×22+0×21+1×20+1×2−1+0×2−2+1×2−3+0×2−4 = 9, 625 (3.13)

La longueur de la chaîne dépend donc de la précision souhaitée sur les valeurs réelles. Cer-
tains auteurs préfèrent le code de Gray qui présente l’avantage d’avoir des codes consécutifs
toujours distants de 1 [Sri94], Mais ce codage diminue l’aptitude à l’exploration de l’espace
total par le croisement [Gol89]. Ces méthodes de codage donnent un grande facilité pour
imposer des contraintes sur les valeurs d’un paramètre.

3.2.3 Extensions - Améliorations.

Les algorithmes génétiques sont actuellement en pleine expansion. Le principal problème
actuel des algorithmes génétiques étant la faible propension à l’exploration de l’espace com-
plet, les recherches portent en particulier sur ce point.

– Longueur de la chaîne de gènes dynamique [Gol89], [Dav90].
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– Notion de niche écologique [Gol89], [Ren95].
– Sur les croisements :

– croisement multipoint (3,4,..) au lieu de 2 comme décrit précédemment [Gol89],
– croisement uniforme qui est un croisement bit à bit avec une probabilité d’échanger

les bits qui dépend du nombre d’échanges déjà effectués. Le croisement uniforme
augmente la capacité d’exploration de l’espace total, il est surtout utilisé dans le cas
de populations faibles (dans le cas de fortes populations, le nombre élevé d’individus
assure déjà un bonne exploration de l’espace total [Sri94]).

– Conservation d’une génération sur l’autre du ou des meilleurs individus [Ren95].

3.2.4 Application des algorithmes génétiques.

Dans notre cas, nous aurions pu optimiser la variable de commande du courant dans les
moteurs qui peut être considérée comme une chaîne de bits. La période d’échantillonnage
étant de 7 ms et chaque commande ayant 12 bits, un pas de 2 secondes implique une séquence
de 286 commandes soit 3432 bits. Afin de fixer les idées rappelons que cela représente
l’équivalent de 54 nombres réels codés au format ”double précision”.

L’inconvénient de cette application est sa dépendance vis-à-vis de la période d’échan-
tillonnage et de la précision des convertisseurs numériques - analogiques. Ainsi, en prenant 1
ms et 16 bits, cela représente 32 000 bits à optimiser soit l’équivalent de 500 nombres réels !
Cette voie n’a donc pas été explorée à cause de sa dépendance vis-à-vis des caractéristiques
de la commande.

3.2.5 Conclusion.

Cette méthode est bien adaptée à la minimisation dans le cas de fonctions fortement
non linéaires. La mutation est surtout utile dans le cas d’un critère à forte épistasie, le
croisement étant plutôt utile dans la phase de détermination des minima locaux. Les algo-
rithmes génétiques sont une bonne méthode intermédiaire entre les méthodes analytiques
et les méthodes stochastiques.

3.3 Algorithmes génétiques codés réels.

Afin de résoudre le problème du codage et de la précision des paramètres dans les al-
gorithmes génétiques, certains auteurs ont transposé les idées des algorithmes génétiques à
des gènes de type réel.

3.3.1 Principe.

La séquence des opérations reste identique à celle des algorithmes génétiques binaires
(voir figure 3.6), seules les opérations et le codage diffèrent.

Un chromosome est composé d’un ensemble de gènes réels de la forme :

chromosome = (α1, α2, α3, α4, α5, · · · , αn), gènes = αi, i = 1..n. (3.14)

Croisement. Le croisement, qui consiste à engendrer des descendants par échange de
gènes, devient :

parent1 = (α1, ‖α2, α3, ‖α4, α5)
⇑ ⇓

parent2 = (β1, ‖β2, β3, ‖β4, β5)

 −→ enfant1 = (α1, ‖β2, β3, ‖α4, α5)
enfant2 = (β1, ‖α2, α3, ‖β4, β5)

(3.15)

ou
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parent1 = (α1, ‖α2, α3, ‖α4, α5)
⇑ ⇓

parent2 = (β1, ‖β2, β3, ‖β4, β5)

 −→ enfant1 = (α1, ‖α2+β2

2 , α3+β3

2 , ‖α4, α5)
enfant2 = (β1, ‖α2+β2

2 , α3+β3

2 , ‖β4, β5)

(3.16)

Mutation. Là encore, la mutation consiste à empêcher la perte de matériel génétique.
Transposé au codage réel, cela revient à ajouter un bruit sur un ou plusieurs chromosomes
choisis aléatoirement.

α′i = αi ± p× αi. (3.17)

où p est un nombre aléatoire de moyenne nulle.
[Ren95] propose une mutation dont l’amplitude décroît avec le temps, de la forme sui-

vante :

α′i = αi + (αimax − αi)
(

1− r
(

1− k
k0

)5)
si b = 1,

α′i = αi + (αimin − αi)
(

1− r
(

1− k
k0

)5)
si b = 0,

(3.18)

où :
αimax : valeur maximum du paramètre αi,
αimin : valeur minimum du paramètre αi,
r : nombre réel aléatoire donnant l’amplitude de la mutation,
k : indice de la génération courante,
k0 : indice de la dernière génération subissant une mutation,
b : nombre binaire aléatoire donnant le sens de la mutation.

Par analogie avec les algorithmes de type ”recuit simulé” (voir §3.5), l’amplitude des
mutations décroît au fur et à mesure que l’algorithme converge .

Améliorations. Afin d’améliorer la vitesse de convergence, [Ren95] propose la combinai-
son de plusieurs méthodes d’optimisation : algorithmes génétiques et méthodes analytiques.
L’algorithme génétique recherche les minima locaux et la méthode analytique détermine
rapidement la valeur du minimum de la fonction dans chaque minimum local.

3.3.2 Conclusion.

Les algorithmes génétiques réels présentent l’avantage de ne pas être limités par le co-
dage des variables réelles et la forme générale de l’algorithme permet un passage aisé des
algorithmes génétiques vers des méthodes de type Simplex.

3.4 Mise en œuvre des algorithmes génétiques.

La mise en œuvre des optimisations paramétriques a été faite en utilisant le ”PGAPack
Parallel Genetic Algorithm Library” [Lev96] fourni par l’Argonne National Laboratory. Cette
bibliothèque permet de créer facilement et rapidement une optimisation de fonction utilisant
des algorithmes génétiques codés binaires ou réels.

Cette bibliothèque très complète permet une utilisation à plusieurs niveaux :

1. Le premier niveau demande la définition de quelques paramètres fondamentaux (co-
dage utilisé, nombre de gènes). Tous les autres paramètres sont définis par défaut.
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Fig. 3.7 – Principe général de l’algorithme génétique mis en œuvre.

2. Le deuxième niveau permet de changer tous les paramètres du système (ex : taille de la
population, probabilité de mutation ...), mais aussi la définition de certaines fonctions
(sélection, croisement ou mutation) à choisir parmi une dizaine de fonctions les plus
souvent reprises dans la littérature.

3. Le troisième permet d’intégrer ses propres fonctions de sélection, de croisement, de
mutation ou de créer des algorithmes hybrides.

3.4.1 Algorithme génétique mis en œuvre.

La figure 3.7 résume l’ensemble des choix effectués pour la mise en œuvre des algorithmes
génétiques.

Codage. Nous avons choisi un codage réel car ce type de codage est plus adapté aux
problèmes continus [Ren95].

Taille de la population. Dans [Sri94], l’auteur propose deux valeurs typiques de taille de
population : 30 et 100. Par contre dans [Rib94] et [Ren95] les auteurs, tout en restant dans
les bornes précédentes, adaptent la taille de la population à environ deux fois le nombre de
gènes.

Pour notre application, nous avons utilisé plusieurs tailles de populations, de 100 à
10 000 individus. Les résultats obtenus sont équivalents tant du point de vue du nombre
d’itérations nécessaires que des résultats obtenus. C’est pourquoi, les dernières optimisations
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ont été faites avec une taille de population intermédiaire de 200 individus, ce qui limite un
peu le temps de calcul dû à l’algorithme lui-même et, d’après [Sri94], préserve la probabilité
de déterminer le minimum global.

Taux de renouvellement. Le taux de renouvellement est représentatif du nombre de
nouveaux individus crées à chaque génération. Ce taux n’a pas de valeur empirique stable
et trois méthodes coexistent :

1. le renouvellement complet de la population à chaque génération par croisement et
mutation (l’idée originale des Algorithmes génétiques) [Gol89],

2. la conservation du meilleur individu de la génération précédente et renouvellement du
reste de la population, méthode préconisée par [Ren95],

3. le remplacement d’une petite partie de la population initiale, le reste de la population
finale étant la recopie des meilleurs individus de la précédente ou une sélection aléatoire
parmi les individus de la génération précédente [Lev96].

Nous avons choisi la troisième solution avec la recopie des meilleurs, ainsi nous évitons
la duplication d’individus due à la sélection aléatoire. Le taux choisi est de 10%, valeur
préconisée par [Lev96].

Sélection. La sélection utilisée est une sélection liée au rang de l’individu et non pas à
la valeur du critère qui lui est associé. Cette méthode permet d’éviter une convergence trop
rapide vers un individu qui présente un critère nettement plus faible que les autres, diminuant
ainsi l’exploration de l’espace total. Ce cas se produit surtout lors des optimisations avec
contraintes.

Croisement. Le croisement choisi est un croisement à deux points. La probabilité de
croisement choisie est 0,65, valeur préconisée par [Ren95] et [Sri94].

Mutation. La mutation est réalisée suivant l’équation (3.17) La probabilité de mutation
proposée par D. Levine dans sa bibliothèque [Lev96] est :

pm = 1/L, (3.19)

où L est le nombre de gènes de chaque chromosome.
Nous pouvons calculer la probabilité que n gènes mutent :

P (n) =
L!

(L− n)!n!
pm

n(1− pm)(L−n) (3.20)

En utilisant (3.19) dans (3.20) avec n = 0, nous obtenons une probabilité de 0, 36 pour
L = 73, ce qui revient à dire que seulement 64% des chromosomes soumis à la mutation ont
au moins un gène qui mute. Si l’on choisit la probabilité de mutation nulle, on observe sur
la figure 3.8 que l’algorithme stagne dans la recherche du minimum en quelques générations.
Ainsi la mutation sert à renouveler le patrimoine génétique de la population. Nous avons
donc choisi :

– Une probabilité de mutation forte afin de transformer beaucoup de gènes à chaque
mutation.

– Une mutation de faible amplitude afin que le nouvel individu ait un critère proche de
celui qu’il avait avant de subir la mutation (donc un bon critère par rapport au reste
de la population, et une forte probabilité d’être sélectionné à la prochaine génération).
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Fig. 3.8 – Optimisation sans mutation.

Nous avons choisi pm telle que P(n) soit maximale pour n = L/2. Ainsi, statistiquement,
la moitié des gènes subira une mutation.

∂P (n)
∂pm

= 0 pour n = L/2. (3.21)

L’équation (3.21) conduit à pm = 0, 5.
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3.5 Méthode du ”Recuit simulé”

3.5.1 Introduction

La méthode du ”recuit simulé” (Simulated Annealing) repose sur un principe de la ther-
modynamique : la loi de refroidissement des métaux. Un atome donné est animé par un
mouvement brownien dont l’amplitude dépend de la température. Lorsque la température
décroît ce mouvement s’estompe et l’atome tend à se positionner dans un état d’énergie
minimale.

3.5.2 Principe.

Le problème posé est la détermination d’un vecteur x qui minimise le critère λ(x). La
méthode du ”recuit simulé” la plus simple résout le problème par un processus itératif et
stochastique comme suit.

Après une initialisation aléatoire du premier point de calcul x0, l’algorithme génère, à
chaque itération, un pas aléatoire δx suivant une loi de probabilité de type gaussienne g(δx).

g(δx) =
1

(2πT (k))−n/2
e
−(δx)2

2T (k) (3.22)

Le nouveau point de calcul est :

xk+1 = xk + δx. (3.23)

Deux cas peuvent se présenter :

1. Le nouveau point est meilleur : λ(xk+1) < λ(xk),
le point est accepté et le processus recommence.

2. Le nouveau point est plus mauvais : λ(xk+1) > λ(xk),
le nouveau point peut être accepté suivant une probabilité :

pk = exp

[
−λ(xk+1)− λ(xk)

T (k)

]
(3.24)

A chaque itération la ”température” T (k) diminue suivant la loi :

T (k) =
T0

ln(1 + k)
. (3.25)

Une valeur minimale de T0 est proposée par [Haj88] qui assure une convergence statis-
tique vers un minimum global.

Ainsi lorsque la température est grande, l’algorithme peut quitter un minimum local,
soit par un saut direct, soit par un point intermédiaire de critère plus grand. Au fur et à
mesure que la température décroît, la longueur du pas diminue et la probabilité d’accepter
un pas δx qui fait augmenter le critère décroît. L’algorithme finit par générer des pas de
faible amplitude et n’accepter pratiquement plus de pas qui font augmenter le critère, les
pas qui le font diminuer étant toujours acceptés. Cette méthode permet statistiquement de
trouver un minimum global mais demande un très grand nombre d’itérations.

3.5.3 Extensions - Améliorations.

Par extension, de nombreuses méthodes se rapportent à celle-ci du moment que la pro-
babilité d’acceptation du pas est de la forme de celle présentée par l’équation (3.24).

Parmi les améliorations proposées dans la littérature, notons celle due à [Ing92] : ”Fast
Annealing” où g(δx) et T (k) sont choisis tels que :
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g(δx) =
T (k)

((δx)2 + T (k)2)
(n+1)/2

(3.26)

et
T (k) =

T0

k
(3.27)

L’auteur propose donc une loi de décroissance plus rapide, tout en conservant la mobilité
du point de calcul.

D’autre part, notons aussi la modification de [Pre92] qui introduisent dans la méthode
du Simplex une probabilité d’acceptation du pas. Cet algorithme présente l’avantage de
converger vers l’algorithme classique du Simplex (voir [Pre92]) lorsque la température dé-
croît.

3.5.4 Mise en œuvre du ”recuit simulé”.

Pour la mise en œuvre de la méthode du ”recuit simulé”, nous avons choisi l’algorithme
proposé par [Pre92].

L’algorithme présente trois phases distinctes mais imbriquées :

1. lorsque la température est grande vis-à-vis du critère, pratiquement tous les déplace-
ments sont acceptés, le Simplex s’agrandit et explore l’espace,

2. lorsque la température est du même ordre de grandeur que le critère, le Simplex
converge vers les grandes ”vallées” tout en acceptant des déplacements qui augmentent
le critère, ce qui lui permet de sortir des rugosités de celui-ci,

3. lorsque la température est faible vis-à-vis du critère, l’algorithme détermine le mini-
mum local qui, selon toute probabilité, est le minimum global.

Choix de la température. Il est nécessaire de choisir une température initiale T0 et
une loi de décroissance au cours du temps. B. Hajcek a démontré dans [Haj88] qu’une
décroissance de la forme :

T (k) =
T0

ln(1 + k)
(3.28)

associée à une probabilité d’acceptation du pas de la forme :

pk = exp

[
−λ(xk+1)− λ(xk)

T (k)

]
(3.29)

assure statistiquement la détermination d’un minimum global à condition de choisir T0

supérieur au maximum de profondeur de tous les minima locaux, minimum global exclu.
Le maximum de profondeur de tous les minima locaux est impossible à déterminer,

c’est pourquoi certains auteurs [Pre92] [Ing92] préconisent l’emploi d’une valeur largement
supérieure à une approximation de ce second membre.

Nous avons borné cette profondeur maximale par :

T0 = 10× la valeur maximale du critère à l’initialisation, (3.30)

la valeur minimale du critère étant minimisée par 0.
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Chapitre 4

Prise en compte des contraintes.

4.1 Forme de la contrainte.

Dans le chapitre précédent, nous avons élaboré différentes méthodes pour l’optimisation
des paramètres décrivant un pas du robot. Les pas obtenus ne sont pas réalisables physique-
ment sur un sol plat, le pied mobile passant sous le sol. L’obtention de pas réalistes passe
donc par une optimisation paramétrique avec une contrainte : ”Le pied mobile doit passer
au-dessus du sol”. La prise en compte de cette contrainte (Z > 0) implique le calcul du
modèle géométrique présenté au paragraphe 3.1.

Nous avons généralisé cette contrainte en introduisant un obstacle au milieu du pas.
Cet obstacle a été modélisé par deux modèles mathématiques différents. Le premier modèle
limite l’espace atteignable par : d’une part le sol (zone 1) et d’autre part une surface rec-
tangulaire (zone 2), ces deux zones étant interdites au pied mobile. Le deuxième modèle
interdit également l’accés à un demi-plan limité par le sol et un triangle (zone3) tel que
représenté sur la figure 4.1

6

-

y

z

zone 1

zone 2 zone 3

Fig. 4.1 – Contraintes géométriques sur un pas.

Les contraintes représentées figure 4.1 sont celles appliquées au centre du pied mobile.
Les extrémités du pied mobile sont soumises à la même forme de contrainte, mais translatée
d’une demi-longueur du pied.

Cette contrainte géométrique du sol et de l’obstacle sera la seule prise en compte, en effet
les contraintes sur les couples et les vitesses des axes sont a priori inutiles car les couples et
vitesses obtenus pour les démarches à énergie minimale sans contrainte sont dans notre cas
nettement inférieurs aux limites physiques du système.

109
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4.2 Prise en compte des contraintes

La prise en compte dans l’algorithme des contraintes est le plus souvent faite par l’in-
termédiaire de l’augmentation du critère en fonction du non respect des contraintes par une
fonction de pénalité : (en anglais : penalty function) [Fle90].

λ′a(x, r) = λ(x) + r
∑
i

Ci(x)TCi(x). (4.1)

Une autre forme est aussi souvent utilisée, les fonctions barrières (en anglais : barrier
function) [Fle90]. Par exemple :

λ′b(x, r) = λ(x) + r
∑
i

[Ci(x)]−1. (4.2)

Ces fonctions sont le plus souvent utilisées avec des méthodes d’optimisation sous contraintes
qui garantissent que chaque point testé respecte les contraintes ”interior method”.

Le paramètre r sert à régler le dépassement des contraintes qui est toléré. Si r est faible
l’optimisation donnera un point qui dépasse les contraintes. Par contre si r devient grand, le
calcul de la fonction λ′(x, r) et de ses dérivées sera entaché d’erreurs de calcul. Dans tous les
cas, cette méthode de prise en compte des contraintes rend la fonction λ′(x, r) non convexe
et multi-modale.

Les méthodes d’optimisation stochastiques convergent même si la fonction est non convexe
et/ou multi-modale. Les auteurs qui abordent le sujet [Rab95] [Hom94] proposent des fonc-
tions d’augmentation de types paliers.

Ces fonctions ont été testées sans succès, les trois algorithmes utilisés ne convergent que
rarement vers un pas réaliste et souvent vers des pas irréalistes. Ces fonctions introduisent
de larges ”vallées” et augmentent la ”rugosité” du critère à cause de la non linéarité de la
contrainte.

4.3 Modèle de contrainte classique.

L’analyse des résultats de l’optimisation sans contraintes montre que le pied mobile
passe sous le sol mais le dépassement de la contrainte, (quelques millimètres à quelques cen-
timètres), est faible. Par contre, l’introduction de la contrainte par le biais de l’augmentation
artificielle du critère conduit à des pas irréalistes.

La fonction de pénalité doit alors :
– présenter une discontinuité, pour éviter un compromis contrainte - critère,
– ne pas perturber la convergence due au critère seul lorsque la contrainte est largement

dépassée.
La prise en compte des deux arguments précédents nous conduit à une fonction de

pénalité de la forme :

C(max(∆Z(t))) = γ exp(−αmax(∆Z(t))) si max(∆Z(t)) > 0,
= 0 si max(∆Z(t)) ≤ 0,

λ′(x,∆Z) = λ(x) + C(max(∆Z(t))).
(4.3)

où :
∆Z(t) : dépassement de la contrainte,
λ′(x,∆Z) : critère augmenté de la fonction de pénalité,
α et γ : réels positifs.

La fonction de pénalité C est représentée figure 4.2. La forme utilisée permet un réglage
indépendant de la valeur de la discontinuité à l’origine, γ, et de la décroissance de la fonction
de pénalité par la variation de α. γ et α sont calculés en utilisant les valeurs du critère λ et du
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dépassement de la contrainte max(∆Z(t)) obtenues pour une optimisation sans contrainte :
λC , max(∆ZC

).

-

6

5λC

(5/2)λC

C

max(∆Z(t))max(∆ZC
)

Fig. 4.2 – Forme de la contrainte ”mathématique”.{
γ = 5× λC
α = log(1/2)

max(∆Z
C

)

Les coefficients 5 et 1/2 sont le fruit de l’expérience.
Ce critère modifié sera utilisé par la suite pour l’optimisation et les résultats sont donnés

au chapitre 1.2

4.4 Modèle de contrainte élastique.

Nous avons préalablement constaté que les algorithmes d’optimisation convergent bien
tant que le critère est calculé à partir d’éléments physiques. Par contre, dès que la contrainte
est mise en œuvre via le modèle mathématique, la convergence est plus incertaine. On pense
alors à l’approche, largement utilisée dans la littérature, des champs de potentiel répulsifs
[Vol90], [Kro84].

La contrainte est introduite par un modèle simplifié du contact du pied mobile avec le
sol. Ce modèle est fondé sur l’hypothèse d’un sol élastique. Sa déformation crée une force
verticale de type ressort de compression et une force horizontale de type frottement visqueux.

6

?�

6

∆z(t) > 0

FZ

FY

sol

pied mobile

*

�

lp

Fig. 4.3 – Forces dues au contact avec le sol élastique.

FZ(t) = eR×∆Z(t) − 1, si ∆Z(t) > 0
= 0, si ∆Z(t) ≤ 0

FY (t) = fvsol ẏ(t), si ∆Z(t) > 0
= 0, si ∆Z(t) ≤ 0.

(4.4)
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où : {
R : raideur,
fvsol : coefficient de frottement visqueux.

En outre, les valeurs numériques de la raideur et du coefficient de frottement visqueux
ont été choisies afin d’améliorer la rapidité de convergence des algorithmes et non à partir
de la nature du matériau constituant le sol.

Le modèle dynamique utilisé est toujours celui présenté au paragraphe 3.3. Le pied fixe
est toujours considéré comme une base fixe. Cette modélisation du sol peut être interprétée
comme une modélisation de la raideur de la semelle du pied, à condition de supposer que la
diminution d’épaisseur de cette semelle, soumise au poids de l’ensemble de la structure et
aux efforts dûs au mouvement, soit négligeable.

4.4.1 Prise en compte de la contrainte dans la méthode du Simplex.

Malgré sa robustesse, la méthode du Simplex converge mal lorsque la contrainte du
sol est modélisée par les fonctions de pénalité proposées aux paragraphes 4.3 et 4.4. Nous
avons donc essayé de transformer cette méthode en une méthode s’approchant des méthodes
”intérieures” (en anglais : interior methods) [Cab95].

Pour cela nous proposons trois changements de l’algorithme initial (voir figure 3.5) :

1. Si moins des 2/3 des vecteurs ne respectent plus la contrainte alors l’algorithme est
l’algorithme classique, où la contraction est remplacée par :

xk+1
i =

xki + xklc
2

, ∀ xki / C(xki ) > 0, contraction . (4.5)

où xklc est le vecteur donnant le critère le plus faible et respectant la contrainte.

2. Si plus de 1/3 des vecteurs ne respectent pas les contraintes, alors, si après une réflexion
le vecteur réfléchi ne respecte pas la contrainte, nous provoquons une contraction (4.5).

3. Dès que la contrainte n’est plus respectée par plus des 2/3 des vecteurs nous procédons
à un repliement du Simplex autour de la contrainte en appliquant la relation :

xk+1
i = −δ xki + (1 + δ) xklc , ∀ xki /C(xki ) > 0, avec δ = 1/2, repliement, (4.6)

Si la contrainte est perpendiculaire à la direction du minimum, le repliement participe
à la contraction.

En résumé, les modifications de l’algorithme pour la prise en compte de la contrainte
sont :

– Si plus de 2/3 des vecteurs respectent la contrainte, pas de changement par rapport à
l’algorithme initial.

– Si plus de 1/3 des vecteurs du Simplex ne respectent pas la contrainte, le Simplex
”glisse sur” la contrainte.

– Dès que 2/3 des vecteurs ne respectent pas la contrainte, le Simplex ”glisse autour”
de la contrainte (équation. 4.6).

Les valeurs 1/3 et 2/3 ont été déterminées empiriquement.
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4.5 Application sur les algorithmes génétiques

Il est intéressant de constater que toutes les méthodes d’optimisation paramétrique sous
contraintes consistent à intégrer les contraintes dans le critère 4.2. Cela implique qu’à chaque
évaluation d’un individu l’algorithme procède au calcul de toutes les contraintes et à celui
du critère pour en déduire un critère modifié incluant les contraintes.

Cette façon de procéder présente deux inconvénients :
– le temps de calcul est long,
– la valeur du critère doit être ”réaliste” en présence de paramètres ostensiblement mau-

vais.
Ce deuxième point a d’ailleurs donné lieu à des résultats aberrants lors de premières

tentatives d’optimisation. Les frottements étaient modélisés par des polynômes du troisième
degré, qui représentaient bien la réalité dans le cas de vitesses correctes (q̇i < 10rad.s−1),
mais qui soumis à des vitesses excessives (q̇i > 100rad.s−1) donnaient des pertes mécaniques
par frottement négatives ! L’algorithme d’optimisation a donc rapidement convergé vers des
critères négatifs.

Cette constatation amène à considérer un principe d’optimisation fondé sur les contraintes
plutôt que sur le critère. L’idée consiste à effectuer une sélection progressive des individus
qui respectent les contraintes. Les contraintes sont classées par leur temps de calcul, celles
demandant un temps de calcul faible en tête. Chaque individu est alors évalué vis-à-vis des
contraintes et reçoit une note :

N = (i‖Ci), (4.7)

avec 
N : Note de l’individu,
i : Numéro de la première contrainte non satisfaite,
Ci : Critère associé à la contrainte i

Tous les individus sont ainsi notés puis classés selon :
1. le numéro de la dernière contrainte satisfaite,
2. la valeur du critère associé.
Dès qu’une contrainte n’est pas satisfaite, le calcul s’arrête, épargnant le calcul des

contraintes suivantes.
Le principe de classement et de sélection suivant leur rang des individus permet ainsi de

réduire progressivement l’espace de recherche total.
Les contraintes sur notre robot sont multiples :
– Contraintes géométriques,
– Contraintes de vitesse,
– Contraintes de couples.

On peut aussi ajouter des contraintes supplémentaires qui relèvent du ”bon sens” telles que :
– le pied mobile ne doit pas passer au dessus des hanches,
– aucun axe ne doit faire un tour complet.
Ces contraintes sont classées par le volume de calculs nécessaires :

type de contraintes calculs nécessaires
vitesse articulaire ‖q̇i‖ < ˙qmax calcul des trajectoires articulaires
position articulaire ‖qi‖ < qmax calcul des trajectoires articulaires
géométriques axe i au dessus du sol calcul du modèle géométrique

pied au-dessus du sol
couples ‖q̇i‖ < ˙qmax calcul du modèle dynamique

La mise en œuvre de cette méthode montre un gain net en temps de calcul sur les pre-
mières générations. Mais après quelques générations presque tous les individus respectent les
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premières contraintes. Aussi la convergence est normale mais le gain de temps sur l’ensemble
de l’optimisation est faible.

En fait cet essai d’implantation de l’optimisation sous contraintes est surtout intéressant
du point de vue de l’optimisation paramétrique sur un modèle et ses limites. L’implantation
de ces limites nous garantit la convergence vers un point où les différents modèles utili-
sés fournissent des valeurs correctes. Par la même occasion, nous évitons par ce biais la
convergence vers des zones mal modélisées.



Cinquième partie

Résultats sur les démarches à énergie
minimale.
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Chapitre 1

Résultats de l’optimisation
énergétique.

Dans cette partie nous présentons le fruit des optimisations faites en utlisant les trois
algorithmes choisis au paragraphe 2.3.5. Les optimisations sont faites pour des temps de pas
variant de 0,5 seconde à 3 secondes. Les courbes présentées représentent l’énergie consommée
sur un pas. Les pas optimisés sont des pas uniques.

Le modèle de robot utilisé est celui présenté au chapitre I. A l’aide de ce modèle nous
créons deux autres structures différentes :

1. Une structure possédant des ressorts de torsion situés sur les axes des réducteurs
comme présenté au chapitre 2. La raideur des ressorts sera optimisée par la méthode
utilisée.

2. Une structure identique au robot bipède réel, mais de masse m3 = 13 kg.

L’utilisation de ces trois modèles différents, nous permettra de conclure quant à la ro-
bustesse de la méthode et ses capacités à optimiser des paramètres physiques.

1.1 Résultats sans contrainte.

algorithme génétique

”recuit simulé”
Simplex

Fig. 1.1 – Consommation énergétique en fonction du temps d’un pas sans contrainte.
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La figure 1.1 montre la consommation énergétique en fonction du temps du pas, pour
un pas unique. Chaque point représenté est le meilleur de deux points calculés pour chaque
méthode et pour chaque temps.

Nous pouvons observer que les algorithmes génétiques déterminent un meilleur point que
les autres algorithmes. Dans la première partie de la courbe (t < 1, 5s), les résultats sont
équivalents pour les trois algorithmes. Quelques relances des algorithmes ”recuit simulé”
et Simplex détermineraient sans doute le minimum global. Par contre dans la deuxième
partie de la courbe (t > 1, 5s), les algorithmes génétiques déterminent des points nettement
meilleurs.

Ceci est dû à l’aptitude des algorithmes génétiques à explorer simultanément deux ou
plusieurs minima locaux. En effet dans cette partie de la courbe, et pour cette optimisation
en particulier, les pas peuvent comporter zéro ou une oscillation (voir les tracés des pas 2.1
et2.2). La méthode du Simplex converge trop rapidement dans l’une des vallées, la méthode
du ”recuit simulé” a des difficultés à explorer plusieurs minima locaux de valeurs proches et
la vallée contenant le pas optimal sans oscillation est trop large pour permettre un saut vers
un autre minimum.

1.2 Résultats avec la contrainte ”mathématique”.

Dans cette partie, nous présentons des résultats obtenus avec la prise en compte de la
contrainte du sol par le modèle mathématique défini au paragraphe 4.3 que nous appele-
rons contrainte ”mathématique”. Les optimisations se font toujours sur les trois structures
présentées au paragraphe 2.

sans contrainte

obstacle = 0 cm

obstacle = 1 cm

obstacle = 2 cm

Fig. 1.2 – Consommation énergétique pour 3 hauteurs de l’obstacle avec la contrainte ”ma-
thématique”.

Cette contrainte est fortement non linéaire vis-à-vis des paramètres, aussi la conver-
gence des algorithmes est particulièrement lente. Nous avons, dans cette partie, simplifié le
problème en imposant que le pied mobile soit toujours horizontal.

Cette hypothèse étant faite, la convergence est nettement plus rapide et donne de bons



1.2. RÉSULTATS AVEC LA CONTRAINTE ”MATHÉMATIQUE”. 119

résultats. Les pas obtenus, s’ils ne représentent pas toujours le minimum global, respectent
toujours la contrainte.

La figure 1.2 montre la consommation énergétique pour un pas unique (q̇i(0) = 0).
Les courbes de la consommation énergétique avec ou sans ressorts tendent vers une valeur
constante d’environ 20 Joules avec des variations. Ces variations s’expliquent par le fait que
tous les points ne sont pas le minimum global recherché. Néanmoins, la position moyenne
de chaque courbe (figure 1.3) indique que l’évitement de l’obstacle consomme de l’énergie,
cette surconsommation étant liée comme on pouvait s’y attendre à l’altitude de l’obstacle.

Pour les temps de pas courts (t < 1, 5s) la consommation diffère peu, par contre pour
les temps de pas longs (t > 2s), la consommation double sous l’effet de la contrainte due
à l’obstacle. En fait, pour ces temps de pas, l’optimum sans contrainte conduit à un pas
présentant une oscillation (voir figure 2.2). La présence de la contrainte empêche cette
oscillation, puisqu’elle devrait se faire avec le genou de la jambe mobile plié. Le mouvement
du genou consomme de l’énergie par effet Joule dû au couple fourni pour compenser le
couple de gravité.

sans ressorts

avec ressorts

Fig. 1.3 – Consommation énergétique avec et sans ressorts (contrainte ”mathématique” de
1 cm).

La figure 1.3 compare la consommation avec et sans ressorts sur les axes du robot. La
valeur de la raideur des ressorts est optimisée par l’algorithme de la même façon que les
coefficients des séries de Fourier.

Ainsi, pour ce calcul le vecteur de paramètres contient trois coefficients supplémentaires.
Des considérations de symétrie nous amènent à choisir la position de repos des ressorts nulle,
ainsi dans la position de repos (robot vertical) le couple de rappel des ressorts est nul.
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Les raideurs des ressorts déterminées pour un temps de pas de deux secondes sont :
– axes 1 et 5 : k = 0, 017 Nm/rad,
– axes 2 et 4 : k = 0 Nm/rad,
– axe 3 : k = 1, 84 Nm/rad.
Les valeurs numériques précédentes montrent que, sur notre structure, seul l’axe 3 se

comporte comme un oscillateur pendant le déplacement.
On remarque que la consommation avec ressorts est légèrement plus faible que sans

ressorts. Pour des temps de cycle courts, (T < 0, 8 s), la différence n’est pas significative.
Les optimisations effectuées sont trop peu nombreuses pour pouvoir en conclure que notre
robot bipède se comporte différemment des systèmes biologiques. et n’utilise des ressorts
que pour les temps de cycle longs.

m3 = 3 kg

m3 = 13 kg

Fig. 1.4 – Consommation énergétique avec m3 = 3kg et m3 = 13kg (contrainte ”mathéma-
tique” de 1 cm).

La figure 1.4 montre l’augmentation de la consommation liée à l’augmentation de la
masse des hanches m3. La différence est pratiquement indépendante du temps du pas et
correspond à une augmentation de l’ordre de 20 Joules.

1.3 Résultats avec la contrainte ”physique”.

Nous allons dans ce paragraphe présenter les résultats obtenus en utilisant la contrainte
de sol élastique que nous appelerons contrainte ”physique”. L’étude est faite avec 3 modèles
différents du robot bipède. Le premier est donné par l’expression du modèle dynamique
double (équation 3.7) décrite au paragraphe 3.3. Le deuxième modèle comprend en plus
un ressort de torsion associé à chaque articulation. Le troisième modèle reprend le modèle
dynamique double avec une masse ponctuelle supplémentaire au niveau des hanches.

Dans ce paragraphe, les contraintes sont modélisées par une fonction de potentiel élas-
tique du sol décrite au paragraphe 4.4.

La figure 1.5 montre la consommation énergétique en fonction du temps d’un pas pour
trois structures différentes (avec et sans ressorts et avec m3 = 13 kg). La courbe pour
m3 = 13 kg se détache nettement. Cette augmentation de masse des hanches provoque une
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structure normale
avec ressorts
m3 = 13 kg

sol non élastique

Fig. 1.5 – Consommation énergétique avec le sol élastique (contrainte ”physique” de 1 cm).

augmentation de consommation constante d’environ 30 Joules, et ce quel que soit le modèle
de la contrainte utilisé.

Cette figure montre également que la structure avec ressorts nécessite la même consom-
mation énergétique que la structure sans ressort.

1.4 Convergence des algorithmes.

Dans le cadre des optimisations précédentes, nous avons tracé le meilleur critère obtenu
en fonction du nombre d’itérations.

La figure 1.6 montre le meilleur critère obtenu en fonction du nombre d’itérations réa-
lisées pour les algorithmes génétiques et la méthode du ”recuit simulé”. Nous pouvons re-
marquer que la méthode du ”recuit simulé” stagne pendant un grand nombre d’itérations.
Cela est dû à la température élevée au début de l’optimisation, qui fait accepter des points
présentant un grand critère. A partir de 55 000 itérations, l’algorithme converge vers la
méthode du Simplex et détermine le minimum local de la vallée.

L’algorithme génétique détermine rapidement la meilleure combinaison des gènes exis-
tants. Par contre, la convergence se fait plus lentement par la suite car les individus sont
très proches les uns des autres.

Du point de vue du temps de calcul, les différents algorithmes sont équivalents. Une
optimisation demande entre 120 000 et 300 000 itérations, ce qui représente environ 1 heure
de calcul sur un processeur de type Pentium à 90 Mhz, l’une des courbes représentées figure
1.1 demande 1 à 2 jours de calcul.
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”recuit simulé”

algorithme génétique

Fig. 1.6 – Comparaison des convergences entre les méthodes de ”recuit similé” et les algo-
rithmes génétiques.



Chapitre 2

Trajectoires du pied mobile.

Les figures des pages suivantes, montrent le pas du robot dans les différentes confi-
gurations étudiées précédemment. Dans le cas de l’optimisation avec la contrainte du sol
élastique, nous représentons les forces engendrées par le contact avec la contrainte (sol et
obstacle). Pour la clarté de la figure seule la jambe mobile est représentée.

Les figures 2.1 et 2.2 montrent les pas obtenus par optimisation sans contrainte en 1 et
2 secondes. Nous pouvons remarquer que le robot se comporte, dans le cas des temps de pas
longs, comme un oscillateur mécanique et entretient son oscillation (voir paragraphe 2.3.2).
Dans le cas des temps de trajet courts, la position verticale des cinq axes et du pied mobile
varie peu, minimisant le transfert d’énergie cinétique en énergie potentielle.

Fig. 2.1 – Pas du robot effectué en 1 s sans contrainte (cm/cm).

Les figures 2.3 2.4 et 2.5 montrent les pas effectués par le robot pour un obstacle de
1 cm, le pied mobile étant horizontal.

L’on peut remarquer que l’augmentation de la masse m3 conduit à un pas identique à
celui déterminé pour m3 = 3 kg. Par contre, pour le pas avec ressorts, la démarche change
et s’approche de celle d’une autruche.

La visualisation de l’effet du sol élastique sur les trois structures (figures 2.7, 2.9) et 2.11)
montre un choc contre l’obstacle dans les deux cas, et une déformation du sol au départ
du pas pour les structures sans ressort. La figure 2.11 montre une déformation nettement
supérieure lorsque m3 = 13 kg.
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Fig. 2.2 – Pas du robot effectué en 2 s sans contrainte (cm/cm).

Fig. 2.3 – Pas du robot effectué en 1,5 s (contrainte ”mathématique” de 1 cm) (cm/cm).

La visualisation des pas éffectués montre que pendant une partie du pas le robot est
une chaîne cinématique fermée. Au départ du pas, le robot utilise le sol afin de diminuer les
couples moteurs et ”profite” de l’élasticité du sol pour accélérer. A la fin du pas, il utilise à
nouveau le sol, en particulier les frottements, afin de freiner. Plus la charge augmente, plus
cette utilisation est visible, par contre la présence de ressorts dans le système atténue ce
phénomène.
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Fig. 2.4 – Pas du robot avec ressorts effectué en 1,5 s (contrainte ”mathématique” de 1 cm)
(cm/cm).

Fig. 2.5 – Pas du robot avec m3 = 13 kg effectué en 1,5 s (contrainte ”mathématique” de
1 cm) (cm/cm).
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Fig. 2.6 – Pas du robot effectué en 1 s avec un contrainte de 1 cm et un sol élastique
(cm/cm).
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Fig. 2.7 – Forces horizontales et verticales en fonction du temps pour un pas de 1s avec un
contrainte de 1 cm et un sol élastique (cm/cm).

Fig. 2.8 – Pas du robot avec ressorts effectué en 1 s avec un contrainte de 1 cm et un sol
élastique (cm/cm).

Fig. 2.9 – Forces horizontales et verticales en fonction du temps pour un pas de 1s avec un
contrainte de 1 cm et un sol élastique (structure avec ressorts) (cm/cm).
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Fig. 2.10 – Pas du robot avec m3 = 13 kg effectué en 1 s avec un contrainte de 1 cm et un
sol élastique (cm/cm).

Fig. 2.11 – Forces horizontales et verticales en fonction du temps pour un pas de 1s avec
un contrainte de 1 cm et un sol élastique (m3 = 13 kg) (cm/cm).



Chapitre 3

Aspects temporels des trajectoires
articulaires.

Tous les résultats calculés sont donnés en annexe B.

Fig. 3.1 – Position et couple des axes 1 et 5 en fonction du temps pour un pas de 2s sans
contrainte.

Fig. 3.2 – Position et couple des axes 1 et 5 en fonction du temps pour un pas de 1s avec
un contrainte de 1 cm.

La visualisation des positions en fonction du temps (figure 3.1) montre comme l’on
s’y attendait des courbes aux variations lentes. Par contre les commandes présentent des
discontinuités importantes liées au modèle dynamique double (voir §3.3) et au modèle de
frottement. Ces discontinuités sont aussi, mais dans une moindre mesure, liées aux frotte-
ments modélisés qui présentent une discontinuité (voir §3.4). Ce phénomène s’accentue sur
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les trajectoires obtenues par optimisation avec une contrainte et par la diminution du temps
de pas (voir figure 3.2).

Les couples moteurs présentés sont à comparer avec le couple maximal du motoréducteur
qui est de 10,6/265 = 0,04 Nm.
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Fig. 3.3 – Spectre de position et d’accélération des axes 1 et 5 pour un pas de 1s.

Fig. 3.4 – Spectre de position et d’accélération des axes 1 et 5 pour un pas de 1 s avec un
contrainte de 1 cm.

La visualisation des spectres montre que le choix de quinze harmoniques par axe est
correct si l’on s’en tient à la précision sur la position (figure 3.3). Par contre, les spectres
des accélérations ne convergent pas. En fait ces spectres laissent penser que l’accélération
est telle qu’elle essaye de réduire les discontinuités de couple des moteurs. Là aussi, la prise
en compte d’une contrainte accentue le phénomène (voir figure 3.4).
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Fig. 3.5 – Couple fonction de la position de l’axe 3 pour un pas de 2s sans contrainte.

Fig. 3.6 – Couple fonction de la position des axes 1 et 5 pour un pas de 1,5 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Les figures 3.5 et 3.6 montrent le couple de chaque axe représenté en fonction de la
position de cet axe. La figure 3.5 montre une dépendance du couple articulaire par rapport
à la position de l’axe. La courbe de la figure V.21 peut être approchée par une loi du type
C = −kq. L’utilisation d’un ressort lié à l’axe de sortie permet par conséquent de diminuer
le couple moteur et donc les pertes par effet Joule (voir figure 3.5).
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Conclusion

Ce travail traite de la méthodologie de conception d’un robot marcheur autonome.
Nous avons abordé plusieurs points essentiels du processus de conception, à savoir les

choix et les contraintes liés à la structure mécanique, l’autonomie, l’amélioration du ren-
dement énergétique global et enfin la méthode de détermination des trajectoires du robot
répondant à des contraintes d’environnement spatiales.

Une étude bibliographique de la mobilité de systèmes biologiques, aussi bien bipèdes que
quadrupèdes, nous a apporté des éléments de réflexion et a permis de dégager trois aspects
du problème. En premier, la forme et les matériaux des pieds constituent des éléments
essentiels de la conversion de l’énergie cinétique en énergie potentielle. Ensuite, l’utilisation
d’éléments flexibles (ressorts) permet un stockage temporaire de l’énergie. Enfin, il existe
une indissociabilité de la constitution et des démarches.

Ces idées nous ont alors conduit à étudier le rendement d’une chaîne de conversion
de l’énergie électrique sur un robot autonome. Cette étude montre que la récupération de
l’énergie cinétique de la structure sous forme électrique présente un mauvais rendement. Par
conséquent, et suivant les inspirations biologiques, nous avons étudié un actionneur flexible
composé d’un motoréducteur à courant continu et d’un ressort de torsion.

L’étude permet le choix de la raideur en fonction des trajectoires du système. Ainsi il est
possible de déterminer une raideur diminuant les temps de cycle et l’énergie nécessaire pour
le déplacement si les trajectoires désirées sont cycliques. De fait, cet actionneur présente des
caractéristiques énergétiques et temporelles très intéressantes pour une utilisation dans le
cadre des robots mobiles à pattes.

L’étude des matériaux de construction montre sur un robot simplifié que le choix d’un
matériau dépend fortement du cahier des charges du robot (vitesses articulaires, défor-
mations tolérées). Le choix du matériau passe donc, là encore, par la détermination des
trajectoires du système.

Pour la détermination des trajectoires minimales en énergie, nous avons choisi d’utiliser
une méthode fondée sur la décomposition en séries de Fourier des trajectoires articulaires
suivie d’une optimisation des coefficients de ces séries par une méthode paramétrique.

Cette décomposition tient compte de la périodicité de la démarche et permet aisément
d’ajouter des contraintes d’état initial (positions, vitesses). Ainsi, nous pouvons décrire les
positions articulaires au cours d’un pas par un vecteur d’une centaine de paramètres. Ce
vecteur est ensuite optimisé par une méthode d’optimisation paramétrique.

Après la présentation des différentes méthodes citées dans la littérature, nous avons mis
en œuvre trois d’entre elles, à savoir :

– les algorithmes d’ordre 0 : méthode du Simplex de Nelder & Mead,
– les algorithmes génétiques,
– la méthode du ”recuit simulé”.
Les premiers résultats obtenus avec ces trois méthodes montrent que les méthodes d’ordre

0 ne sont pas adaptées à notre problème. Mais les algorithmes génétiques et la méthode du
”recuit simulé” optimisent le vecteur de paramètres. Les démarches obtenues ne respectent
pas les contraintes, c’est pourquoi l’étape suivante consiste en la détermination d’une fonc-
tion de pénalité permettant la prise en compte de la contrainte liée au sol.
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Nous mettons en œuvre une fonction de pénalité sans signification physique. Cette
contrainte n’agit pas pour les grands dépassements de la contrainte, laissant ainsi agir la
convergence ”naturelle” vers des trajectoires à faible dépassement observées lors des optimi-
sations sans contraintes. Pour les faibles dépassements, elle augmente le critère et présente
une discontinuité à la limite de la contrainte pour éviter tout compromis critère-contrainte.

La convergence des optimisations sous contraintes devient dès lors nettement plus diffi-
cile, à cause de l’extrême non linéarité de la contrainte vis-à-vis des paramètres. Seules des
démarches avec le pied mobile horizontal convergent. Néanmoins quelques résultats intéres-
sants ont été obtenus, ainsi la présence de ressorts diminue la consommation énergétique.
D’autre part les algorithmes d’optimisation optimisent simultanément les trajectoires et la
raideur de chaque ressort.

Nous proposons ensuite la prise en compte de la contrainte du sol par un modèle de sol
élastique. Le contact du pied mobile avec le sol produit deux forces, une force verticale due
à l’élasticité du sol et une force horizontale homogène à un frottement visqueux.

L’utilisation de ce modèle du sol améliore sensiblement la convergence des algorithmes
d’optimisation. Les démarches obtenues présentent des phases de double support.

Les résultats obtenus sont encourageants. La méthode proposée étant indépendante de
la forme du modèle, celui-ci peut être non linéaire et présenter des discontinuités. En outre,
le modèle utilisé peut comporter des grandeurs physiques à optimiser. La méthode proposée
optimisera simultanément les trajectoires et les grandeurs structurelles.

Dès lors, nous pouvons envisager l’utilisation de modèles de robots marcheurs plus com-
plexes. Les exemples biologiques nous engagent à utiliser un modèle de robot possédant un
tronc et à modéliser les phases de double support. Ce modèle plus complet devra prendre en
compte un modèle du contact entre les pieds et le sol. Enfin l’on peut imaginer que tous ces
modèles présenteront des grandeurs physiques à optimiser telles que la raideur des pieds, la
longueur des liens, la nature des actionneurs ou la répartition des masses.

Le nombre de paramètres augmentant, le temps de calcul risque de devenir excessif.
Aussi, le choix de l’algorithme d’optimisation est-il primordial. Les algorithmes génétiques
présentent des caractéristiques adaptées au problème d’optimisation globale.

En effet, le principe du croisement fait apparaître des ”niches écologiques”, par exemple, la
niche des marcheurs de type humain et celle des marcheurs de type autruche. Ces ”niches”
permettent alors de scinder les problèmes en plusieurs sous-problèmes. Par ailleurs, rien
n’empêche, de changer de méthode d’optimisation s’il s’avère que dans une niche, la topologie
locale de la fonction de coût est plus adaptée à une autre méthode d’optimisation.

Sans vouloir créer un écosystème virtuel de robots marcheurs, la méthode proposée est
un moyen, simple à mettre en œuvre, de vérifier l’optimalité de démarches obtenues par
ailleurs. Enfin si nous observons, pendant la convergence, les paramètres prépondérants
dans le critère choisi, alors notre méthode se transforme en une méthode d’étude et de
recherche !



Annexe A

Modèle dynamique selon le
formalisme de Lagrange

A.1 Modèle dynamique complet.

Tous calculs faits, le modèle dynamique de la structure mécanique du robot écrit selon
le formalisme de Lagrange est :
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A.1.1 Matrice A

a11 = m1z
2
G1

+m2(l21+z2
G2

)+m3(l21+l22+z2
G3

)+m4(l21+2l22+z2
G4

)+m5(2l21+2l22+z2
G5

)+2m2l1zG2C2+
m3(2l1l2C2+2l1zG3C23+2l2zG3C3)+m4(2l1l2C2+2l1l2C23+2l22C3+2l1zG4C234+2l2zG4C34+
2l2zG4C4) +m5(2l1l2C2 + 2l1l2C23 + 2l21C234 + 2l22C3 + 2l1l2C34 + 2l1l2C4 + 2l1zG5C2345 +
2l2zG5C345 + 2l2zG5C45 + 2l1zG5C5) + I1 + I2 + I3 + I4 + I5

a22 = m2z
2
G2

+ m3(l22 + z2
G3

) + m4(2l22 + z2
G4

) + m5(l21 + 2l22 + z2
G5

) + 2m3l2zG3C3 + m4(2l22C3 +
2l2zG4C34+2l2zG4C4)+m5(2l22C3+2l1l2C4+2l1l2C34+2l2zG5C345+2l2zG5C45+2l1zG5C5)+
I2 + I3 + I4 + I5

a33 = m3z
2
G3

+m4(l22+z2
G4

)+m5(l21+l22+z2
G5

)+2m4l2zG4C4+m5(2l1l2C4+2l2zG5C45+2l1zG5C5)+
I3 + I4 + I5
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a44 = m4z
2
G4

+m5(l21 + z2
G5

) + 2m5l1zG5C5 + I4 + I5

a55 = m5z
2
G5

+ I5

a12 = a21 = m2z
2
G2

+m3(l22 +z2
G3

)+m4(2l22 +z2
G4

)+m5(l21 +2l22 +z2
G5

)+m2l1zG2C2 +m3(l1l2C2 +
l1zG3C23 + 2l2zG3C3) + m4(l1l2C2 + l1l2C23 + 2l22C3 + l1zG4C234 + 2l2zG4C34 +
2l2zG4C4)+m5(l1l2C2 + l1l2C23 + l21C234 +2l22C3 +2l1l2C34 +2l1l2C4 + l1zG5C2345 +
2l2zG5C345 + 2l2zG5C45 + 2l1zG5C5) + I2 + I3 + I4 + I5

a13 = a31 = m3z
2
G3

+m4(l22 + z2
G4

) +m5(l21 + l22 + z2
G5

) +m3(l1zG3C23 + l2zG3C3) +m4(l1l2C23 +
l22C3 + l1zG4C234 + l2zG4C34 + 2l2zG4C4) +m5(l1l2C23 + l21C234 + l22C3 + l1l2C34 +
2l1l2C4 + l1zG5C2345 + l2zG5C345 + 2l2zG5C45 + 2l1zG5C5) + I3 + I4 + I5

a14 = a41 = m4z
2
G4

+m5(l21 +z2
G5

)+m4(l1zG4C234 + l2zG4C34 + l2zG4C4)+m5(l21C234 + l1l2C34 +
l1l2C4 + l1zG5C2345 + l2zG5C345 + l2zG5C45 + 2l1zG5C5) + I4 + I5

a15 = a51 = m5z
2
G5

+m5(l1zG5C2345 + l2zG5C345 + l2zG5C45 + l1zG5C5) + I5

a23 = a32 = m3z
2
G3

+ m4(l22 + z2
G4

) + m5(l21 + l22 + z2
G5

) + m3(l2zG3C3) + m4(l22C3 + l2zG4C34 +
2l2zG4C4) +m5(l22C3 + l1l2C34 + 2l1l2C4 + l2zG5C345 + 2l2zG5C45 + 2l1zG5C5) + I3 +
I4 + I5

a24 = a42 = m4z
2
G4

+m5(l21 +z2
G5

)+m4(l2zG4C34 + l2zG4C4)+m5(l1l2C34 + l1l2C4 + l2zG5C345 +
l2zG5C45 + 2l1zG5C5) + I4 + I5

a25 = a52 = m5z
2
G5

+m5(l2zG5C345 + l2zG5C45 + l1zG5C5) + I5

a34 = a43 = m4z
2
G4

+m5(l21 + z2
G5

) +m4l2zG4C4 +m5(l1l2C4 + l2zG5C45 + 2l1zG5C5) + I4 + I5

a35 = a53 = m5z
2
G5

+m5l2zG5C45 +m5l1zG5C5 + I5

a45 = a54 = m5z
2
G5

+m5l1zG5C5 + I5

A.1.2 Matrice B

b11 = b22 = b33 = b44 = b55 = 0

b21 = −b12 = m2l1zG2S2 +m3(l1l2S2 + l1zG3S23)+m4(l1l2S2 + l1l2S23 + l1zG4S234)+m5(l1l2S2 +
l1l2S23 + l21S234 + l1zG5S2345)

b31 = −b13 = m3(l1zG3S23 + l2zG3S3) +m4(l1l2S23 + l22S3 + l1zG4S234 + l2zG4S34) +m5(l1l2S23 +
l21S234 + l22S3 + l1l2S34 + l1zG5S2345 + l2zG5S345)

b32 = −b23 = m3l2zG3S3 +m4(l22S3 + l2zG4S34) +m5(l22S3 + l1l2S34 + l2zG5S345)

b41 = −b14 = m4(l1zG4S234 + l2zG4S34 + l2zG4S4) +m5(l21S234 + l1l2S34 + l1l2S4 + l1zG5S2345 +
l2zG5S345 + l2zG5S45)
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b42 = −b24 = m4(l2zG4S34 + l2zG4S4) +m5(l1l2S34 + l1l2S4 + l2zG5S345 + l2zG5S45)

b43 = −b34 = m4l2zG4S4 +m5(l1l2S4 + l2zG5S45)

b51 = −b15 = m5(l1zG5S2345 + l2zG5S345 + l2zG5S45 + l1zG5S5)

b52 = −b25 = m5(l2zG5S345 + l2zG5S45 + l1zG5S5)

b53 = −b35 = m5(l2zG5S45 + l1zG5S5)

b54 = −b45 = m5l1zG5S5

A.1.3 Matrice C

c212 = c313 = c323 = c414 = c424 = c434 = c515 = c525 = c535 = c545 = 0

c112 = −2b21

c113 = c123 = −2b31

c114 = c124 = c134 = −2b41

c115 = c125 = c135 = c145 = −2b51

c213 = c223 = −c312 = −2b32

c214 = c224 = c234 = −c412 = −2b42

c215 = c225 = c235 = c245 = −c512 = −2b52

c314 = c324 = c334 = −c413 = −c423 = −2b43

c315 = c325 = c335 = c345 = −c513 = −c523 = −2b53

c415 = c425 = c435 = c445 = −c514 = −c524 = −c534 = −2b54

A.1.4 Vecteur Q

Q5 = m5gzG5S12345

Q4 = Q5 +m5gl1S1234 +m4gzG4S1234

Q3 = Q4 + (m4 +m5)gl2S123 +m3gzG3S123

Q2 = Q3 + (m3 +m4 +m5)gl2S12 +m2gzG2S12

Q1 = Q2 + (m2 +m3 +m4 +m5)gl1S1 +m1gzG1S1
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A.2 Définition des coefficients intervenant dans le modèle.

A.2.1 Masses.
m0 : masse du corps 0 =1,7 kg
m1 : masse du corps 1 =3,8 kg
m2 : masse du corps 2 =1,8 kg
m3 : masse du corps 3 =2,3 kg
m4 : masse du corps 4 =3,8 kg
m5 : masse du corps 5 =1,7 kg

A.2.2 Longueurs.

l1 = l4 = distance entre les axes 1 et 2, 3 et 4 = 30 cm
l2 = l3 = distance entre les axes 2 et 3, 4 et 5 = 30 cm
zG1 = zG4 = distance du centre de masse G1 dans le repère 1 = 15 cm
zG2 = distance du centre de masse G2 dans le repère 2 = 15 cm
zG3 = distance du centre de masse G3 dans le repère 3 = 6,3 cm
zG5 = distance du centre de masse G5 dans le repère 5 = 8,5 cm

A.2.3 Moment d’inertie.
I1 : Moment d’inertie du corps 1 par rapport à ~z1 = 8, 60.10−2kg.m2

I2 : Moment d’inertie du corps 2 par rapport à ~z2 = 2, 43.10−2kg.m2

I3 : Moment d’inertie du corps 3 par rapport à ~z3 = 4, 23.10−2kg.m2

I4 : Moment d’inertie du corps 4 par rapport à ~z4 = 8, 60.10−2kg.m2

I5 : Moment d’inertie du corps 5 par rapport à ~z5 = 6, 72.10−2kg.m2



Annexe B

Résultats temporels sur les
trajectoires.

Cet annexe présente l’ensemble des résultats temporels de toutes les optimisations pré-
sentées au chapitre V.

Les figures B.1, B.4, B.7, B.10, B.13, B.16, B.19, B.22, B.25, B.28, B.31, B.34, B.37,
B.40, B.43, B.46, B.49, B.52, B.55, B.58, B.61, B.64, B.67, B.70, représentent les positions
articulaires et les commandes de chaque axe du robot. Les figures B.2, B.5, B.8, B.11, B.14,
B.17 B.20, B.23, B.26, B.29, B.32, B.35, B.38, B.41, B.44, B.47, B.50, B.53, B.56, B.59,
B.62, B.65, B.68, B.71, montrent les spectres de fréquence de la trajectoire de la position
articulaire et celui de l’accélération articulaire. Enfin, les figures B.3, B.6, B.9 B.12, B.15,
B.18 B.21, B.24, B.27, B.30, B.33, B.36, B.39, B.42, B.45, B.48, B.51, B.54, B.57, B.60, B.63,
B.66, B.69, B.72, montrent le couple de chaque axe représenté en fonction de la position de
cet axe.
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B.1 Résultats pour T = 1 s sans contrainte.

Fig. B.1 – Position et couple des axes 1 et 5 en fonction du temps pour un pas de 1s.

Fig. B.2 – Spectre de position et d’accélération des axes 1 et 5 pour un pas de 1s.

Fig. B.3 – Couple fonction de la position des axes 1 et 5 pour un pas de 1s.
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Fig. B.4 – Spectre de position et d’accélération des axes 2 et 4 pour un pas de 1s.

Fig. B.5 – Spectre de position et d’accélération des axes 2 et 4 pour un pas de 1s.

Fig. B.6 – Couple fonction de la position des axes 2 et 4 pour un pas de 1s.
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Fig. B.7 – Position et couple de l’axe 3 en fonction du temps pour un pas de 1s.

Fig. B.8 – Spectre de position et d’accélération de l’axe 3 pour un pas de 1s.

Fig. B.9 – Couple fonction de la position de l’axe 3 pour un pas de 1s.
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B.2 Résultats pour T= 2 s sans contrainte.

Fig. B.10 – Position et couple des axes 1 et 5 en fonction du temps pour un pas de 2s.

Fig. B.11 – Spectre de position et d’accélération des axes 1 et 5 pour un pas de 2s.

Fig. B.12 – Couple fonction de la position des axes 1 et 5 pour un pas de 2s.
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Fig. B.13 – Position et couple des axes 2 et 4 en fonction du temps pour un pas de 2s.

Fig. B.14 – Spectre de position et d’accélération des axes 2 et 4 pour un pas de 2s.

Fig. B.15 – Couple fonction de la position des axes 2 et 4 pour un pas de 2s.



B.2. RÉSULTATS POUR T= 2 S SANS CONTRAINTE. 147

Fig. B.16 – Position et couple de l’axe 3 en fonction du temps pour un pas de 2s.

Fig. B.17 – Spectre de position et d’accélération de l’axe 3 pour un pas de 2s.

Fig. B.18 – Couple fonction de la position de l’axe 3 pour un pas de 2s.
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B.3 Résultats pour T=1,5 s (contrainte ”mathématique”).

Fig. B.19 – Position et couple des axes 1 et 5 en fonction du temps pour un pas de 1,5s
avec une contrainte de 1 cm.

Fig. B.20 – Spectre de position et d’accélération des axes 1 et 5 pour un pas de 1,5 s avec
une contrainte de 1 cm.

Fig. B.21 – Couple fonction de la position des axes 1 et 5 pour un pas de 1,5 s avec une
contrainte de 1 cm.
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Fig. B.22 – Position et couple des axes 2 et 4 en fonction du temps pour un pas de 1,5 s
avec une contrainte de 1 cm.

Fig. B.23 – Spectre de position et d’accélération des axes 2 et 4 pour un pas de 1,5 s avec
une contrainte de 1 cm.

Fig. B.24 – Couple fonction de la position des axes 2 et 4 pour un pas de 1,5 s avec une
contrainte de 1 cm.
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Fig. B.25 – Position et couple de l’axe 3 en fonction du temps pour un pas de 1,5 s avec
une contrainte de 1 cm.

Fig. B.26 – Spectre de position et d’accélération de l’axe 3 pour un pas de 1,5 s avec une
contrainte de 1 cm.

Fig. B.27 – Couple fonction de la position de l’axe 3 pour un pas de 1,5 s avec une contrainte
de 1 cm.
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B.4 Résultats pour T=1,5 s avec ressorts (contrainte ”mathématique”).

Fig. B.28 – Position et couple des axes 1 et 5 en fonction du temps pour un pas de 1,5 s
avec un obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.29 – Spectre de position et d’accélération des axes 1 et 5 pour un pas de 1,5 s avec
un obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.30 – Couple fonction de la position des axes 1 et 5 pour un pas de 1,5 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).
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Fig. B.31 – Position et couple des axes 2 et 4 en fonction du temps pour un pas de 1,5 s
avec un obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.32 – Spectre de position et d’accélération des axes 2 et 4 pour un pas de 1,5 s avec
un obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.33 – Couple fonction de la position des axes 2 et 4 pour un pas de 1,5 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).
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Fig. B.34 – Position et couple de l’axe 3 en fonction du temps pour un pas de 1,5 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.35 – Spectre de position et d’accélération de l’axe 3 pour un pas de 1,5 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.36 – Couple fonction de la position de l’axe 3 pour un pas de 1,5 s avec un obstacle
de 1 cm (avec ressorts).
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sectionRésultats pour T=1,5 s avec m3 = 13 kg (contrainte ”mathématique”).

Fig. B.37 – Position et couple des axes 1 et 5 en fonction du temps pour un pas de 1,5 s
avec une contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.38 – Spectre de position et d’accélération des axes 1 et 5 pour un pas de 1,5 s avec
une contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.39 – Couple fonction de la position des axes 1 et 5 pour un pas de 1,5 s avec une
contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).
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Fig. B.40 – Position et couple des axes 2 et 4 en fonction du temps pour un pas de 1,5 s
avec une contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.41 – Spectre de position et d’accélération des axes 2 et 4 pour un pas de 1,5 s avec
une contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.42 – Couple fonction de la position des axes 2 et 4 pour un pas de 1,5 s avec une
contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).
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Fig. B.43 – Position et couple de l’axe 3 en fonction du temps pour un pas de 1,5 s avec
une contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.44 – Spectre de position et d’accélération de l’axe 3 pour un pas de 1,5 s avec une
contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.45 – Couple fonction de la position de l’axe 3 pour un pas de 1,5 s avec une contrainte
de 1 cm (m3 = 13 kg).
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B.5 Résultats pour T=1 s (contrainte de sol élastique).

Fig. B.46 – Position et couple des axes 1 et 5 en fonction du temps pour un pas de 1s avec
une contrainte de 1 cm.

Fig. B.47 – Spectre de position et d’accélération des axes 1 et 5 pour un pas de 1 s avec
une contrainte de 1 cm.

Fig. B.48 – Couple fonction de la position des axes 1 et 5 pour un pas de 1 s avec une
contrainte de 1 cm.
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Fig. B.49 – Position et couple des axes 2 et 4 en fonction du temps pour un pas de 1 s avec
une contrainte de 1 cm.

Fig. B.50 – Spectre de position et d’accélération des axes 2 et 4 pour un pas de 1 s avec
une contrainte de 1 cm.

Fig. B.51 – Couple fonction de la position des axes 2 et 4 pour un pas de 1 s avec une
contrainte de 1 cm.
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Fig. B.52 – Position et couple de l’axe 3 en fonction du temps pour un pas de 1 s avec une
contrainte de 1 cm.

Fig. B.53 – Spectre de position et d’accélération de l’axe 3 pour un pas de 1 s avec une
contrainte de 1 cm.

Fig. B.54 – Couple fonction de la position de l’axe 3 pour un pas de 1 s avec une contrainte
de 1 cm.
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B.6 Résultats pour T=1 s avec ressorts (contrainte de sol élastique).

Fig. B.55 – Position et couple des axes 1 et 5 en fonction du temps pour un pas de 1s avec
un obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.56 – Spectre de position et d’accélération des axes 1 et 5 pour un pas de 1 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.57 – Couple fonction de la position des axes 1 et 5 pour un pas de 1 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).
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Fig. B.58 – Position et couple des axes 2 et 4 en fonction du temps pour un pas de 1 s avec
un obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.59 – Spectre de position et d’accélération des axes 2 et 4 pour un pas de 1 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.60 – Couple fonction de la position des axes 2 et 4 pour un pas de 1 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).
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Fig. B.61 – Position et couple de l’axe 3 en fonction du temps pour un pas de 1 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.62 – Spectre de position et d’accélération de l’axe 3 pour un pas de 1 s avec un
obstacle de 1 cm (avec ressorts).

Fig. B.63 – Couple fonction de la position de l’axe 3 pour un pas de 1 s avec un obstacle
de 1 cm (avec ressorts).
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B.7 Résultats pour T=1 s avec m3 = 13 kg (contrainte de sol élastique).

Fig. B.64 – Position et couple des axes 1 et 5 en fonction du temps pour un pas de 1s avec
une contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.65 – Spectre de position et d’accélération des axes 1 et 5 pour un pas de 1 s avec
une contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.66 – Couple fonction de la position des axes 1 et 5 pour un pas de 1 s avec une
contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).
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Fig. B.67 – Position et couple des axes 2 et 4 en fonction du temps pour un pas de 1 s avec
une contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.68 – Spectre de position et d’accélération des axes 2 et 4 pour un pas de 1 s avec
une contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.69 – Couple fonction de la position des axes 2 et 4 pour un pas de 1 s avec une
contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).
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Fig. B.70 – Position et couple de l’axe 3 en fonction du temps pour un pas de 1 s avec une
contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.71 – Spectre de position et d’accélération de l’axe 3 pour un pas de 1 s avec une
contrainte de 1 cm (m3 = 13 kg).

Fig. B.72 – Couple fonction de la position de l’axe 3 pour un pas de 1 s avec une contrainte
de 1 cm (m3 = 13 kg).
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