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Chapitre 1

Repérage dans le plan et ’espace

I Systémes de coordonnées dans le plan

I.1 Coordonnées cartésiennes

I.1.1 Définition

, N , . . . - N
DEFINITION 1.1 (REPERE CARTESIEN). On appelle repére cartésien du plan tout triplet (O, i, j ), ou :
— O est un point fixé du plan, nommé origine,

— 4 et j sont deux vecteurs non colinéaires ( : n’ayant pas méme direction).

)

T —
i Ly, ¢ |I=Il 7 ||=1) directs : la rotation de centre O, d’angle

ol

On se limitera aux repéres orthonormés (
%

i .= :
5, €nvole ¢ sur j.

NOTATION : De tels repeéres seront notés ROND.

1.1.2 Conséquence

PROPRIETE 1.3. Tout vecteur du plan se décompose (grace aux projections) en la somme d’un vecteur col-
_)

inéaire & ¢ et d’un autre colinéaire & j .

—
]
"0

- —
REMARQUE 1.4. (2,3) représente les coordonnées du point M dans le repere (O, i, j ).

9

I.2 Coordonnées polaires

On se donne une origine O, et un vecteur i (# 0).



I1.2.1 Définition

DEFINITION 1.5 (COORDONNEES POLAIRES). On appelle coordonnées polaires du point M, le couple (r,6), ou :

—
- TZH oM H7
~ 9= T7OM.

axe
O T polaire

- —
REMARQUE 1.6. Si le plan est déja muni d’un repére cartésien (O, i, j ), on prend (sauf mention du contraire)

O pour origine des coordonnées polaires, et 'axe O ¢ pour axe polaire.

)

I.2.2 Relations avec les coordonnées cartésiennes

. . . . - - , -
PROPRIETE 1.7. Soit M un point du plan repéré par (O, i, j ), de coordonnées cartésiennes (x,y), et de

coordonnées polaires (r,0) (o O i est 'axe polaire). Alors

r = rcosf
y = rsinf
________________________ M
y f
‘
rsin 0 G
o) rcos® X

1.2.3 Exercices

EXERCICE 1.1. On se donne les points A(1;3), B(1;2), C(—1;-3), D(—2;—1). Quelles sont leurs coordonnées
polaires ?

EXERCICE 1.2. Méme question pour les points de coordonnées A(5;2), B(—3;2), C(1;-3), D(2;1).



%
EXERCICE 1.3. On prend [O i) pour axe polaire, et on considére les points de coordonnées (polaires) A(v/2, —2),
B(Q\/iv %)a C(3a %)7 D(2’ 2%) et E(3a *ﬂ-)'

Quelles sont leurs coordonnées cartésiennes ?

ISE

- =
EXERCICE 1.4. On consideére les points A(1;0), B(1;1), C(1;—1), D(—1;—1), et le vecteur U=1i+7.
On choisit B pour origine des coordonnées polaires, et BW pour axe polaire. Quelles sont les coordonnées polaires
des points donnés précédemment ?

EXERCICE 1.5. On se donne un triangle A, B, C' de coordonnées respectives (1;0), (3;2) et (—1,2).
1. Quelle est la nature du triangle ?
2. Déterminez les coordonnées polaires des points, en prenant 07, puis O?, pour axe polaire.
3. On effectue une symétrie d’axe Oy. Quelles sont les nouvelles coordonnées des points du triangle 7
4

. On effectue une rotation d’origine 0, d’angle +7. Quelles sont les nouvelles coordonnées du triangle ?

II Systéemes de coordonnées dans ’espace

II.1 Coordonnées cartésiennes
. , . . — —

On se fixe une origine dans I’espace, puis on se donne trois vecteurs ( i , j
iLj,la=lJ =1

On se limitera aux reperes orthonormés directs : )

I1.2 Coordonnées cylindriques

Le repérage d’un point de I'espace se fait comme suit :

777777777777777777777777 M
y g
<
r sin 0
o) rcos® x

PROPRIETE 1.8. Les coordonnées cylindriques (r, 6, Z) sont reliées aux coordonnées cartésiennes (x,y, z) par
les formules :

r = rcosf
y = rsinf
z = A

I1.3 Coordonnées sphériques

Le repérage d’un point de I'espace se fait comme suit :
Les coordonnées cylindriques (r, 6, ¢) sont reliées aux coordonnées cartésiennes (z,y, z) par les formules :



y
‘
r sin 0 0
o) rcos® x

r = rcosfcoso
y = rsinfcoso
z = rsin ¢

II.4 Exercices
EXERCICE 1.6. On se donne les points A(0;1;3), B(1;3;3), C(—1;2;3), D(2;—1; —1).
1. Quelles sont leurs coordonnées cylindriques ?

2. Quelles sont leurs coordonnées sphériques ?

EXERCICE 1.7. On se donne les points A, B, et C' de I'espace de coordonnées cylindriques respectives (1, 7, 1),
3, -7, —1), (1, 37“, 3). Trouver leurs coordonnées cartésiennes.
EXERCICE 1.8. On se donne les points A, B, et C' de I'espace de coordonnées sphériques respectives (1,3, 5),

(3,5, %), et (1, 37“, ‘%’T) Trouver leurs coordonnées cartésiennes.



Chapitre 2

Résolution de quelques problemes
géomeétriques

I Produit scalaire, produit vectoriel

I.1 Produit scalaire
I.1.1 Définition

DEFINITION 2.1 (PRODUIT SCALAIRE). Etant donné deux vecteurs ¥ et ¥ du plan ou de ’espace, formant un
angle non-orienté 6 entre eux, leur produit scalaire vaut :

U = ||L|||| V| cos b

REMARQUE 2.2. C’est donc un scalaire, qui est nul si et seulement si LY.

1.1.2 Propriétés

Le produit scalaire vérifie :

UV =7
U(V+T)=U. 7T +4.0
wAd = ||’

D’autres part, ayant les coordonnées des vecteurs, on peut aisément calculer leur produit scalaire :
— Dans le plan, si @ = (z,y) et ¥ = (2/,9/), alors €. 7 = za’ + yy/.
— Dans lespace, si @ = (z,y,2) et ¥ = (2,4, 2'), alors U. 0 = za’ +yy + 27

rem : Avec les coordonnées des vecteurs U et 7, on peut obtenir I’angle qu’ils forment entre eux, par :

cos = L2 v’ + gy’
osb = —
LI Va2 + g2 /2 + g

1.1.3 Exercices

- = — - =
EXERCICE 2.1. On se donne les vecteurs suivants : @ = i +27, v = 37, W=-27 — J et T=1U-7.

1. Calculer la norme de chacun de ces vecteurs.

2. Calculer les produits scalaires : €. 7, ., (7 + ﬁ)?, et W. 7.



1.2 Produit vectoriel
1.2.1 Définition

DEFINITION 2.3 (PRODUIT VECTORIEL). Le produit vectoriel de W = (z,y,z) et ¥ = («/,9/,2'), noté U A,
est le vecteur de coordonnées
(y2' — 'z, 2’z — 22’ 2y) — 2'y)

REMARQUE 2.4. C’est un vecteur, de norme :
I (1] V| sin 6
ou 6 désigne ’angle non orienté formé par U et .

1.2.2 Propriétés

Le produit vectoriel est nul si et seulement si U et U sont colinéaires.
La direction de ce vecteur est orthogonale au plan formé par les vecteurs U et U, et son sens est tel que

UNTY . L1
(7,7, oA ||) for.me un re.perei (?rthonorme ('h/re/ct. - '
Enfin, le produit vectoriel vérifie les propriétés algébriques suivantes :

UNYT =-TAY

UNV+E)=WdAT+UNT
U+ NN =UANT+T AT

1.2.3 Exercices

e T - = - =
EXERCICE 2.2. On se donne les vecteurs suivants : @ = i +2j + k, 0¥ =35 —2k, W = —2i +37 et

Z=1U-"7.
1. Calculer la norme de chacun de ces vecteurs.
2. Calculer les produits scalaires : €. 7, ., (7 + ﬁ)?, et W. 7.

3. Calculer les produits vectoriels U A 7, UANV, UNT.

II Equations de droites et de plans

II.1 La droite dans le plan

I1.1.1 Equation cartésienne

PROPRIETE 2.5. L’équation cartésienne d’une droite dans un plan est de la forme

(D) :ux+vy+h=0

REMARQUE 2.6. — Si u est nul (et pas v), on obtient la droite y = —%, parallele a Ow.

— Si v est nul (et pas u), on obtient la droite x = —%, parallele a Oy.

— Sini u ni v ne sont nuls, on obtient la droite de pente —%, qui passe par le point (0, —%)



I1.1.2 Vecteur normal a la droite

Soit M = (z,y) un point courant de (D) :uxx+v*xy+h =0, et V= (u,v).
Alors O—]\>4 +h=uxx4+v*xy+h=0.

Si, de plus, on se fixe un point My de (D), alors on a O—M;v +h
Donc O—]\>47 +h= O—MOV + h, soit (OT/[ - O—]\Jg)v = M—>]\407
Conclusion : 7 est un vecteur orthogonal a la droite (D).

11.1.3 Méthodes pour déterminer I’équation d’une droite du plan

Equation d’une droite orthogonale & un vecteur On se donne un vecteur 70 = (ug, vg).

(D) : (x —x0)*xup+ (y —yo) *xvo =0

PROPRIETE 2.7. La droite perpendiculaire a ce vecteur, et passant par My(xg,yo) a pour équation

PREUVE En effet, par (a), on sait que (D) a pour équation
D:uyxx+v*xy+h=0

Comme My € D, on a :
D :ugxxzg+vo*xy+h=0

donc h = —ug * Tg — v * Yo..-

Equation d’une droite dirigée par un vecteur La droite (D) passant par My(xo, yo et dirigée par ﬁ = (u,v)

est la droite passant par My(xg, yo et orthogonale a 7 = (—v,u).

D’aprés ce qui précede,
(D):vx(x—x0) —u*x(y—1yo)*xvg =0

Equation d’une droite passant par deux points (’est la droite passant par A = (ra,ya) et dirigée par le

vecteur AB = (xp — A, YB — YA)-
Avec le point précédent :

(D):(yp —ya) * (x —xa) +(xp —xa) * (y —ya) =0

Equation paramétrique Soit (D) la droite passant par les points A = (z4,y4) et B = (zp,yp). Alors :

— =
M(xz,y) € D <= ilexiste A € R tel que MA = ABA

xAa—x = MNza—1zB)

< il existe A € R tel que
a {yA—y = Mya—yB)

= xA+ )\(xB — xA)

T
<= il existe A € R tel que
a {y = ya+XMys—ya)

Soit (D) la droite passant par A = (x4,y4), de vecteur directeur 7 = (u,v). Alors :

10



—
M(x,y) € D <= il existe A € R tel que MA = AV

<= il existe A € R tel que {

<= il existe A € R tel que {

I1.2 Le plan dans I’espace

11.2.1 Equation cartésienne

Une équation cartésienne d’un plan dans l’espace a la forme

(P):uxx+v*xy+wsxz+h=0

ou u,v,w ne sont pas nuls simultanément.

TA—T = AU
ya—y = v
T = TA— AU
Yy ya — A

Le vecteur (u,v,w) est orthogonal & (P), et tous les plan orthogonaux au vecteur (u,v,w) ont une équation

de la forme uxz+v*xy+w=*z+ h =0.

11.2.2 Plan orthogonal a un vecteur

Si on veut le plan (P) orthogonal a ﬁ = (up, vo, wo) et passant par (xo, Yo, 20), alors :

— U L (P), donc 'équation de (P) a la forme ug *x +vg*xy+wo*2z+h =0

— (x0,Y0,20) € (P), donc ug * g + v * yo + wo * 20 + h = 0, d’ott h = —ug * xg — Vg * Yo — W * 20.

Conclusion : (P) : ug * (x — z9) +vo * (y — yo) + wo * (2 — 29) + h = 0.

I1.3 La droite dans ’espace

I1.3.1 Equation cartésienne

Une droite de ’espace étant ’'intersection de deux plans, elle admet pour équation cartésienne

ur kT +vpky+wykz+ hy
Ug * T + Vg kY + Wo * 2 + ho

EXERCICE 2.3. Trouver une équation de la droite (D) passant par les points A

EXERCICE 2.4. Déterminer combien de points constituent l'intersection entre les droites (D1)

et (D3), ou

y—z = 1

(Dl){x—i—z = 2 (D2){

I1.3.2 Equation paramétrique

rT+y+=z
2z — 2y

3
-2

= 0
= 0

(D3) {

rT+y+z
Yy—=z
2¥x—y—=z

T+2xy =
z+5xy = 1

2 T+ z
= 1 etB 2z — 2y
1 20 —y 4+

et (D2), puis (D1)

Soit (D) la droite de I’espace passant par les points A(x4,ya,24) et B(zp,yp, zp) distincts.Alors :

11



— =
M(x,y,z) € D <= il existe A € R tel que MA = ABA

xa—x = MNza—1zB)
< ilexiste \€ Rtelque { ya—y = Aya—yB)
za—2z = Mza—z2B)
x = zpA+ANzp—1x4)
< ilexiste \€ Rtelque ¢ ¥y = ya+Ays—ya)
z = za+ Mz —z4)

Enfin, M (x,y, z) appartient a la droite passant par (xg, yo, zo et portée par le vecteur (u,v,w) si, et seulement
Si:

T = TaA+Au
Yy = ya+ v
Z = zZa4+w

EXERCICE 2.5. Trouvez une équation cartésienne de la droite :
1. (D,) du plan passant par les points A(—1;0) et B(2;3).
2. (Dy) du plan passant par les points A(—1;2) et B(—1;—1,5).
3. (D.) de 'espace passant par les points A(—1;0;1) et B(2;2;2). Donner la version paramétrique des équations
rencontrées.

III Equations de cercles, de sphéres

III.1 Le cercle dans le plan

Le cercle (C) de centre O(zo,yo et de rayon R est ’ensemble des points M (z,y) situés & une distance R de
(z0,v0), c’est-a-dire tels que || OM ||?= R?, soit

(C): (z—z0)* + (y —yo)* = R?
REMARQUE 2.8. Les coordonnées d’un point courant M (z,y) sur ce cercle sont obtenues par :

r = xzo+ R*cosb
Yy = Yo+ Rx*sind

ouf €[0,2xm].

II1.2 La spheére dans ’espace

La sphere (S) de centre O(xo,yo, zo et de rayon R est 'ensemble des points M (z,y, z) situés a une distance
P N 7 2 2 .
R de (z0,y0, 20), c’est-a-dire tels que || OM ||*= R=, soit

(C): (z—20)*+ (y —yo)* + (2 — 20)* = R?

REMARQUE 2.9. Les coordonnées d’un point courant M (z,y, z) d'une telle sphére sont :

r = zo+ Rx*cosbcosp
Yy = yo + Rxsinfcoso
z = zo + R * sing

ot 0 €[0,2% 7], € [0,7].

EXERCICE 2.6. On se donne les surfaces de I'espace d’équation (S1):z+y+z+1=0et (S2): 22 +32+22=1.
1. Que sont exactement ces surfaces?
2. Quels sont les trois cas rencontrés lors de I'intersection de deux telles surfaces ?

3. Préciser S1 N S2 dans notre cas.

EXERCICE 2.7. Que peut-étre I'intersection entre une sphére et un plan de R3?

12



IV Calcul de distances

IV.1 Distance entre deux points

Etant donné deux points A(x4,y4) et B(xp,yp) du plan, la distance qui les sépare vaut

d(A,B) = \/(e5 — a)? + (5 — ya)?

Etant donné deux points A(x4,y4,24) et B(xp, yp, 2p) de espace, la distance qui les sépare vaut

d(A, B) = /(w5 — 54)2 + (yp — ya)? + (25 — 24)2

IV.2 Distance d’un point a une droite dans le plan

On se donne un point A(z4,ya) et une droite (D :)uz + vy + h = 0.
On a vu que tout point M (x,y) appartenant a la droite (D) orthogonale & (D) et passant par A, a la forme

T = Ta+
Yy = ya+

Donc le point My(zg,yg) d’intersection de (D) et (D') a des coordonnées de la forme

i) :L‘A—l-)\ou
Yo = YA+ v

ou \g est tel que zou + yov + h = 0, soit u(x g + Aou) + v(ya + Aov) + h = 0, ce qui permet de trouver :

h +uxs +vya
Ao = T2 1.2
us +v
D’ou les coordonnées de M :
h+ux 4 +v
To = Ta-TphEtu
_ h+ux z4+v
Yo = Ya— uzivz Yy

Comme la distance de A a (D) s’identifie & AMy, on a :

d(A,D) =AMy = V(o — )2+ (Yo — ya)?

. u?(htuz 4+vys)? + v2(h+ux 4 +vys)?
= (W2 t02)2 (W2 t02)2

o |ht+uz a+vyal
Vu+ov?

IV.3 Distance d’un point & un plan dans ’espace

La distance d’un point A(x 4,94, 2¢) & un plan (P :)uz + vy + cz + h = 0 se calcule pareillement. On trouve

luzg + vyo + wzp + h|
d(A, P) = > > 5
vVu® + v +w

13



IV.4 Exercices

EXERCICE 2.8. Calculer la distance séparant :
1. Les points (1,1), (3,1) et (3,3) dans le plan. Conclusion ?
2. Les points (—1,0,—1), (1,0, —1) et (0,v/3, —1) de 'espace. Conclusion ?

EXERCICE 2.9. Calculer la distance séparant ’origine :
1. De la droite du plan d’équation z +y + 1 = 0.

2. De la droite de ’espace d’équation
r+y+z+1 = 0
r+y—z2+1 = 0

3. Du plan de 'espace d’équation x +y + z+ 1 = 0.

V Exercices

EXERCICE 2.10. On se place dans le plan, muni d’un repere orthonormé direct. Trouver les points d’intersection
des figures d’équation : 22 +2xx +y?> —4*xy+1=0et 2%z 4+ y = 0. On précisera au préalable de quelle figure
il s’agit.

EXERCICE 2.11. On se place dans ’espace, muni d’un repére orthonormé direct adéquat, et on considere :

xr =

—y—1 = 0
(Fl){z Y 0 7(F2)x2+y2+22:1, et (F3) z=0

1. Précisez de quelles figures il s’agit.
2. Calculez F1 N F5, F1 N F3, et Fy N F3.

3. Quelle est la distance entre (F) et 'origine ?

EXERCICE 2.12. 1. Que représente I’équation x + y = 1 dans le plan ? dans ’espace ?
2. Que donne l'intersection entre une droite et un plan dans ’espace ?

3. Que représente le systéme

x - 2y = 1
x + ¥y - z =
—2x + 4y = -2

dans 'espace ?

EXERCICE 2.13. =+ y + 2 = 0 désigne (répondre par vrai ou faux)
1. un point dans le plan R?
2. une droite dans le plan R?
3. une droite dans I'espace R3
4. un plan dans l’espace R?

5. un point dans I'espace R3
EXERCICE 2.14. Que représente z2 + 2y? = 3 dans le plan ?

EXERCICE 2.15. Répondre par vrai ou faux. On se place dans le plan, et on consideére

r+2y = 3
(S){x—Zy =1

1. (S) a une infinité de solutions, car c’est I'intersection de deux plans,
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, x+2y = 3
(S){ 4y = -2

est un systéme triangulaire que a les mémes solutions que (.5).

3. Les deux droites x + 2y = 3 et x — 2y = 1 sont paralleles, donc il y n’y a pas de solution, car elles ne sont
pas confondues.

4. (3,2) est solution de ().

5. (S) admet une unique solution.

EXERCICE 2.16. Nature des éléments suivants de 1’espace :

. z4+y =1
ar+y+z=0 b.{x+z _
c2x =1 d‘{x—y—i—z =1

z =0

EXERCICE 2.17. Parmi les équations suivantes du plan, lesquelles sont des droites ?
z+y = 0 z+2y = 0 r+2y = 3
r+y = 1 y = 1 2c+4y = 6
VI Présentation

VI.1 Exemples d’utilisation

VI.1.1 Changement de base (dans le plan)

- =
On se place dans le plan muni d’un repeére orthonormé direct (O, i, j ). Soient 7= (a,b) et 7 = (c,d) deux
vecteurs non colinéaires.

Etant donné un point M de coordonnées connues (x,y) dans (O,

?, 7), on cherche ses coordonnées (X,Y)
dans le repere (O, ?, 7) :
O—]\>4 = 1’7) + y?
= XT+v
= X(a?—l—b?) -I—Y(c?-i-d
(@X +eY) 7 + (X +dY)
On veut donc z = aX +cY et y =bX +dY

Ceci nous mene a résoudre le systéme d’équations linéaires (SEL)

7)

-
J

aX+cY = =z
bX +dY = y
VI.1.2 Systéme d’équations linéaires

Dans le méme esprit, différents problémes géométriques (changement de base, interpolation...) se résument &
la résolution de SEL, de la forme :

1,171 + a1222 + a1 0T, = b1
a2,171 + 2272 + A20Ty, = b2
an,121 + ap2x2 + C.ln,nxn = by

ol les x; représentent les inconnues du systeme.
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VI.2 Nombre de solutions
VI.2.1 Résultat

PROPRIETE 2.10. Un systéme linéaire :
— n’admet aucune solution,
— ou bien admet une (unique) solution,
— ou alors une infinité de solutions.

Il n’y a pas d’autre cas.

VI1.2.2 TIllustration

z + y =3 r + y = 2 r + y = 2
2 — y =0 z + y =0 20 + 2y = 4
une solution aucune solution une infinité de solutions
r=1y=2 le plan x+y=2

VII Algorithme du pivot

Le but est de se ramener, par substitution, & un systéme triangulaire.
On illustrera l'algorithme du pivot par la résolution du SEL :

€1 + x3 = 2
201+ w2 + w3 =
z1 + 229 + 3z3 = 1

VII.1 Premiere étape : descente

On cherche le coefficient a; 1,7 € [1,n] de la premiére colonne (correspondante a x1) de plus grand module :
c’est notre premier pivot. On intervertit alors la premieére ligne avec celle du pivot :

201 + x2 4+ x3 = 0
X1 + x3 = 2
z1 + 229 + 3z3 = 1

Puis on fait :
pour i allant de 2 & n faire L; := L; — a;1/a11 * Ly

Ceci a pour conséquence de supprimer la premiere variable dans les lignes 2 & n. On est donc ramené a un
systéme a n — 1 équations a n — 1 inconnues.
Ce qui donne sur notre exemple :

2r1 + ) + x3 = 0
1 1
—35332 + g$3 =
5.152 + §.T3 = 1

On réitere le procédé pour les lignes 2 a n : choix du pivot

2x1 + T2 + x3 0
Sty + Sm3 = 1
—3x2 + 33 2
Elimination de la deuxi¢me inconnue dans le reste :
261 + T 4+ x5 0
%xg -+ %$3 = 1
+ 8:E3 = 5

etc.
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VII.2 Deuxiéme étape : remontée

Ayant aboutit & un systéme triangulaire, on résout par remontée : de la troisiéme ligne, on tire

1’3:§

remplacons 3 par sa valeur dans la deuxieme équation, ce qui donne :

2
o2 0 8,53

3 2 8

enfin, remplacons les valeurs de x9 et x3 dans la premiére équation, ce qui permet de trouver x :

1,3 5

n=357%

VII.3 Cas ou 'un des pivots est nul

Si, & un moment donné, on tombe sur un pivot nul, alors a la fin de la descente, on aura un certain nombre
d’équations de la forme :

0=AX

Dans ce cas : si tous les A sont nuls, il y a une infinité de solutions, sinon il n’y en a pas.
r + y = 2
20 + 2y = 4

2 + 2y = 4
r + y = 2

EXEMPLE 2.18.

On met le pivot a sa place :

On remplace la deuxiéme ligne par lignes — % x ligney :

20 + 2y = 4
0 = 0

Conclusion : une infinité de solutions (tous les points (x,y) tels que y = 2 — = conviennent).

T + y = 2
r + y = 0

Le pivot est déja en place. On remplace la deuxiéme ligne par lignes — ligne; :

(e

EXEMPLE 2.19.

y = 2
—2

I+

...ce systéme n’admet aucune solution !

VIII Exercices

VIII.1 Systemes carrés

EXERCICE 2.20. Résoudre les systémes suivants avec la méthode des déterminants (formules de Cramer) :

X+2v =3 fX+Y = -1
“Y X+57Y = 1 ' X = 6
X+2v =1 X+2Y = 1
N —x+3Y = 1 %) -3X+-6Y = -3
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EXERCICE 2.21. Montrez que le systéme

X + 3y + 27 =1
4X + 5Y + 47 1
X + Y + Z =1

admet une unique solution, puis calculez-la par la méthode des déterminants.

EXERCICE 2.22. Méme exercice avec :

X+2¥ =5, Y S— 29X 42V =
“Y3x44y = 6 ") =X—-Y = -3 ) X+vV = 1

EXERCICE 2.23. A l'aide des déterminants, discuter du nombre de solutions des systemes suivants. En cas d’u-
nicité, les trouver.

X+2Y+3Z = 5 2X+2Y+3Z2 = 1 2X+2Y+3Z2 = 5
a.{ 4X +5Y +6Z = 6 b.¢ 4X+5Y +6Z = 1 c.{ 4X+5Y +6Z2 = 6
TX+8Y +9Z2 = 7 TX+8Y +972 = 1 TX+8Y +972 = 7

EXERCICE 2.24. Par la méthode des exercices précédents, résoudre :

X+3Z+T =
4X+Y +27
—X+8Y +9Z2+5T =
—Z+T =

Il
_ W N Ot

EXERCICE 2.25. Montrez que le systéme

X+3Z+T =
AX +Y +27

—X +4Y +9Z 45T
—Z+T =

Il
— W N

admet une unique solution, puis calculez-la par la méthode du pivot de Gauss.

EXERCICE 2.26. Montrez que le systéme

X+2Y+72 = 0
2X+Y +4Z2+3T =1
X+2Z+2T = 2

3X+2Y+Z42T = 3
admet une unique solution, puis calculez-la par la méthode du pivot de Gauss.
EXERCICE 2.27. 1. Résoudre, par la méthode du pivot, et en écrivant les opérations effectuées sous la forme
L; — L; + C*L;,

les systemes suivants

2 + 2y + 2z = 9
x — 2y = 3

(Sl){2m+yy:1 (52) y - 22 = -4
-x + 2y + z = 6

r + 3y — =z — t = 2

y — 2z 4+ 3t = 2

(55) 2 — y + =z — t =1

r + y + z + t =0

2. Peut-on prévoir le nombre de solutions du systéeme :

r + 2y — z = 1
(S4) ¢ -2 — 4y + 2z = =2
y — 2z = 3
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VIIL.2 Systémes rectangulaires

EXERCICE 2.28. On se place dans le plan R? et on considére

(Sﬁ{””y ] <52>{ A

20—y = —r+y = -3
z—6y = 2 —x—3y = 1
w”{—m+%,: —2(&){2$+® = 0

Déterminez ’ensemble solution de ces systemes, en précisant leurs représentations géométriques.

EXERCICE 2.29. Faire comme dans 'exercice précédent, avec les systemes

. . r—y = 1

(Sl){ 2r—y = 8 (SQ){ —rx4+y = -1
z+2y =1 _

(S0 2w-3y = 2 <S4){“2y -
Cr—2 = -2 20—y = 2

EXERCICE 2.30. On se place dorénavant dans 'espace R3. Déterminez 1’ensemble solution des systémes

r+y—z = 3
(S1) rT—z = 2 (5’2){
y+z = 0

20—y = 3
(S3) z4+y+z = 1 (54){x+y—|—z =1
3r+2z = 4

EXERCICE 2.31. Résoudre les systémes de R® suivants

r+y—z+t =
2 —y+z+t+u

(S1) rT—y+z+u
—r—y+z—t

y—u =

Il
G WO

r—2y—z+u = -1
y—2z+t

(S1)y z+y+z+t+u
t—2u

y+z+t =

I
wo oo

VIILI.3 Systémes a parametres

EXERCICE 2.32. Résoudre les systémes suivants en discutant, s’il y a lieu, en fonction des valeurs des parametres
réels :

x + 2y = 5
1. z + 3Jy = 5
x + Ty = f
r + Y — az = 0
2. r + ay -z =0
r + (a+ly + 2z = 0
ar + Yy - z =
3. r + ay — 2 = «
r + Yy + az = a?
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EXERCICE 2.33. Discuter, en fonction de m, du nombre de solutions du systéme suivant :

r — my + m¥z = 2m
mr — m?y + mz = 2m
mr + y — 3m?z = 1-m

Le résoudre a l'aide de ’algorithme du pivot.

EXERCICE 2.34. Discuter, en fonction de (a, b, ¢), du nombre de solutions du systéme suivant :

r 4+ ay + bz = a
r + by + az = b
ar + Yy + bz = a
br + y + az b
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Chapitre 3

Systemes d’équations linéaires

I Présentation

I.1 Exemples d’utilisation

I.1.1 Changement de base (dans le plan)
7,? . Soient T = (a,b) et 7= (¢,d) deux

~—

On se place dans le plan muni d’un repere orthonormé direct (O,
vecteurs non colinéaires.

. , —
Etant donné un point M de coordonnées connues (x,y) dans (O, i

<

, J ), on cherche ses coordonnées (X,Y)
dans le repere (O, ?, 7) :

5?\7 = x? + y7

= XT+Y

X(a?> + b7) + Y(c7 +d
(aX +¢Y) 7 + (bX +dY)
On veut donc z = aX +cY et y =bX +dY
Ceci nous mene a résoudre le systéme d’équations linéaires (SEL)

{aX+cY =

—

J)
—
J

bX +dY = y

I.1.2 Systeéme d’équations linéaires

Dans le méme esprit, différents problémes géométriques (changement de base, interpolation...) se résument a
la résolution de SEL, de la forme :

a1,1x1 + a1 222 + a1 pry, = by
a2,171 + a22%2 + A2 Ty, = b
ap,1T1 + ap2T2 + an,nxn = by

ol les x; représentent les inconnues du systeme.

1.2 Nombre de solutions

I1.2.1 Résultat

PROPRIETE 3.1. Un systéme linéaire :
— n’admet aucune solution,
— ou bien admet une (unique) solution,
— ou alors une infinité de solutions.

Il n’y a pas d’autre cas.
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1.2.2 TIllustration

z + y = 3 T + y = 2 r + y = 2

2t — y = 0 z + y =0 20 + 2y = 4

une solution aucune solution une infinité de solutions
r=1y=2 le plan x+y=2

IT Algorithme du pivot

Le but est de se ramener, par substitution, a un systeme triangulaire.
On illustrera ’algorithme du pivot par la résolution du SEL :

X1 + x3 = 2
201 + x2 4+ x3 = 0
r1 4+ 220 + 3x3 = 1

II.1 Premiere étape : descente

On cherche le coefficient a; 1,7 € [1,n] de la premiere colonne (correspondante a 1) de plus grand module :
c’est notre premier pivot. On intervertit alors la premiere ligne avec celle du pivot :

2$1 + €To + T3 =0
T + 3 = 2
r1 4+ 220 + 3z3 = 1

Puis on fait :
pour i allant de 2 a n faire L; := L; — a;1/a11 * Ly

Ceci a pour conséquence de supprimer la premiére variable dans les lignes 2 & n. On est donc ramené a un
systeme a n — 1 équations a n — 1 inconnues.
Ce qui donne sur notre exemple :

2x1 + T2 4+ x3 = 0
—11'2 + %1‘3 =
3 + Szg = 1
242 243 =

On réitere le procédé pour les lignes 2 a n : choix du pivot
2¢1 + ®m2 4+ z3

52+ 3

—%372 + %:L’g,

8

w

I
—

Elimination de la deuxiéme inconnue dans le reste :
2¢7 + 22 +

Sy + Sz

242 23
_|_

Il
ol = O

etc.

II.2 Deuxiéme étape : remontée

Ayant aboutit & un systéme triangulaire, on résout par remontée : de la troisiéme ligne, on tire

- 5
°7 8
remplacons 3 par sa valeur dans la deuxieme équation, ce qui donne :
2 5 5 3
To=z-x(1l—=o%x-)=—=
2=3*(1=5*3) =3
enfin, remplacons les valeurs de xo et x3 dans la premiére équation, ce qui permet de trouver xy :
1,3 5
r==-(=—=
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I1.3 Cas ou I’'un des pivots est nul

Si, & un moment donné, on tombe sur un pivot nul, alors a la fin de la descente, on aura un certain nombre
d’équations de la forme :
0=\

Dans ce cas : si tous les A sont nuls, il y a une infinité de solutions, sinon il n’y en a pas.
r + y = 2
2 + 2y = 4

{2x—|—2y:4

EXEMPLE 3.1.

On met le pivot a sa place :

r + y = 2

On remplace la deuxiéme ligne par lignes — % * ligney :

2 + 2y = 4
0 = 0

Conclusion : une infinité de solutions (tous les points (x,y) tels que y = 2 — = conviennent).

r + y = 2
z + y = 0

Le pivot est déja en place. On remplace la deuxieme ligne par lignes — ligne; :

(e

EXEMPLE 3.2.

y = 2
-2

I+

...ce systeme n’admet aucune solution !

IIT Exercices

III.1 Systemes carrés

EXERCICE 3.3. Résoudre les systémes suivants avec la méthode des déterminants (formules de Cramer) :

X+2v =3 [ X+Y = -1
“Y X+57 = 1 ' X = 6
X+2v =1 X4+2Y = 1
“Y = x+3y =1 *) 3x+-6Y = -3

EXERCICE 3.4. Montrez que le systeme

X + 3y + 272 =1
4X + 5Y + 47
X + Y + Z =1

I
—_

admet une unique solution, puis calculez-la par la méthode des déterminants.

EXERCICE 3.5. Méme exercice avec :

X+2¥ =5, Y - 1 29X +2Y =
N 3X44Y = 6 ) - X-Y = -3 %) X+4vY =1
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EXERCICE 3.6. A l’aide des déterminants, discuter du nombre de solutions des systemes suivants. En cas d’unicité,
les trouver.

X+2Y+3Z =5 2X+2Y+3Z =1 2X+2Y+3Z = 5
a. 4X+5Y+6Z = 6 b 4X+5Y+6Z = 1 c.{ 4X+HY+6Z = 6
TX+8Y +92Z = 7 TX+8Y +92Z =1 TX+8Y +9Z2 = 7
EXERCICE 3.7. Par la méthode des exercices précédents, résoudre :
X+3Z+T =5
41X +Y +27 = 2
- X+8Y +974+5T = 3
—Z+T =1
EXERCICE 3.8. Montrez que le systéme
X+3Z+T =1
AX+Y +2Z = 2
—X+4Y +9Z2+5T = 3
—Z+T =1

admet une unique solution, puis calculez-la par la méthode du pivot de Gauss.

EXERCICE 3.9. Montrez que le systéme

X+2Y+72 = 0
2X+Y +4Z2+3T =1
X+2Z2+2T = 2
3X+2Y+Z+2T = 3

admet une unique solution, puis calculez-la par la méthode du pivot de Gauss.
EXERCICE 3.10. 1. Résoudre, par la méthode du pivot, et en écrivant les opérations effectuées sous la forme
L, — L; + CteLj,

les systemes suivants

2c + 2y + 2z = 9
x — 2y = 3
-z + 2y + z = 6
r + 3y — z — t = 2
y — 2z 4+ 3t = 2
(55) 2t — y + =z — t =1
r + oy + oz + ot 0
2. Peut-on prévoir le nombre de solutions du systeme :
r + 2y — z = 1
(Sy) —2r — 4y + 2z = =2
y — 2z = 3
II1.2 Systémes rectangulaires
EXERCICE 3.11. On se place dans le plan R? et on considére
r+2y = 3 r—y = 3
(SI){Qaz—y = 1 (SQ){—JJ—Fy = -3
x—6y = 2 —rz—3y = 1
(53){—$+2y = -2 (54){ 20+6y = 0

Déterminez ’ensemble solution de ces systemes,

en précisant leurs représentations géométriques.
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EXERCICE 3.12. Faire comme dans I'exercice précédent, avec les systemes

(S){ 20—y = 8 (52){ o

r+2y = 1 _
(52){ 20 -3y = 2 <s4>{ prw—
—r -2 = -2 y

EXERCICE 3.13. On se place dorénavant dans I’espace R?. Déterminez I’ensemble solution des systémes
b p

r+y—z = 3 o
(51) r—z = 2 (52){“”’5 y = 2

vtz = 0 z+y = 3
20 —y = 3

(S3)s z4+y+z = 1 (S4){$—i—y+z =1
3x+2z = 4

EXERCICE 3.14. Résoudre les systémes de R® suivants

rT+y—z+t =

2c —y+z+t+u =

(S1) r—y+z+u =
—xr—-—y+z—1t =

y—u =

aNn w o

r—2y—z4+u = -1
y—2z+t

(S1)y z+y+z+t+u
t—2u

y+z+t =

Il
w o oo

I11.3 Systemes a parametres

EXERCICE 3.15. Résoudre les systemes suivants en discutant, s’il y a lieu, en fonction des valeurs des parametres
réels :

r + 2y = 5
1. z + 3Jy = 5
x + Ty = B
x + Y — az = 0
2. r + ay -z =0
r + (a+ly + 2z = 0
ar + y — z = 1
3. r 4+ oy — 2z = «
r + y + az = a?

EXERCICE 3.16. Discuter, en fonction de m, du nombre de solutions du systéme suivant :
2

r — my -+ m°z = 2m
mr — m?’y + mz = 2m
mr + y — 3m?z = 1-m

Le résoudre a l'aide de ’algorithme du pivot.

EXERCICE 3.17. Discuter, en fonction de (a, b, c), du nombre de solutions du systéme suivant :

r 4+ ay + bz = a
x + by + azx = Db
ax + y + bz = a
br + y + az = D
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Chapitre 4

Notion de déterminant

I Déterminant de petites tailles (<4)

I.1 Déterminant de taille 1

11 est noté |a| et vaut a.

EXEMPLE 4.1. |2| =2

1.2 Déterminant de taille 2

Il est noté

a b
c d

et vaut ad — be, soit “la diagonale descendante moins la diagonale montante”.

EXERCICE 4.2.

1 2 4 2 7 3 . 1 1
340 |37 o4l “|11
1.3 Déterminant de taille 3
De méme, il est noté
a b c
d e f
g h 1

et vaut aei + dhc + bfg — gec — ahf — dbi, soit a nouveau les diagonales descendantes moins les diagonales
montantes.

EXERCICE 4.3. Calculer

S Ot N
O O W
ot ot O
o O O

1 1
4 , et |2
7 7

oo Ot N
O O W

1
, 0
0
Ainsi, si les coordonnées sous (ou sur) la diagonale sont nulles, alors le déterminant est égal au produit des

coefficients diagonaux (ce résultat reste vrai, quelle que soit la taille du déterminant.)

1.4 Exercices

EXERCICE 4.4. Calculez

-5 8|, |-21 -2 1
a| 9 . 1 c. 5 3

EXERCICE 4.5. Calculez les déterminants suivants :
1 3 2 2 1 0 z 2
a‘79‘b'226‘52d'2x
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EXERCICE 4.6. Calculez

6 6 6 3 1 4 1 2 3
a.|6 6 6 |,b|]1 5 9lete|2 1 4
6 6 6 2 6 5 0 21
EXERCICE 4.7. Calculez
2 00 2 4 =3 1 -1 1
a3 1 41|,b]1 -1 6 |etc.|2 2 4
1 3 0 2 1 3 —6 5
EXERCICE 4.8. Calculer
1 1 0 =z vy
a.l a b ¢ |b|xz 0 x
a® v A3 y = 0

II Cas général

Attention, la régle de Sarrus ("les diagonales descendantes moins les diagonales montantes") ne marche que
pour les déterminants de taille inférieure ou égale a 3.

Pour calculer un déterminant A de taille n, on se base sur le résultat dit de “développement d’un déterminant
suivant une colonne”, que ’on illustre sur un exemple...

On choisit une fois pour toute une colonne jg, de préférence celle qui contient le plus de 0. On applique alors
I’algorithme S < 0

pour i de 1 a n faire
S <+ S+ aij,(—1)"7 x "le déterminant obtenu en enlevant la ligne i et la colonne jo & A”.

EXERCICE 4.9. Calculez

[N NN
NN W N
DN = DN
S = Ok

Cet algorithme, appliqué & un déterminant ayant une colonne avec un seul élément non nul, est complété en
une seule étape :

a1 a2 ar3z ... a1n
0 az2 a23 ... a2 n
a2 G223 ... a2.n .
=ar
0 amg CLn’3 . amn
an2 QaAp3 ... Qapn

Le but est donc de se ramener a la forme de gauche.
Pour se ramener a la forme désirée, on utilise le fait que :

a1 air2 4ai3 ... Qain a1 G222 a3 ... Aa2gqn
a1 az2 a3 ... 0a2n a1 air2 ars3 ... Qin
Gp1 Ap2 anp3 ... Gpnp an1 Ap2 Aanp3 ... Gpn

EXERCICE 4.10. En déduire que si deux lignes d’un déterminant sont égales, alors ce déterminant est nul.

donc, quand on intervertit deux lignes quelconques, le déterminant est changé en son opposé.) De plus,

Aai1 ai2 a1z ... Qip a1 G2 a3 ... G2y
Aag1 a2 G23 ... Q2p, a1 a2 a13 ... Glp
)\an,l pn2 04n3 ... 0nn an1 Gp2 A4ng3 ... GOpnp
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EXEMPLE 4.11.

11 1
=23 |1 1 1
111

N DN DN
N DN DN
N DN DN

111
=2 |3 3 3|, et
4 4 4

=W N
=W N
W N

Enfin, on peut remplacer une ligne; quelconque, par ligne;,—"une combinaison linéaire des autres lignes” :

EXEMPLE 4.12. Faisons lignes < lignes — 4 ligne; dans le déterminant suivant

1 2 3 1 2 3
4 56| =10 -3 —6
78 9 7T 8 9

Reste alors a faire lignes < lignes — 7 ligne; pour obtenir la forme souhaitée.

Pour finir ce paragraphe, remarquons que tous ces résultats, sur les lignes d’un déterminant, s’appliquent aussi
aux colonnes des déterminants.

EXERCICE 4.13.

1 8 3 1 3
codsa| [1sa| L1203
10006,045,6753211
3 4 4 5 2 0 0 6 02 0 6
0 01 06
II.1 Exercices
I1.1.1 Déterminants de taille fixée
EXERCICE 4.14. Donnez la valeur des déterminants suivants :
6 7 6 5 31400
159 00
6 0 3 7
et |2 6 5 0 O
4 01 6
102 0 000 1 2
00 0 3 5
EXERCICE 4.15. Calculez le déterminant
1 21 00
2 03 00
A=[0 11 0 0
00 0 1 2
00 0 2 3
EXERCICE 4.16. Calculez
314005 7
159 00 3 4
2 6 5 00 0 4
0001207
000 3 5 30
1 0217 00
02 015 31
EXERCICE 4.17. Donnez la valeur de
a ¢ ¢ b
c a b ¢
c b a ¢
b ¢ ¢ a
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EXERCICE 4.18. Soit

ott a? + b + ¢? + d? = 1. Calculez AT A, et en déduire det(A) et A~L.

QL O R

11.1.2 Déterminants de taille quelconque

EXERCICE 4.19. Calculez A =

EXERCICE 4.20. Calculez

(On pourra faire, pour i de

EXERCICE 4.21. Calculez

(On pourra faire, pour i de

EXERCICE 4.22. Calculez

EXERCICE 4.23 (VAN DER

2. De méme pour V; =

0 1 1 ... 1

1 0 1 ... 1

1 0 1
1 1 1
1 2 3 n
-1 0 3 n
-1 -2 0 n
-1 -2 -3 n
-1 -2 -3 0

22\1HZL1‘%L¢—L1.)

a a @ ai
ayp az az a2
a; ag as as
ay a2 as Qp

22\111201'(—01'—01;1.)

3. En déduire une valeur possible de V,, =

convient.

—ai aj 0
0 —a a9 0
0 0 —asz as
0 0 —Qp—1
1
MoNDE). 1. Calculez V5 =
1z 2?2 a3
1 zo 3 a3
1 z3 23 a3
1 x4 23 a3
1z 23
xI9 1‘%
1z, =3

—b

a

—d

C
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IIT Application du déterminant aux SEL

IT1.1 Nombre de solutions du SEL

Le systeme

a1121 +a12x2 + -+ a1, = by
2171 + a22%2 + - -+ a2 px, = b
An1%1 + Ap2%2 + -+ AppTyn = by,

admet une unique solution si, et seulement si

arir .- a1n
#0
Gn,1 --- GQnn
(le déterminant est nul si, et seulement si :
— ou bien il n’y a pas de solution,

— ou bien il y a une infinité de solutions.)
Bref, le déterminant permet de déterminer le nombre de solutions d’un SEL.

II1.2 Formule de Cramer (pour les petits systémes)

On considere le systeme :
aX +bY = c
dX +eY = f

On suppose que a, b, ¢, d, e, f sont choisis de telle sorte que le SEL admette une unique solution (Xp, Yp). Alors :

& a c
foe d f
Xo=1——, et Yy =
a b a
d d e
EXEMPLE 4.24. Le systeme

X+2Y = 3
4X+5Y = 6

a un déterminant valant -3. Il admet donc une unique solution, qui vaut :

|3 2’ 1 3
6 5 5%3—6%2 4 6 1%6—4%3
X = 2 * =—1,etY = — - * =2
1 2 1x5—4x%2 1 2 1x5—4x%x2
4 5 4 5
On considere le systeme :
aX +bY +cZ = 3=«
dX +eY + fZ = B
gX +hY +1i2 = 0

et on suppose que le systeme admet une unique solution, c’est-a-dire :

£0

Q@ a.
> o o
S-S 0

30



alors on a

a b c a o ¢ a b «
B e f d B f d e B
X = v hot ,etY = g 7 , et Z = g
a b c a b c a b c
d e f d e f d e f
g h i g h 1 g h 1

EXEMPLE 4.25. Le systeme
2X+2Y+3Z =1
4X +5Y +6Z = 1
TX+H8Y +97 = 1

a un déterminant valant -3. Il admet donc une unique solution, qui vaut :

1 2 3
1 5 6
X = 1 89 _ 1x5%94 148+ 3+ 1x2%x6— 153 —8x6x1 —1%2x9
- 2 2 3 T 2504448+ 3+ Tk 2k6— T+ 3 —8x6k 1 —4+2x9
4 5 6
7 8 9
= %3 =0, et
2 1 3
4 1 6
Y = 719 _ 2%1%941%4%34+Tx1%6—1%7x3—2x6x1 —1%4%9
- 2 9 3 T 2x5%9+4%8%3+T*2%6—T*x5*x3—8*6x 1 —4%2%9
4 5 6
7 8 9
= _%,’ =—1, et
2 21
4 5 1
7 = T8 1 _ 2%5k1+4%8x 14251 %7 —Tx5x1 —8x1%2—4%2x1
- 2 2 3 T 2%5%9+-4#8x 3+ T*2%6 —T*5x3—8*6x 1 —4%2x9
4 5 6
7 8 9
_ =3 _
==2=1
Le résultat subsiste pour des déterminants de taille supérieure : en cas de solution unique (z1,...,z,) au
systeme
a1,1¢1 + a1 222 + a1 pTy, = by
2171 + a22%2 + A2 Ty, = bo
Qp,171 + ap222 + dn,nl‘n = by

. A N , . s N A ’ .
ona:Vj:z; =%, ouA estle déterminant associé au systeme, et A; est ce méme déterminant auquel on a
remplacé la j°°*¢ colonne par le second membre, soit :

arlr .- al’j_l bl al’j+1 NN Q1n

a1 ... azj—1 by agjt1 ... ay
j = . . .

an,1 .- anvj,l bn anJ'Jrl e Gn.n
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Cependant, cette méthode génére vite un trop grand nombre de calculs pour lordinateur (et, a fortiori, pour
I’étre humain).

I11.3 Exercices

EXERCICE 4.26. Résoudre les systémes suivants avec la méthode des déterminants (formules de Cramer) :

X+2Y = 3 b X+Y = -1
“Y X457y = 1 ' X = 6
X+2Yy =1 d X +2Y = 1
"l - X+3Y =1 "l -3X+-6Y = -3
EXERCICE 4.27. Méme exercice avec :
X+2Y = 5 b Y = -1 2X +2Y =1
“Y83X44y =6 ) - X-V = 3 %) X+v =

Exercice 8 :
A Taide des déterminants, discuter du nombre de solutions des systémes suivants. En cas d’unicité, les trouver.

X+2Y+3Z = 5 2X+2Y+3Z2 = 1 2X+2Y+3Z2 = 5
a.{ 4X +5Y +6Z = 6 b.¢ 4X+5Y +6Z = 1 c.{ 4X+5Y +6Z2 = 6
TX+8Y +9Z2 = 7 TX+8Y +972 = 1 TX+8Y +972 = 7

EXERCICE 4.28. Par la méthode des exercices précédents, résoudre :

X+3Z+T =
4X+Y +27 =
X +8Y +9Z2+5T =
—Z+4+T =

—= W N Ot
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Chapitre 5

Matrices

I Opérations élémentaires

I.1 Présentation

Les matrices sont, en gros, des tableaux & deux entrées, que 'on met entre parentheses. En voici quelques
exemples :

- 8 4 1 1
(118>, 0 4 —8 ,(8), 8
3 6 3 9

Il existe quelques opérations élémentaires sur les matrices, qu’il faut connaitre : I’addition et la soustraction
de deux matrices de méme taille, la multiplication de deux matrices (éventuellement de tailles différentes, mais
sous certaines conditions), et la multiplication d’un nombre (un “scalaire”) par une matrice.

1.2 Addition matricielle

Les deux matrices que 1’on souhaite additionner doivent avoir la méme taille (c’est-a-dire le méme nombre de
lignes et de colonnes.) Les matrices ne doivent pas forcément étre carrées. Cette addition est toute simple : elle
s’effectue terme a terme, par exemple :

1 2)  (56) _ (145 246 _ (6 38
3 4 78)  \3+7 448 ) ~ |10 12

b ¢ L[ h i _ a+g b+h c+1
e f g kU]  \d+j etk f+1

1.3 Soustraction matricielle

Ou encore :

De méme, la soustraction de deux matrices (de méme taille) s’effectue terme a terme :

) -Go-Gary) - (0

EXERCICE 5.1. Effectuer les opérations suivantes : A+ B, B—C et A— B —C, ou

1 3 8 2 8§ 4 1 0 0 2 3 8
A=14 -1 11 8 [ B=|0 -1 4 -8 |[C=]| -1 1 4 9
4 5 0 4 2 -3 6 3 8§ 0 4 4
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EXERCICE 5.2. On considére

1 0 a 0
K(bf) KF(gf)

3

1 0

K3:<_02 _21 _21> Ky = -1 1
0 2

Effectuer, quand c’est possible : K1 + Ko; K1 — Ko; Ko+ K1 ;K3 + Ko et K3+ Kjy.

On remarquera au passage que l'addition de deux matrices est commutative : quelles que soient les matrices
M et N (de méme taille), ona M + N = N + M.

EXERCICE 5.3. Faire A+ B, 2A et 3B, avec A = ( zl)) ; ) et B = ( ? _21 >

EXERCICE 5.4. Effectuer les opérations suivantes : A+ B et A— B — C, ou

1 3 8 2 8 4 1 0 0 2 3 8
A=|4 -1 11 8 [B=|0 -1 4 -8 |C=| -1 1 4 9
4 5 0 4 2 -3 6 3 8§ 0 4 4

I.4 Transposée
I.5 Multiplication matricielle
Attention : NE JAMAIS MULTIPLIER TERME A TERME! La multiplication matricielle ¢’est un peu plus

compliqué.

Il faut que le nombre de colonnes de la premiére matrice soit égale au nombre de lignes de la seconde, pour
pouvoir effectuer le produit matriciel.

Voici le produit pour une matrice de taille 2x3 par une matrice 3x2 :

b1 b1
a1l a2 a3 5271 b272 -~ a1,1b11 +aiba1 +aizbzn aibi2 +ai2b22 + a1 3632
a1 a2 a23 b3’1 b3’2 ag1b1,1 + agpbay +ag3bz1  as1bi2 + asgba o+ as3bz o

On généralise aisément aux autres tailles de matrices. Par exemple :

L2) (5 6)_(1#5+2+7 1x6+2+8\ _ (19 22
3 4 7 8 ) \ 3%54+4%7 3x6+4%x8 ) \ 43 50

Cette fois-ci, le produit matriciel n’est pas commutatif : M*N n’est pas N*M, en général.

5 6 . 1 2\ [ 5%x14+6x3 5x24+6x4 \ [ 23 34

7 8 3 4 ) \ 7x1+8%x3 7x2+8x4 ) | 31 46
EXERCICE 5.5. On reconsidére les matrices K1, Ko, K3 et K4 de I'exercice précédent. Effectuez tous les produits
possibles entre ces matrices.

Ainsi

Les matrices (rectangulaires mxn) n’ayant que des zéros sont appelées matrices nulles de taille mxn, et sont
notées Oy, . Elles sont un peu comme le 0 pour 'addition des nombres : quelle que soit la matrice M de taille
mxn, on a M40y, , = Oy .

Les matrices carrées (de taille n) ayant des 1 sur la diagonale, et des 0 partout ailleurs, sont dites matrices
identités de taille n, et sont notées I,,. Elles sont un peu comme le 1 pour la multiplication des nombres : quelle
que soit la matrice M (eventuellement rectangulaire) a n colonnes, on a : M x I,, = M, et quelle que soit la matrice
M (eventuellement rectangulaire) a n lignes, on a : I, *x M = M.
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EXEMPLE 5.6.

EXERCICE 5.7. Trouvez deux matrices 2x2 telles que leur produit soit nul, sans qu’aucune des deux ne le soit.
Trouvez aussi deux matrices de tailles 2x2, différentes de I, et telles que leur produit soit égal a I'identité.

1
EXERCICE 5.8. Faire de méme avec A = ( 1 2 3 ) et B=1 0
1
1 2 1 0 2
EXERCICE 5.9. Idem pour A = < 01 ) et B = ( 101 )
1 1 L2
EXERCICE 5.10. Calculez AB et BA pour les matrices A = ( 5 3 > et B=1]1 0 1
3 1
2 3 =2 1 2 -1
EXERCICE 5.11. On donne les matrices A=| 4 -1 -2 |[et(C = 2 —1 =1 |.Déterminer B telle que
0 1 0 -1 2 0
A= BC.
1 00 1 2 3
exencics 5.2, Soena = (o § )= {0 10 |a=(F 1 )p=(g 4 Jac=|2 10
0 01 111
Calculez AIQ, IQA, BIQ, IQB, Clg, IgC
1 4 7 1 2 1 3
EXERCICE 5.13. Calculez AB,AC et CD, ou A = 2 5 8|, B = 1 2], C = et D =
2 4
3 6 9 1 2
6 6
6 6 )
1 0
L (1 0 (a0 [0 2 B
EXERCICE 5.14. On considére K = < b2 >,K2 = ( g V3 ),Kg = ( 9 _1 9 ),etK4 01 ;
Effectuez : K1 + Ko ; KixKo; KoxK ;K3xKy et K1xKs3.
EXERCICE 5.15. Calculez les produits
1 2 3 11 1 1 2 3 100
4 5 6 x| 1 111,456 |x|] 000
789 111 7 89 0 0O
100 1 2 3 1 2 3 2 1 2 3
4 5 6 3 4 5 6
0 00 |x| 45 6|, X
5 9 9 78 9 7 8 9 4 7 8 9
1 2 3 4 6 6 6
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1.6 Multiplication d’un nombre (scalaire) et d’une matrice

Il suffit de multiplier tous les coefficients de la matrice par ledit nombre.

EXEMPLE 5.16.

1 -1 0 2 =2 0
2x1 0 1 2 | =0 2 4
3 0 1 6 0 666
. 1 2 2 1
EXERCICE 5.17. Calculez 7A pour les matrices A = ( 0 3 ) et A= ( 0 3 )
1 2 3 1 1 1 -1 0 1
EXERCICE 5.18. Soient les trois matrices A=| 4 5 6 |, B=| 3 1 1 |etC=| -2 3 4 |. Trouvez
7 8 9 11 2 5 6 5

a,b,c € R tels que aA + bB + cC = 0.

1.7 Puissances de matrices

Pour les matrices carrées, on a la notation puissance : M3 = M x M = M, par exemple, et on convient que la
puissance 0 de toute matrice carrée est la matrice nulle ayant méme taille.

EXERCICE 5.19. Calculez A", puis B", pour n=1,2,3 puis 4, ou
1 1 2 1

EXERCICE 5.20. On donne la matrice suivante :

Une idée d’une formule générale ?

A=

S O =
O =
e )

Ecrire A sous la forme I + J, et en déduire A™

EXERCICE 5.21. Calculez (A + AT)? ot A = ( ; i )
. . 11 2 1
EXERCICE 5.22. Calculez A™, puis B", ou A = 11 et B = L
1 1 0
EXERCICE 5.23. On donne la matrice suivante : A= | 0 1 1 |. Ecrire A sous la forme I3 + J, et en déduire
0 01
A",

EXERCICE 5.24. On se donne A = (
1 11
EXERCICE 5.25. Soit B=| 0 1 1
0 0 1

1 2 101 2 2
EXERCICE 5.26. On se donne A = ( ) , B=10 1 0 |etC= < >
0 0 1

1. Calculer A3, B? et C*.

2. Donner les valeurs de A™, B™ et C", pour n quelconque, en justifiant vos prévisions a I’aide d’une démon-
stration mathématique (on pourra faire intervenir, selon les cas, une récurrence, ou la formule du bindéme de
Newton.)
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1.8 Exercices

111
EXERCICE 5.27. Vrai ou faux? Soit A= 1 1 1 |. Alors
111
3 3 3 111
aA®>=13 3 3 bvn, A= 1 1 1
3 3 3 1 11
c.A est inversible, dNn, A" = nA,
-1 -1 -1 0 00
eAx| -1 -1 -1 | =0 0 0
-1 -1 -1 0 00

EXERCICE 5.28. Trouvez deux matrices 2x2 telles que leur produit soit nul, sans qu’aucune des deux ne le soit

EXERCICE 5.29. Trouvez toutes les matrices carrées de taille 2 telles que

(o 5] h)e

-2 1 1 1 2 -1
EXERCICE 5.30. Soit A = 8 1 -5 |etC= 2 —1 —1 |. Trouvez les matrices B € M3 3(R) telles
4 3 -3 -5 0 3
que BC = A.
2 3 -2 1 2 -1
EXERCICE 5.31. On donne les matrices A= | 4 -1 -2 |etC = 2 —1 -1 |.Déterminer B telle que
0 1 0 -1 2 0
A= BC.
2 01
EXERCICE 5.32. Trouvez X tel que AX = XA, ouA=| 0 0 3
120

. (1 2 [ = (4 5 6 _
EXERCICE 5.33. OnsedonnelesmatmcesA-(O 3>,B—<y>,0—<7 3 9>,D—(1 2),et

E= . Effectuez tous les produits matriciels possibles (& deux opérandes.)

00 =3 —
=W N

EXERCICE 5.34. Montrez que le produit de deux matrices triangulaires supérieures, est triangulaire supérieure.

1 2
EXERCICE 5.35. Vrai ou faux? On se donne A = 23 et B=| 3 4
4 5 6 56

a.A+ B est impossible.  b.A + B est impossible.

22 28 22 28
c.A*B—<49 64) d.B*A—<49 64)

eAxB—Bx A= 0y

II Inverse d’une matrice, systémes linéaires

II.1 Lien avec les systemes linéaires
CL171 N AR ) bl I
On se donne les matrices A = : : et B = : |. Trouver une matrice X = : telle

ap1 ... GQpp by Tn,
que

AX =B
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revient a trouver xq,...,x, tels que

1,121+ -+ a1pTn by

I
Sy
I

AX = :
ap1Z1+ o+ ApnTn by
C’est-a-dire a trouver x1,...,x, tels que

1,121 + -+ a1,T, = by
et

a2 1T1 + -+ a2 nTn = by
et

et
ap1®1 + -+ apply = bp

C’est-a-dire a résoudre

1,171 +a1222 + -+ a1y, = by
a21%1 + a22x2 + -+ ag Ty = b
ap1T1 + Ap2Z2 + -+ apnIn = by

I1.2 Inverse d’une matrice carrée

dans ce qui suit, on fait ’amalgame entre une fonction (application linéaire) et sa matrice représentative.

Apres une homothétie Hy de centre O, rapport 2 (zoom x2), 'homothétie de centre O, rapport % renvoie les
points & leur position d’origine. On dit que H1 est 'application inverse de Hs, et on a
2

HQX:Y@H%Y:X

De méme, si on translate d’un vecteur - apreés avoir translaté d’un vecteur 7, on retombe sur le point

d’origine : ces deux applications sont inverses 'une de I'autre.

ToX=Y&eT V=X

Toutes les application ne sont cependant pas inversibles : si on considére 'application f qui envoie tout vecteur
U sur le vecteur nul 0 , alors on ne peut pas trouver d’application réciproque :

(D))

...si une telle fonction ¢ existait, on aurait alors

Absurde!

EXERCICE 5.36. D’aprées vous, parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont inversibles ?

1. rotation de centre A, angle 7,
2. projection sur 'axe O,
3. symétrie de centre A.
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Pour trouver I'inverse d’une matrice, il suffit de résoudre un systéme : I'inverse de la matrice A est la seule
matrice M vérifiant

AX =Y &Y =MX

D’ou la méthode pour trouver I'inverse A~! de A, illustrée sur un exemple :

Soit

& inverser. Alors :

AX =Y &

3r3 = y3
T %yi& 5 1 5
g T2 = 3JY2—35T3=3Y2 — §Y3
vy = y1—4z3 =y — 3Y3
Tl 1 0 —% Y1
= zp | =0 5 —3 Y2
T3 00 % Y3

...de la forme X = A~'Y, donc

10 —3
at={o b
00 3
I1.3 Exercices
EXERCICE 5.37. Trouver les inverses des matrices :
1 2 1 2 123
0 3 3 4 432
5 5 1
10 0 1 010
01 0 1
3 20
9 1 1 0 011
0 0 0 1

Toutes les matrices (et donc toutes les applications linéaires) ne sont pas inversibles, comme on I’a vu. En fait,
une matrice A est inversible si et seulement si on peut inverser le systeme AX =Y (c’est-a-dire s’il a une unique
solution.)

EXERCICE 5.38. Dire si les matrices suivantes sont inversibles (et, si oui, calculer leur inverse) :

(0

EXERCICE 5.39. Soit A une matrice inversible, d’inverse A~!. D’aprés vous, que valent AA™! et A71A?

= O

2
0
0

S O =

39



PROPRIETE 5.1. Etant donné une matrice A. Si ’'on peut trouver une matrice M telle que AM = I, alors A
est inversible, d’inverse M.

EXERCICE 5.40. Inversez les matrices A = ( _15 _28 ) et B = < 12 >

1 2 1 1 L1l
EXERCICE 5.41. Inversez les matrices (si c’est possible) ( ) ( ), et | 0 2 2
00 3

3 4, -2 =2
2 1 1
EXERCICE 5.42. Inversez M = | 1 2 1
11 2
1100 00
01 1 000
. 001100
EXERCICE 5.43. Inversez la matrice A = 000110
00 0011
00 0 001
1 2 3 ;1 ; g 21; 4 2 1
EXERCICE 5.44. Inverser les matrices A=| 2 3 4 |, B= eteC=1]13 3 3
3 4 3 2
3 2 2 13 _92 9 3 -1 -2

EXERCICE 5.45. Soit A une matrice inversible, d’inverse A~1. D’apres vous, que valent AA™ ! et A71A?

EXERCICE 5.46. Vrai ou faux ? Soit A une matrice inversible, d’inverse noté A~!. Alors
1. Ax A7l =A"1x A,

1 1
-1 _
2. Ax A (1 1),
0 0
-1 _
s (19)
4.A*A_1:< )

5. A~ est inversible d’inverse A.

EXERCICE 5.47. Vrai ou faux? La matrice < ; i )

1. admet pour inverse -1 =2
. p v o 4

).
).

2. admet pour inverse

O = N =
= O AN

4. admet pour inverse

3. admet pour inverse (

5. n’est pas inversible.
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EXERCICE 5.48. Montrez que A = est telle qu’il existe a et b vérifiant (A — al3)(A — bl3) = 0. En

_= = O
=

est inversible, calculer (P~1AP)", pour n € N, et

—_ = =

1

1

0
1 1
déduire A™, pour n € N*. Montrez que P = ( -1 0
0 -1

en déduire A™.

IIT Applications des matrices a la géométrie

II1.1 Matrices et transformations du plan

Les matrices permettent de faire quelques transformations dans le plan et dans I’espace, du genre : rotations,
homothéties (effet de zoom), symétries (effet miroir, etc.) et translations.

Composer de telles transformations (faire une homothétie puis une rotation), revient a effectuer des produits
matriciels.

II1.1.1 Matrices de rotation

La matrice de la rotation de centre O (I'origine du plan), et d’angle 6, est de la forme suivante :

cosf) —sinf
rog = .
sinf  cos6
Inversement, toute matrice de cette forme, est une matrice de rotation.

jus

EXERCICE 5.49. Ecrire les matrices des rotations de centre O, et d’angle %, 7, ¥, § ( : quart de tour), 7 ( :
demi-tour) et 3T ( : quart de tour, dans le sens anti-trigonométrique. )

Si on veut l'image du point M (z,y) par la rotation ry de centre O (l'origine du plan), et d’angle 6, il suffit

d’effectuer le produit :
cosf) —sinf Y
sinf cosf Y

EXERCICE 5.50. On veut tourner un carré d’un huitieme de tour par-rapport a son centre.
On consideére les points A(1,1), B(—1,1), C(—1,-1) et D(1,—1).

1. Les représenter dans le plan (muni d’un repére orthonormé direct).
2. Ecrire la matrice de rotation qui convient.

3. Calculer les images A’, B’, C' et D' des points A, B, C, D, puis les représenter sur la figure.

On appelle déterminant d’une matrice

le nombre a*d-b*c. On le note

EXERCICE 5.51. Calculer les déterminants des matrices de rotation de 'exercice 1.
Qu’en concluez-vous ?
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En fait, une matrice de rotation (du plan ou de l’espace) aura toujours un déterminant égal a 1. La réciproque
n’est pas vraie : il existe des matrices 2x2, de déterminant égal & 1, et qui ne sont pas des matrices de rotation.

EXERCICE 5.52. Trouvez une matrice 2x2 dont le déterminant est égal a 1, mais qui n’est pas une matrice de
rotation.

EXERCICE 5.53. Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont des rotations ?
1 0) v2( 1 1 2 0 0 —1
o1/) 2\V-11/)J7L005)"\1 0
EXERCICE 5.54. Soit ry la matrice de rotation d’angle . Comparez 7y, * rg, et 79, 19,. Conclusion?

I11.1.2 Matrices d’homothétie

Les homothéties de centre O, rapport A, sont les matrices de la forme

(5 3)

Quels sont les effets visibles d’une telle transformation? Prenons un vecteur < z ), et appliquons-lui une ho-

(h2)(0)-() ()

...Je vecteur a doublé de taille. On a fait un zoom x 2. (De méme, une homothétie de rapport % renverra une
image trois fois plus petite que l'originale.)

mothétie de rapport 2 :

EXERCICE 5.55. On reprend le carré de l'exercice 77 7.

1. Diminuez de moitié la taille du carré A’, B’, C’, D’ (en utilisant une matrice d’homothétie M adéquat.)

2. Diminuez de moitié la taille du carré A, B, C, D, puis faites subit au carré ainsi obtenu, une rotation d’un
huitiéme de tour (en utilisant une matrice de rotation N.)

3. Calculez M*N, puis N*M...on trouve dans les deux cas la méme matrice, que ’on note P.

4. Appliquez la matrice P au carré A, B, C', D. On s’appercoit que 1’on retombe sur le carré obtenu en 1., et en 2.

Conclusions : d’abord, quand on a des rotations et des homothéties a faire, 'ordre importe peu (ce qui se
voit sur le produit matriciel, qui dans ce cas est commutatif : on peut commuter I’ordre dans lequel on fait ces
opérations.)

Ensuite : la composition d’une rotation et d’une homothétie, c’est le produit des matrices correspondantes (d’ou
une utilité du produit matriciel) Quand on a plusieures opérations a faire, on multiplie donc les matrices corre-
spondantes, et on applique la matrice ainsi obtenue a nos vecteurs.

EXERCICE 5.56. Comparez rg, * g, et 79, +4,. Conclusion ?

I1I1.1.3 Matrices de symétrie

La matrice -0 envoie le vecteur . sur - .
0 1 Y Y

On a donc affaire a une symétrie d’axe Oy ( c’est l'effet miroir.)

EXERCICE 5.57. On consideére les matrices (1) _01 et (1) (1) )

A quelles symétries correspondent-elles 7 Quels sont les effets apparents sur une image donnée ?

Bien évidemment, on peut composer la symétrie avec les rotations et les homothéties. Cela revient a faire des
multiplications de matrices.
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EXERCICE 5.58. 1. Ecrire la matrice de la composition d’une rotation d’angle ¢ par une symétrie d’axe Oz.
1. Ecrire la matrice de la composition d’une symétrie d’axe Ox par une rotation d’angle 5.
3. Conclure.

II1.1.4 Matrices de translation

La matrice de translation (du plan) de vecteur < Z > est :

1
T=1]0
0

S = O
— o Q

Si vraiment on veut travailler avec de telles matrices, il faut mettre tout ce qui précéde (matrices et vecteurs)
en coordonnées homogenes.

x . cosf) —sind
o x . . : cos) —sinf \ . . , .
Ainsi, le vecteur devient | y | ;lamatrice de rotation . s’écrit dorénavant | sinf cos6
Y 1 sinf cosf 0 0

et on procede de méme pour les autres matrices (homothétie, symétrie, etc.) : on rajoute une ligne de 0 en bas,
une colonne de 0 a droite, et un 1 en bas a droite.

. , x erz . .
Par exemple, si on veut déplacer le vecteur ( Y ) de deux unités vers la droite ( : une translation de vecteur

2 . L . . .
( 0 >), puis renverser le vecteur obtenu (symétrie par-rapport a ’axe Ozx), on effectue le produit suivant :

1 0 0 10 2 x T+ 2
0 -1 0|xl0o1o0|xx|y]|=| —v
0 0 1 00 1 1 1

2
Le vecteur image est donc < T )

I11.1.5 Exercices
EXERCICE 5.59. On considére le carré ABCD du plan (0;1i,7), out A(1;1), B(1;—1), C(—1;—1) et D(1;—1).

1. Faites subir a cette figure une rotation d’un quart de tour, de centre O.
2. Faire de méme en prenant A, puis B, pour centre de la rotation.

3. Effectuer respectivement les symétries d’axe Oz (renversement de figure), Oy (“effet miroir”) et suivant la
premiere bissectrice y = x.

4. Faire une homothétie de centre 0, rapport 2 (zoom x2).

EXERCICE 5.60. On considere les points A(0,1), B(—1,—1), et C(—1,—1).
1. Les représenter dans le plan (muni d’un repére orthonormé direct.)
2. Effectuer la rotation de centre A, d’un quart de tour.
3. Faire les symétries d’axe Ox, Ax, et By.

2
)

EXERCICE 5.61. On considere le losange ABCD du plan (0;4,7), ot A(0;0), B(1;—1), C(2;0) et D(1;1).

1. Déterminez I'image de ce losange par la rotation d’'un quart de tour, centre A. Faire de méme avec C' comme
centre de rotation (méme angle de rotation.)
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2. Quelle est I'image de ABCD par une homothétie de centre 0, rapport 27

3. Calculez 'image du losange ABC'D par la symétrie d’axe (AD).

EXERCICE 5.62. Vrai ou faux?
On se place dans le plan R2. Soit A(z4,y4) un point de ce plan. Alors, pour obtenir I'image d’un point M de

, X .
coordonnées y par la rotation de centre A, angle

. cos) —sinf T
1. on fait . ;
sind  cost Y
2. on calcule (en coordonnées homogenes) la matrice R4 g de cette rotation, en procédant ainsi :
Rap=T35* Roe*T5;
(ott T désigne la matrice de translation de vecteur %), puis on fait R * < z ),
3. on calcule (en coordonnées homogenes) la matrice R4 ¢ de cette rotation, en procédant ainsi :
Ryp= Ta * Ry g * Tﬁ
. : x
puis on fait R g * ( Y >,

4. avec les notations précédentes, on calcule M; = oM, puis My = RoeM, d’ou I'image P de M :
P = T@Mg

—
5. On calcule 'image de A par la rotation de centre O, angle 6, que ’on translate suivant un vecteur O A.

III.2 Matrices et transformations de 1’espace

II1.2.1 Rappels sur les équations de droites

y = 0
qui ont une abscisse nulle, et y = 0 est le plan des points de I'espace ayant une ordonnée nulle.

=0 , . . .
{ v est I’équation d’une droite dans I’espace. En effet, x = 0 est le plan de tous les points de 'espace

1
o

/Y ’/Y
\ \

On a donc affaire a l'intersection de ces deux plans, a savoir la droite (Oz).
D’une maniere générale, un plan de ’espace a pour équation

ar+by+cz+d=0

Et quand on prend l'intersection de deux plans
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Il
o

ar +by+cz+d
drx+Vy+dz+d = 0

...on trouve une droite.

r+y = 1

Il y a deux exceptions. En effet, les plans x+y = 1 et 2x+2y = 2 sont confondus, donc I’équation { w42y —

est un plan.
L’autre exception, c’est quand les plans sont paralleles (et non confondus) : il n’y a alors pas de point d’inter-

section.

ex : j i (1) est I'ensemble vide.

EXERCICE 5.63. Parmi les équations suivantes, lesquelles sont des droites ?
z+y = 0 z+2y = 0 z+2y = 3
r+y = 1 y = 1 2c+4y = 6

REMARQUE 5.2. Tout se passe comme dans le plan :

ar+by = c
dx+by = ¢
qui est en général un point...mais peut aussi étre une droite, ou I’ensemble vide.

est l'intersection de deux droites, ce

II1.2.2 Rotations dans I’espace

Dans le plan, les rotations se font autour d’un point. Dans 'espace, autour d’une droite. Il suffit de connaitre
les matrices de rotation d’axe Oz, Oy et Oz pour faire n’importe quelle rotation de 1’espace :

1 0 0 cost 0 sinx cosr —sinx 0
0 cosx —sinx 0 1 0 sint cosr O
0 stnx cosx —stnx 0 cosx 0 0 1
rotation :
axe Ox axe Oy axe Oz
En effet, pour effectuer (par exemple) une rotation d’axe (D) { Z B ?(J)’ et d’angle ...

z

On fait une rotation d’angle 7, d’axe Oz, donc D se trouve en (0Y'). On applique ensuite la rotation d’angle
0, axe (Oy), puis la rotation d’angle —7, et d’axe (Oz).

EXERCICE 5.64. On considére la pyramide A(1;-1;0), B(1;1;0), C(-1;0;0) et D(0;0;1).

1. La représenter.

2. La faire tourner de 7 autour de (Oz), projeter orthogonalement la figure obtenue sur le plan xOz, sensé
représenter 1’écran.

3. Faire tourner la figure obtenue autour de (Oz). Projeter de méme que précédemment.
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I11.2.3 Quesques autres transformations

L’homothétie de centre O, rapport A, a pour matrice
A0 0
0 X0
0 0 A
Pour effectuer une symétrie par-rapport a un plan P donné, on améne P sur I'un des trois plans de référence
(xOy, x0z, yOz) grice a des rotations bien choisies, on effectue la symétrie voulue :

1 0 O 1 0 O -1 0 0
01 0 0 -1 0 0 10
0 0 —1 0 0 1 0 01
symétrie de plan :
xOy 0z yOz

et, enfin, on effectue les rotations inverses pour renvoyer P (et le reste de la figure) & sa position d’origine.

EXERCICE 5.65. Reprendre la pyramide de I’énoncé précédent.

1. Réduire sa taille de moitié, puis projeter 'image obtenue sur le plan zOz.

2. Obtenir I'image de la pyramide d’origine par les symétries de plan Oy et £Oz. Les projeter orthogonalement
sur “Iécran” ( : le plan 20z).

I11.2.4 Translations et coordonnées homogénes

Il n’y a pas de matrices de translation de I’espace, de taille 3x3. On doit passer en coordonnées homogenes, si on
souhaite gérer toutes ces opérations a l’aide de produits matriciels. Voici les matrices précédentes, en coordonnées
homogenes :

1 0 0 0 cosx 0 sinx 0 cosx —sinx 0 0
0 cosr —sinx O 0 1 0 sinx cosx 0 O
0 sinx cosr O —sinx 0 cosx 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 01
A0 0O 1 0 0 O 1 0 00 -1 0 0 O
O N0 O 01 0 O 0 -1 0 O 0O 1 00
0 0 A0 00 -1 0 0O 0 1 0 0O 010
0 0 0 1 00 0 1 0O 0 0 1 0 0 01
a
La matrice de translation de vecteur b est alors
c

1 0 0 a

01 0 b

0 01 ¢

0O 0 0 1

T

T
et le vecteur position | y | s’écrit dorénavant Z
z
1

EXERCICE 5.66. On reprend la pyramide de ’avant dernier exercice.

Lui appliquer une rotation d’axe Bz, d’angle 7.
2. Symétriser la figure obtenue, par rapport au plan zBy.
3. Projeter (orthogonalement) la figure obtenue sur le plan Oz sensé représenter ’écran.
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I11.2.5 Exercices
EXERCICE 5.67. On consideére la pyramide A(1;-1;0), B(1;1;0), C(-1;0;0) et D(0;0;1).
1. La représenter.

2. La faire tourner de 7 autour de (Oz), projeter orthogonalement la figure obtenue sur le plan zOz, sensé
représenter 1’écran.

3. Faire tourner la figure obtenue autour de (Ox). Projeter de méme que précédemment.

EXERCICE 5.68. Reprendre la pyramide de I’énoncé précédent, réduire sa taille de moitié, puis projeter 'image
obtenue sur le plan xOz. Obtenir ensuite 'image de la pyramide d’origine par les symétries de plan xOy et xOz.
Projeter le tout orthogonalement sur “I’écran” ( : le plan zOz).

EXERCICE 5.69. On reprend la pyramide de antépénultieme exercice.
1. Lui appliquer une rotation d’axe Bz, d’angle 7.
2. Symétriser la figure obtenue, par rapport au plan xBy.

3. Projeter (orthogonalement) la figure obtenue sur le plan Oz (I’écran.)

EXERCICE 5.70. On consideére la pyramide P de sommets A(1;-1;0), B(1;1;0), C(-1;0;0) et D(0;0;1). La représen-
ter.

1. La faire tourner de m autour de (Oz), puis projeter orthogonalement la figure obtenue sur le plan zOz.
2. Obtenir 'image de la pyramide d’origine P par les symétries de plan xOy et zOz.

3. Réduire la taille de la pyramide d’origine P de moitié, puis projeter I'image obtenue sur le plan zOz.

1 -1 -1 0
EXERCICE 5.71. Vrai ou faux? On se donne les points A| 0 |, B 1 ,C| =1 |,et D| 0 | del’espace
0 0 0 1
R3, muni de sa base orthonormée directe.
2 -2 -2
1. I'image de cette figure par ’homothétie de centre A, rapport 2, est A’| 0 |, B'| 2 |, C"| -2 |, et
0 0 0
0
D'l o0 |,
2

2. la rotation de centre O, angle 7, envoie A en C, et B en D,

3. pour calculer I'image de I’homothétie de centre D, rapport %, on effectue une translation de vecteur 55,
puis on divise toutes les coordonnées obtenues par 3, enfin on fait subir aux points résultants une translation

de vecteur @,

4. pour projeter sur le plan Oz, il suffit de transformer la deuxiéme coordonnée en son opposée.
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Chapitre 6

Espaces vectoriels

I Espaces vectoriels

I.1 Définition d’un espace vectoriel

On considere :

— un ensemble E,

— une application + : FxE — E, dite loi de composition interne,
— une application . : Rz — F, dite loi de composition externe.

DEFINITION 6.1 (ESPACE VECTORIEL). On dit que le triplet (E,+,.) forme un espace vectoriel sur R §’il vérifie
les propriétés
— pour la loi de composition interne +

1. il existe un vecteur spécial de E, noté O et appelé élément neutre, tel que pour tout vecteur x de E,
O+z=2+0=<

2. tout vecteur x de E posséde un inverse, c’est-a-dire y de E tel que
r+y=y+x=0

3. la loi + est associative :
Ve,yec E,o+ (y+2)=(x+y)+=2

4. la loi + est commutative
Ve,ye E,x+y=y+x

— pour la loi .
1. Ve,y e EVAeR A(z+y) = x+ \y
2. Ve e ENVA ue R A (px) = (Ap).x
3. Ve e EEV A pe R, (A +p)x =z + px
4. Ve eR,lx =z

REMARQUE 6.2. + est une fonction de deux variables.
Si on utilise la notation préfixe f(x,y) d’une telle fonction, I’existence d’un élément neutre s’écrit :

VZ‘GE,f(I‘,O):f(O,w):Q?

et l'associativité donne :

f(:E, (f(yv Z)) = f(f(xvy)v Z)

Idem pour .
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1.2 Notion de groupe

DEFINITION 6.3 (GROUPE). Un couple (E,+), ott + est une loi de composition interne, qui vérifie les trois premiers
axiomes de la loi + pour les espaces vectoriels (associativité, élément neutre et inverse), est appelé un groupe.

DEFINITION 6.4 (GROUPE ABELIEN). Si de plus + est commutative, on parle de groupe abélien, ou commutatif.

REMARQUE 6.5. Un espace vectoriel (E,+,.) est donc un groupe abélien (E,+) qui vérifie de plus les quatre
propriétés pour .

1.3 Exemples d’espaces vectoriels

EXEMPLE 6.1. L’ensemble R? des vecteurs du plan, muni de I’addition terme a terme, et du produit d’un nombre

par un vecteur :
<$1> <y1>_<x1+y1>
+ =
x2 Y2 T2 + Y2
T o )\xl

EXEMPLE 6.2. L’ensemble R3 des vecteurs de 'espace, muni des memes types d’opérations.
EXEMPLE 6.3. L’ensemble R™ des n-uplets de réels, muni d’opérations semblables

EXEMPLE 6.4. L’ensemble R des réels est un espace vectoriel sur R, avec I’addition de deux réels, et le produit
de deux réels.

EXEMPLE 6.5. L’ensemble C des nombres complexes, muni de I’addition de deux complexes, et de la multiplication
d’un réel par un complexe, est un espace vectoriel sur R.

EXEMPLE 6.6. L’ensemble M,, ,(R) des matrices de taille nxp, muni de I'addition matricielle, et du produit d’un
scalaire par une matrice, est un espace vectoriel sur R.

EXEMPLE 6.7. L’ensemble des polynomes de degré au plus n, des solutions d’une équation différentielle linéaire

d’ordre 2, des solutions d’un systéme linéaire homogene, des fonctions entre deux espaces vectoriels... sont des
espaces vectoriels sur R.

I.4 Propriétés des espaces vectoriels

PROPRIETE 6.6. L’élément neutre et I'inverse sont uniques dans un espace vectoriel.

PREUVE Soient O1 et O2 deux éléments neutres, alors pour tout x de E,
r+01=z, et O+ =1
or Oy appartient a l’espace vectoriel E, et O7 en est un élément neutre, donc
02+ 01 = 02
De mémen, O appartient a E, et Oy en est un élément neutre, donc

02,0, = Oy
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PROPRIETE 6.7. On obtient sans probléme les propriétés suivantes : pour tout réel A\ et tout vecteur z,
Orx=0X0=0X2=0= (A=00uzr=0) (-1).z =(—x)

1.5 Exercices

a c b
EXERCICE 6.8. Soit F = b a4+c b+c |,a,b,ceR
c b a+c

1. Montrez que toute matrice de E s’écrit sous la forme al +bJ+cK, ou I, J, K sont des matrices indépendantes
de a,b,c.

2. Montrez que E est un espace vectoriel. Donnez sa dimension.

3. Calculez J?, JK, KJ, K2, et vérifiez que J? = J + 1.

n

EXERCICE 6.9. Soit E ’ensemble des matrices (2,2) de la forme ( _W;L -

), oum,n € C. E est-il un C-espace

vectoriel 7 un R-espace vectoriel 7 En donner une base.

EXERCICE 6.10. Déterminer si R3, muni des lois internes et externes suivantes, est ou non un espace vectoriel sur
R :

1. (a,b)+(c,d)
(a,b)+(c,d)
3. (a,b)+(c,d)

(a+c,b+d) et A.(a,b) = (a,Ab), X € R,
(atc,b+d) et A.(a,b) = (\2a, A?b), A € R,
(atc,b+d) et A.(a,b) = (Aa, Ab), A € R.

o

EXERCICE 6.11. Dire si les objets suivants sont des espaces vectoriels :

1. Pensemble des fonctions réelles sur [0, 1], continues, positives ou nulles, pour 1’addition et le produit de deux
réels,

2. Pensemble des fonctions réelles sur R vérifiant limg_, oo f(z) = 0,
3. lensemble des fonctions continues sur [0,1] vérifiant £(1/2)=0,

4. Tensemble des fonctions impaires sur R.

EXERCICE 6.12. On munit ’ensemble des réels strictement positifs, des opérations = 4+ y = zy et \.x = 2.

Est-ce un espace vectoriel 7

EXERCICE 6.13. Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ?
1. Pensemble des fonctions sur R qui sont nulles en 1 ou nulle en 4,
2. Pensemble des fonctions sur R telles que f(3) =7,

3. I'ensemble des fonctions paires sur R.

EXERCICE 6.14. L’ensemble des polynomes de degré exactement n est-il un espace vectoriel 7 Et qu’en est-il de
celui des polyndmes ne comportant pas de terme de degré 77 Et de 'ensemble des polynémes de degré au moins
n (respectivement, au plus n)?

EXERCICE 6.15. Répondre aux questions suivantes :
— On se place dans le plan R2. L’ensemble des points (z,y) € R? tels que sin(x +y) = 0 est-il un espace
vectoriel ?
— On se place dans I'espace R3. L’ensemble des vecteurs orthogonaux au vecteur (—1,3, —2) est-il un espace
vectoriel sur R?
— On se place dans I'espace R5. L’ensemble des vecteurs colinéaires au vecteur (3,0 — 1, —2, 1) est-il un espace
vectoriel sur R ?

EXERCICE 6.16. L’ensemble des solutions (z1, z2,z3) d’'un systéme linéaire sans second membre, est-il un espace
vectoriel 7
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EXERCICE 6.17. L’ensemble des primitives de la fonction ze® forme-t-il un espace vectoriel sur R 7

EXERCICE 6.18. Démontrez que C, muni des opérations classiques d’addition, et de multiplication par un scalaire,
forme bien un espace vectoriel sur R.

2 x

2y

EXERCICE 6.19. Vrai ou Faux ? On considére, sur E = R?, les lois

() -(me)«o())

. Il y a un élément neutre pour @ dans FE.

[N

. P est associative.

w

. P est commutative.

. A@(u@(i))Z(/\u)(D(‘;)-

5. @ est une loi de composition interne.

W

EXERCICE 6.20. Vrai ou Faux? On se place sur £ = R, (ensemble des réels positifs), ou + désigne 'addition
classique de deux nombres positifs. La loi

®: RxFk — FE
Nzx) — Atz

1. est une loi de composition interne,
2. est une loi de composition externe,

3. vérifie Vo, y e EVAE R AO(z+y) =2Qxz+ Oy,

4. vérifieVe e E;10Qz =1,

5. vérifie Ve € EVA, u e RAOQu®z) = (M) O .
EXERCICE 6.21. Vrai ou faux ? On considéere, sur E = R?, les lois

1 ) 1+ Y2 x Az
= et A =
<y1>@<yz> <y1+x2> ©<y> </\y>

. (R%2,@,(®) est un espace vectoriel

. P est associative.

w N =

. @ est commutative.

voz)-(0)
wenoly)e(; Jere(l)

II Sous-espaces vectoriels

ot

II.1 Défintion

PROPRIETE 6.8. Soit (E , + , . ) un R-espace vectoriel, et F inclus dans E (et non vide). Si les deux assertions
suivantes sont vérifiées :

— pour tout vecteur x, y dans F, la somme x + y reste dans F,

— pour tout vecteur x dans F, et tout réel A, le vecteur A.z appartient encore a F,
alors (F, + , . ) est un R-espace vectoriel.

o1



DEFINITION 6.9 (SOUS-ESPACE VECTORIEL). On dit, dans cette situation, que (F,+,.) est un sous-espace vectoriel
de E.

REMARQUE 6.10. Les applications + et . de (F,+,.) sont les restriction a I’ensemble F des applications + et . de
(E+,)

I1.2 Exercices

EXERCICE 6.22. Déterminez lesquels des ensembles Ey, Eo et E3 sont des sous-espaces vectoriels de R?. Calculer
leurs dimensions.

E1 = {(z,y) € R?;z — 2y = 0}

By ={(z,y) e Rz —y=1}

B3 = {(z,y) € R%ay =0}

EXERCICE 6.23. Déterminer lesquels des ensembles E;, Fs, F5 et Ey4 sont des sous-espaces vectoriels de R3. Cal-
culer leurs dimensions.
E1 = {(z,y,2) € R3; $+y—z—m—|-y—|—z=0}

(
By = {(z,y,2) € R3; 2% — 22 =0}
Es = {(x,y, )€R3eey—0}
E4:{(m7ya )ERS .’E +y)_0}

EXERCICE 6.24. On munit I’ensemble des applications de R dans R des opérations + et . usuelles. Déterminez si
les ensembles suivants sont des espaces vectoriels :

1. By ={g:R—R:2¢(0) =g(2)}

2. By={g:R—>R:¢(2) =g(0)+ 2}

3. B3 ={g:R— R: g croissante}

4. B4 ={g9:R — R: g est la différence de deux applications croissantes}
5. E5 = {g : R — R : g ne prend qu'un nombre fini de valeurs non nulles}

On les considérera comme des sous-espaces vectoriels d’un espace bien choisi (ou le cas échéant, on prouvera
’
qu’une des propriétés d’espace vectoriel n’est pas satisfaite.)

EXERCICE 6.25. Parmi les ensembles suivants, déterminer ceux qui sont des sous-espaces vectoriels de R3 :
P ={(z,y,2) e Ry =0}, Fh = {(z,9,2) € R%;zy = 0}
Fs={(z,y,2) eR%z = +y}, Fu = {(z,y,2) € R%y = 2%}

EXERCICE 6.26. Soit o un réel. Dans R*, on consideére ’ensemble F' des quadruplets (z,y, 2, ) tels que z+y-+z+t =
0, et I’ensemble G des quadruplets (z,y, z,t) tels que z + ay + az + ¢t = 0.

1. Quelle est la nature de F' et de G 7

2. Montrer que F U G est un sous-espace vectoriel de R?.

EXERCICE 6.27. Montrer que F, = {(z,y,a),x,y € R} est un espace vectoriel si, et seulement si a = 0.

IIT Familes libres, génératrices, et bases

III.1 Bases et dimension d’un espace vectoriel

DEFINITION 6.11 (BASE, DIMENSION). On considére une famille de vecteurs eq, eg, ..., en d’un espace vectoriel
E. Si la matrice constituée par les (e;) est inversible, alors on dit que ej, e, ..., en est une base de E, et que E est
un espace vectoriel de dimension n.

92



I11.2 Exemples de bases

EXEMPLE 6.28.

1 0 0
€1 = 0 , €2 = 1 , €3 = 0 )
0 0 1
forment une base de R3, car la matrice
100
010
0 01

est inversible. R? est donc un espace vectoriel de dimension 3.

EXEMPLE 6.29.

1 0 0
0 1 0
el = 0 ,e9 = 0 RN = ,
: : 0
0 0 1

forment pareillement une base de R™, qui est donc de dimension n.

IT1.3 Utilité des bases

PROPRIETE 6.12. Soit (eq,ea,...,en) une base d’un espace vectoriel E de dimension n.
Alors :
Tout vecteur x de E s’écrit, de maniére unique, sous la forme

T = Ae1 + Aseg + ...+ \en

REMARQUE 6.13. Les bases permettent donc de repérer, sans ambiguité, et avec quelques éléments, tout vecteur
d’un espace vectoriel.

EXEMPLE 6.30.

forment une base de R?, car la matrice

est inversible.

R” est donc un espace vectoriel de dimension 2, et tout vecteur x du plan s’écrit, de maniére unique :
T =N+ pj
REMARQUE 6.14. Tout espace vectoriel possede une infinité de bases (si (e1, ez, ..., en) forme une base d'un e.v.

E, alors (2e1,2es,...,2en) en forme aussi une).
mais toutes ces bases ont le méme nombre d’éléments.

REMARQUE 6.15. Si la matrice correspondante a une famille de vecteurs (eq,es,...,en) n’est pas carrée, alors
parler d’inversibilité n’a aucun sens, et ces vecteurs ne forment donc pas une base.
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I11.4 Familles libres
I11.4.1 Définition d’une famille libre

DEFINITION 6.16 (FAMILLE LIBRE). On dit qu'une famille (eq, e9,...,en) de vecteurs d’'un ev (E,+,.) est libre si
ona:
Pour tout réel A\i, Ao, ..., \p,
si Arer + Aoeg + Apen, = O,
alors Ay =X =...= X, =0.

111.4.2 Exemple de famille libre

1 0
EXEMPLE 6.31. Soite; = | 0 |,ea =] 1 | deuxvecteursde (R3,+,.). Alors A\je;+Aaes = A0+l = Xy = O
0 0

donc A1 = Ao =0 : (e, e2) est libre.

I11.4.3 Lien entre famille libre et base

PROPRIETE 6.17. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Alors :
— toute famille libre de E a au plus n éléments,
— si une famille libre de E a exactement n éléments, alors c’est une base de E.

II1.5 Familles génératrices
I1I1.5.1 Définition d’une famille génératrice

DEFINITION 6.18. On dit qu’une famille (e, e, ..., en) de vecteurs d'un espace vectoriel (E,+,.) est génératrice
siona:
Pour tout vecteur x de E, il existe des rééls Aq, A, ... \,, tels que

T = Me1 + e + A\nen.

REMARQUE 6.19. Cela revient a dire que tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire des e; : ces quelques
vecteurs engendrent tout ’espace.

111.5.2 Exemple de famille génératrice

Soit e1 = ( (1) ) ,e3 = ( (1) ) deux vecteurs de (R% +,.). Alors tout vecteur u = ( i ) de E s’écrit :

u=u1xe; + (y — x)e2

et donc (e1,e2) est une famille génératrice de (R?, +,.).

I11.5.3 Lien entre familles génératrices et bases

PROPRIETE 6.20. Soit E un espace vectoriel de dimension n. Alors :
— toute famille génératrice de E a au moins n éléments,
— si une famille génératrice de E a exactement n éléments, alors c’est une base de E.

II1.6 Bases versus libres et génératrices
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PROPRIETE 6.21. Une famille de vecteurs d’un espace vectoriel est une base si, et seulement si elle est libre
et génératrice :
base <= libre et génératrice

PROPRIETE 6.22. — Toute sous-famille d’'une famille libre, est libre... ainsi, toute famille libre peut se
compléter en base, en ajoutant des éléments bien choisis.
— Toute sur-famille d’une famille génératrice, est génératrice... ainsi, toute famille libre peut se compléter
en base, en supprimant des éléments bien choisis.
— Une base est donc une famille libre maximale, ou une famille génératrice minimale.

I11.7 Exercices

EXERCICE 6.32. On considére les vecteurs de R3 :
71 = (17 _27 1)7 72 = (17 _3a 1)7 73 = (27 _47 3)
Forment-ils une base de R ? Si oui, calculer dans cette base les coordonnées du vecteur (a, b, c).

EXERCICE 6.33. On considére les vecteurs @ = (0,3,1), ¥ = (=1,h,5/3) et & = (k, 1, h/3). Déterminer 'ensem-
ble des couples (h, k) € R? pour lesquels la famille (7, o, W) est une base.

EXERCICE 6.34. Soit dans R* les vecteurs
V1= (1,0,0,-1), Vo = (2,1,1,0), V3 = (1,1,1,1), V4 = (1,2,3,4), V5 = (0,1,2,3)
Extraire de ces cing vecteurs une base du sous-espace vectoriel qu’ils engendrent.
EXERCICE 6.35. — Les trois vecteurs de R*
Vi=(2,3,-1,4), Vo= (1,-2,3,-2), V3 = (3,0,2,3)

forment-ils une famille base ?
— Dans R3, les vecteurs suivants forment-ils une base ?

7 = (1727 _1)77 = (1703 1)7ﬁ = (_1727 _3)
— Dans R?, les vecteurs suivants forment-ils une base ?
U =(1,2,0,-1), 7 = (1,2,0,1), % = (0,—1,2,-3)

EXERCICE 6.36. La somme de deux applications linéaires est-elle linéaire 7 Qu’en est-il de leur composée ? et du
produit entre un scalaire et une application linéaire ?

EXERCICE 6.37. Déterminez quelles sont les applications linéaires parmi les fonctions suivantes
1. fi:R? — R? définie par (z,y) — (z +y,7 —y)
2. fo : R?2 — R? définie par (z,y) — (0,2y — x)
3. f3: R? — R? définie par (z,y) — (y,z)

EXERCICE 6.38. Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires ?
1. fi:R? — R3 définie par (z,y,2) — (x4 2y + 32,2y — 2,7 + 2)
2. fo: R3 — R3 définie par (z,y,2) — (0,2y — z,0)
3. f3:R3 — R3 définie par (z,y,2) — (z + 2y + 3,2y — 2,z + 2)
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4. fy : R3 — R3 définie par (x,y,2) — (z + 2y + 3z, 2yz, 7 + 2)

EXERCICE 6.39. Faire de méme avec
1. fi:R® — R définie par (z,y,2) — o + 2y + 32
2. fo: R3 — R définie par (z,y,2) — 22 + 22
3. f3:R — R définie par z — 22

EXERCICE 6.40. Méme question que précédemment, en se plagant cette fois sur £ = C®(R,R)
1. ¢p : E — E définie par f — f'
2. ¢1 : E — E définie par f — 3f" +8f +5f
3. ¢o: B — E définie par f — " —2xf' +6f
4. ¢3: E — FE définie par f — f'f
5. ¢4 : E — E définie par f — f(0) — 2f(3)

EXERCICE 6.41. La somme de deux applications linéaires est-elle linéaire 7 Qu’en est-il de leur composée ? et du
produit entre un scalaire et une application linéaire ?

EXERCICE 6.42. On consideére les vecteurs de R? :
71 = (17 -2, 1)7 72 = (17 -3, 1)7 73 = (27 —4, 3)
Forment-ils une base de R ? Si oui, calculer dans cette base les coordonnées du vecteur (a, b, c).

EXERCICE 6.43. On considére les vecteurs @ = (0,3,1), ¥ = (=1,h,5/3) et & = (k, 1, h/3). Déterminer 'ensem-
ble des couples (h, k) € R? pour lesquels la famille (7, o, W) est une base.

EXERCICE 6.44. Soit dans R* les vecteurs
Vi=(1,0,0,-1), Vo = (2,1,1,0), V5 = (1,1,1,1), V4 = (1,2,3,4), V5 = (0,1,2,3)
Extraire de ces cinq vecteurs une base du sous-espace vectoriel qu’ils engendrent.
EXERCICE 6.45. 1. Les trois vecteurs de R*
Vi=(2,3-1,4), Vo= (1,-2,3,-2), Vs = (3,0,2,3)
2. Dans R3, les vecteurs suivants forment-ils une base ?
U =(1,2,-1),7 =(1,0,1), @ = (-1,2,-3)
3. Dans R%, les vecteurs suivants forment-ils une base ?

U =(1,2,0,-1),7 =(1,2,0,1),« = (0,—1,2,-3)

- = -
EXERCICE 6.46. Vrai ou faux ? Dans I’espace R?, muni de la base canonique (i, j, k),
- = :
1. (i,— 4, k) est aussi une base de R3,
- = . 3
2. (24, j,—3k) est aussi une base de R”,
- = : 3
3. (i, j) est aussi une base de R,
e T
4. (i, 7,k, 7 + j + k) est aussi une base de R3,
- o .
5. (% i, —% 4, k) est aussi une base de R3.

EXERCICE 6.47. Vrai ou faux ? Dans les espaces vectoriels,
1. Une application linéaire f vérifie f(x +vy) = f(z) + f(y) et f(Ax) = f(N) f(x)

2. Les bases ont toutes le méme nombre d’éléments.
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3. Si on prend les “scalaires” dans R, on parle de R-espace vectoriel, et si on les prend dans C, on parle alors
de C-espace vectoriel.

4. Dans un espace vectoriel de dimension n, dés qu’on prend n vecteurs différents, ils forment une base.

5. Dans un espace vectoriel de dimension n, dés qu’on prend n vecteurs non proportionnels, ils forment une
base.

EXERCICE 6.48. Montrez que B = {1, X + 1,(X + 1)} est une base des polynomes de degré inférieur ou égal a
2.

EXERCICE 6.49. Dans le R-espace vectoriel (R?,+,.), on considére les familles de vecteurs suivantes :

F = {’01 = (1, 1)} Fy = {Ul = (17 1)7”2 = (17 _2)77)3 = (374)}
F3 = {Ul = (1, 1),’02 = (1, —2)} F4 = {U1 = (1, 1),’U2 = (—3, —3)}

Indiquez quelles sont les familles libres, génératrices de R?, et les bases.

IV Applications linéaires

IV.1 Définition

DEFINITION 6.23 (APPLICATION LINEAIRE). Soient (E, + , . ) et (F,+, . ) deux R-espaces vectoriels. On dit
qu'une application f: E — F est une application linéaire si elle vérifie :

L fz+y) = f(z) + fy),
2. f(\x) = A.f(z).

NOTATION : On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F, et L (E) si E = F (on parle
d’endomorphismes dans ce cas).

IV.2 Propriétés

PROPRIETE 6.25. Toute application linéaire f vérifie :
f(Og) =OF

f(=z) = —f(x)
FOuxl 4+ Xox2+ ..o 4+ Axp) = A f(2l) + Aaf(22) + ...+ A f(zn)

IV.3 Exemples
EXEMPLE 6.50. f(x) = 2z est une application linéaire de R dans R.

EXEMPLE 6.51. L’application
f:R* - R?

(o)~ (=)

f:RX] — R[X]
P(X) — P(X+1)—-P(X)
alors f est linéaire (endomorphisme), car :
f(P+Q)=FP+Q)X+1)(P+Q)X)=PX+1)+QX +1)"P(X) - Q(X)
= (P(X +1)"P(X)) + (Q(X +1)"Q(X)) = f(P) + f(Q)

est linéaire.

EXEMPLE 6.52. Soit

et
FOAP)=(AP)X+1)"(AP)X)=AP(X +1)"AP(X)=AP(X + 1)"AP(X) = AMP(X +1)"P(X)) = Af(P)
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IV.4 Somme et composition d’applications linéaires

PROPRIETE 6.26. Soit f et g sont deux applications linéaires, et A un réel, alors f + g, Af et f o g sont encore
des applications linéaires.

IV.5 Applications linéaires et bases

Soit f : E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels, et (ei,...,e,) une base de E... donc
tout vecteur x de E s’écrit de maniére unique

r =x1€1 + X220 + ...+ TpEN

f étant linéaire, on a
f(x) =1 f(e1) + x2f(e2) + ... +znf(en)

bref, il suffit de connaitre les valeurs de la fonction f sur une base de E (sur seulement n valeurs), pour pouvoir
calculer toutes les images de f (une infinité de valeurs).

IV.6 Noyau et image
IV.6.1 Définitions et propriétés

DEFINITION 6.27 (NOYAU D’UNE APPLICATION LINEAIRE). On appelle noyau d’une application linéaire f : F —
F Tensemble
Ker(f) = x appartenant a E, tels que f(x) = O

C’est un sous-espace vectoriel de E.

DEFINITION 6.28 (IMAGE D’UNE APPLICATION LINEAIRE). On appelle image d’une application linéaire f : £ —
F T'ensemble
Im(f) = f(z),avec x appartenant a E

C’est un sous-espace vectoriel de F.

IV.6.2 Injectivité, surjectivité et bijectivité des applications linéaires

PROPRIETE 6.29. Soit f: E — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels. Alors :
f est injective <= Kerf = O f est surjective <= Imf = F

IV.7 Exercices

EXERCICE 6.53. Déterminez quelles sont les applications linéaires parmi les fonctions suivantes
1. fi:R? — R? définie par (z,y) — (z +y,z —y)
2. fy : R? — R? définie par (z,y) — (0,2y — )
3. f3:R? — R? définie par (z,y) — (y,z)

EXERCICE 6.54. Les applications suivantes de R? dans R? sont-elles des endomorphismes de (R?,+,.)?
1. fi:R? — R? définie par (z,y) — (1 +2,vy)
2. fo : R? — R? définie par (z,y) — (22,y)
3. f3:R? — R? définie par (z,y) — (sin(z),y)
4 (z,y) = (z —

T
. fi: R? — R? définie par (z, x—y,0)

EXERCICE 6.55. Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires ?
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. f1 : R3 — R3 définie par (z,vy, 2

1 ( ) :L‘+2y—|—322y—z:r—|—z)
2. fo : R3 — R3 définie par (., 2)
3 ( )

)

(

(0,2y —
. f3: R3 — R3 définie par (z,vy, 2 (
4. fy: R3 — R3 définie par (z,y, 2 (

N
-
— x—|—2y—|—3 2y Z,&+ z)
— (x4 2y + 32,2yz,x + z)
EXERCICE 6.56. Faire de méme avec

1. fi:R® — R définie par (z,y,2) — = + 2y + 32

2. fo : R3 — R définie par (z,y, 2) — z2 + 22

3. f3:R — R définie par z — 22

EXERCICE 6.57. Méme question que précédemment, en se plagant cette fois sur £ = C*°(R, R)
1. ¢9 : E — E définie par f — f'
2. ¢1: E — E définie par f — 3f" +8f +5f
3. ¢o: E — E définie par f — " —2zf' +6f
4. ¢3: E — FE définie par f — f'f
5. ¢4 : E — E définie par f — f(0) —2f(3)
EXERCICE 6.58. On se place sur ’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 2.

L’application
f:P—2(X+1)P—(X?-2X+1)P

est-elle linéaire ?

V  Matrices et applications linéaires

Se donner une matrice, ou une application linéaire, c’est la méme chose. On a le choix entre représentation
fonctionnelle et matricielle : on prend celle qui nous arrange.

Plus précisément, soit f : E'— F une application linéaire entre ’espace vectoriel E, muni de la base (e, ..., ey)
et 'espace F, muni de la base (f1,..., fp). Alors

fler) = anfi+aafo+...+apfp
fle2) = aafi +asfo+...+apfp

f(ep) : .alnfl +agnfo+ ... +apnfp

et dans ce cas, on peut écrire f (x) sous forme matricielle : soit la matrice

aijp; a2 ... ... Qin
a1 a2 a2n,
Gp1r Ap2 ... ... Gpn

alors

f@)=y+= Az =y

V1 Notion de valeur propre et vecteur propre

Soit A ne matrice carrée de taille n.

def :S’il existe un réel A et un vecteur 7 non nul tel que AT = )\7, alors on dit que o est un vecteur propre de
A, associé a la valeur propre .

ex : < _32 _11 ) ( 1 ) = < ; ) =2 ( } ),donc ( i ) est un vecteur propre de A, associé & la valeur propre 2.

EXEMPLE 6.59. Si ¥ est un vecteur propre, alors C'* Y aussi, pour toute constante.
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Chapitre 7

Les nombres complexes

Ce cours est largement inspiré de | , , , ].

I Calculs avec les nombres complexes

On définit I’ensemble C des nombres complexes comme le corps commutatif contenant le corps des réels et tel
que

1. C contient R;

2. l'addition et la multiplication de C prolongent celles dans R ;

2:

3. Iéquation z —1 admet deux solution dans C notées j et —j.

I.1 Notations et premiéres propriétés

Pour tout z dans C, il existe un unique couple (x,y) € R? tel que z = x + jy. Le réel x est la partie réelle de
z et on note x = Re(z) ; le réel y est la partie imaginaire de z et on note y = Im(z). Ainsi I’écriture algébrique de
z est

z = Re(z) + jIm(z).

Evidemment, un nombre complexe est un réel si sa partie imaginaire est nulle et un nombre complexe est
un imaginaire pur si sa partie réelle est nulle. De plus, deux nombres complexes z et 2z’ sont égaux s’ils ont
respectivement les méme parties réelles et imaginaires. Formellement,

Re(z) = Re(?)

/ o
V2,22 €eC.z =2 @{ Im(z) — Im()

I[.2 Somme et produit dans C

Soit z et 2’ deux nombres complexes. On a

242" = (Re(z2) +jIm(2)) + (Re(z) + j Im(2"))

(Re(2) 2)) =+ (
(Re(z) + Re(2')) + j(Im(z) + Im(2'))
zx 2z = (Re(z) +jIm(2)) x (Re(z') + jIm(2"))
(Re(z) Re(2) — Im(z) Im(2")) + j(Re(z) Im(2") + Im(z) Re(2"))

I.3 Conjugaison dans C

DEFINITION 7.1 (CONJUGUE D’UN COMPLEXE). Soit z € C; le conjugué de z, noté z, est défini par
zZ = Re(z) — jIm(2)

Soit z et 2’ deux nombres complexes quelconques. On a
1. conjugué d’une somme : z 4+ 2/ =Z + 2/;

2. conjugué d'un produit : z x 2/ =7 x 2';

3. conjugué d’un opposé : —z = —Z;
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4. conjugué d’un inverse : soit z # 0, @ = % ;
5. conjugué d’'un conjugué z = z
EXERCICE 7.1.
1. Démontrer les propriétés 2. et 4. a propos des conjugués précédents ;

2. Montrer que le conjugué d’un quotient de deux nombres complexes (dont le dénominateur n’est pas nul) est

égal au quotient des conjugués des deux nombres complexes.

I.4 Module et argument

Le module d’'un nombre complexe z, noté |z|, est

2] = /(Re2)? + (Im 2)?

FIGURE 7.1 — Représentation géométrique d’un nombre complexe

On consideére la figure 7.1. Dans un plan muni d’un repeére orthonormé (O, 7, 7), un nombre complexe z peut

étre représenté par le point M de coordonnées (Re(z),Im(z)). Le module |z| est alors la longueur du segment
[OM]. Plus généralement, si M a pour affixe z et M’ a pour affixe 2/, la distance de M & M’ est |2’ — z|.
Si z est différent de 0, on appelle argument de z et on note arg(z) n’importe quelle mesure 6 de l'angle

(7,6?\7) Ainsi :
Vz e C.30 € R.z = |z|(cos() + jsin(h)).

Lorsque 6 appartient & | — 7, 7], on dit que

— 6 est 'argument principal de z et que

— |z|(cos(8) + jsin(0)) est Iécriture polaire de z.

En généralisant, si M a pour affixe z et M’ a pour affixe 2/, et si z est distinct de 2/, alors arg(z’ — 2) est la

—
mesure de l'angle (7, MM’).
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PROPRIETE 7.2. Deux nombres complexes sont égaux si et seulement s’ils ont méme modules et leurs argu-
ments sont égaux a 27 pres.

EXERCICE 7.2. Démontrer les propriétés suivantes :

1 _
1. VzeC.|z|=Vz2zZ et 2. VZE(C*.f:ﬁ
z

N

Le tableau suivant donne les propriétés des modules et arguments en fonction des opérateurs classiques sur les
complexes. On considére que z et 2’ sont deux nombres complexes quelconques.

Module Argument
z et 2’ non nuls
Somme | |z + 2| < |z| + ||
Opposé | — 2] = |#| arg(—z) = arg(z) + 7(2m)
Différence | |z — 2/| < |z] + |7/|
Conjugué IZ| = |2| arg(z) = — arg(z)(2n)
Produit |22| = |2]|7] arg(zz') = arg(z) + arg(z)(2n)
Inverse 111 = ﬁ arg(1) = —arg(2)(2)
z#0
Quotient |Z| = % arg(%) = arg(z) — arg(2')(2m)
z#0

EXERCICE 7.3. Démontrer les propriétés du module et de I'argument relativement au produit et a I'inverse. On
pourra se servir des propriétés admises pour tout nombres réels a et b :

sin(a 4+ b) = sinacosb + cosasinb
cos(a+b) = cosacosb —sinasinb

PROPRIETE 7.3 (FORMULE DE MOIVRE). Pour tout entier relatif n et tout réel 6 on a

(cos(f) + jsin(9))" = cos(nd) + j sin(nf)

EXERCICE 7.4. Démontrer la formule de Moivre par récurrence.

1.5 Ecritures exponentielles d’un nombre complexe

Par la suite pour tout nombre réel  on adoptera la notation cos(f) + jsin(f) = e/?. Ainsi tout complexe z

peut s’écrire sous la forme
z = |z|el 28(?)

nommée écriture exponentielle de z.

PROPRIETE 7.4 (RELATIONS D’EULER). Pour tout nombre réel 6

el — =99

23

el? 4 e7?
2

cos(f) et sin(f) =

62




II Techniques : arguments d’un nombre complexe

On utilise pour cela la fonction arc-tangente : c’est la fonction réciproque de la restriction de la fonction

tangente & l'intervalle | — 7, 5[, notée arctan. On applique alors la technique suivante :

1. Déterminer le signe des réels x = Re(z) et y = Im(z).

2. En fonction du signe de = et de y, se placer dans le tableau suivant :

y <0 |arctan (£) — 7 -3 arctan (£)
<0 x=0 x>0

y=20 s non défini 0

y >0 |arctan (£) + 7 z arctan (£)

EXERCICE 7.5 (D’APRES BTS EPREUVES DU GROUPEMENT A, 2001). Déterminer un argument du nombre com-
plexe z = 13__2% pour y € R

EXERCICE 7.6. Mettre les nombres complexes suivants sous la forme exponentielle :

. 3—7v3 3—7v3
Z1:3_]\/§> Z2ZM1 23:\/§j_\g;7

: 24 =3(1+j)+ V31—
I 4 =3(1+)) (1=7)
EXERCICE 7.7. On considére un filtre dont la fonction de transfert H est une fonction de R™* dans C par

1

jwC
Hw =5
Jw

_‘_Q

oul R est la résistance exprimée en Ohm, C la capacité exprimée en Farad et w la pulsation exprimée en radian
par seconde. Déterminer pour tout w ’écriture polaire de H (w).

EXERCICE 7.8. Pour tout réel ¢, déterminer I’écriture exponentielle des nombres suivants : z; = cos(t) — j sin(t),
29 = sin(t) + j cos(t), z3 = sin(t) — jcos(t), z4 = —sin(t) — j cos(t),

IIT Racine d’un polynéme a coefficients dans C

PROPRIETE 7.5 (RACINES n-IEMES). Tout nombre complexe non nul a exactement n racines n-iémes.
L’ensemble des racines n-iemes d’un nombre complexe non nul z est

EXERCICE 7.9. Déterminer les racines troisiemes (ou cubiques) de 1. Montrer que leur somme est nulle.

On en déduit :

COROLLAIRE 7.6. Soit z € C. Le complexe = + jy, (r € R et y € R) est une racine carrée complexe de z si et
seulement si le couple (x,y) est solution du systeme

2?4yt = |2
22 —y? = Re(2)
signe(zy) = signe(Im(z))

EXERCICE 7.10. Donner I’écriture algébrique des racines carrées de 180 — 112j.
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PROPRIETE 7.7. Soit a un nombre complexe non nul. L’équation du seconde degré az>4bz+c = 0 a coefficients
dans C a pour solutions dans C les nombres

Z_—b+(5 ¢ _=b—9
1= 2a ¢ 2= 2a

ol § est une racine carrée complexe de A = b? — 4ac.

EXERCICE 7.11. Résoudre dans C I’équation en z P(z) = 0, puis factoriser dans C le polynéme P dans chacun
des cas suivants :

1. P(2) =422 - 23— 4j)2 — 13+
2. P(z) = 2% —2cos(f)z + 1, avec 6 un réel

EXERCICE 7.12 (D’APRES BANQUE D’EPREUVES DUT-BTS 2000). Répondre a chaque question par vrai ou
faux en justifiant. Soit la fonction polynéme de la variable complexe z définie par

p(z) = 2° = (5 4 3§)2* + (6 + 10j)z — 8j
. i z est une racine réelle de p(z), on a 2% = 522 — 62;
. si z est une racine réelle de p(z), on a 322 — 10z +8 = 0;

1
2
3. il existe une racine réelle a de p(z) et p(z) = (z — a)(2® + (3 — 3j)z + 47) ;
4. une racine complexe de 2j est 1+ 7 ;

)

.onap(z)=(z—a)(z—1+7)(z+2+2j).

EXERCICE 7.13 (D’APRES BANQUE D’EPREUVES DUT-BTS 2003). Factoriser dans C puis dans R le polynéme
Q(z) = 2% — 2cos(0)2* + 1

EXERCICE 7.14 (D’APRES BANQUE D’EPREUVES DUT-BTS 2007). Soit les polynomes P(x) = 2% —8v/223 + 64
et Q(X) = X? — 82X + 64. L’objectif est de calculer les racines de Q) nommées X1, X5, puis les racines de P en
extrayant dans C leurs racines cubiques. Répondre a chaque question par vrai ou faux en justifiant.
1. les racines de ) sont X; = eI et X9 = 8e I% ;
. Péquation z® = X posséde une seule solution complexe z = 2¢713 ;

. les racines de P sont les racines cubiques de X et leurs conjugués complexes ;

2
3
4. les racines de P sont toutes de modulo 2;
5

. N P i o T T 3T
. les racines de P a partie imaginaire positive ont pour argument {5 , 15 et <.

IV  Application des complexes a la géométrie

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, 7, 7) et soit les points A, B, C' et D d’affixes respectives
Zay Zby Zc €6 zg. Alors,
— le point C milieu du segment [AB] a pour affixe z, = @ ;
— Taffixe du vecteur E est le nombre complexe z, — z,; on rappelle que la longueur du segment [AB] est
|25 — za| et quune mesure de angle (W, zﬁ) est arg(zp — 24), & 27 pres;
et la mesure de I’angle (E, C"ﬁ) est arg (%) a 2w pres;

Zp—

Zd—Zc
2p—2a

_ ¢D _
on a le rapport Z5 = ’

- AE et A(z sont colinéaires si et seulement si ;;:72‘1 est un réel;
a

- A§ et A(z sont orthogonaux si et seulement si Z:;a est un imaginaire pur.
a

EXERCICE 7.15 (D’APRES BANQUE D’EPREUVES DUT-BTS 2009). Dans la figure 7.2, on associe a tout point

. N , - . . 1s
M = (z,y) du plan muni du repére orthonormé (O, i, j ) son affixe le nombre complexe z = z + jy. On considére
les points A et B d’affixes respectives a = j et b = 1 + 2j.
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FIGURE 7.2 — Figure de 'exercice 7.15

1. On veut déterminer 'affixe ¢ du point C' tel que le le triangle (ABC') est équilatéral avec (ﬁ , z@) = -z
Répondre par vrai ou faux aux questions suivantes en justifiant :

|
s
B

+

Q.
w
&
S

2. On veut déterminer l'affixe ¢ du centre T' du cercle circonscrit & (ABC'). Répondre par vrai ou faux aux
questions suivantes en justifiant :

(a) onat:%(1+%)+%(3_\/§);
(b) ona R = %;

EXERCICE 7.16. Montrer que la somme des n racine n éme de 'unité distinctes est nulle.

EXERCICE 7.17 (D’APRES BANQUE D’EPREUVES DUT-BTS 2010). On se propose d’exprimer les valeurs ex-
actes de cos(%F) et sin(2F) a l'aide de racines de polynémes. On notera par la suite a = 71%\/5 et f = 71%“/5

On pose P(z) = 2* + 23+ 22 + z+ 1 et Q(t) = t*> + ¢t — 1. Répondre par vrai ou faux aux questions suivantes en
justifiant :

1. ona Q(z + %) = Pz(j) :
: — B .
2. les solutions de Q(t) = 0 sont § et 5;
3.onaa?=a-1;
4. I’équation z + % = o admet comme solutions 22 Y ats o a=J Y ats .

5. 'ensemble des solutions de P(z) = 0 est {a+j Y at3 a-j Y atd bt Y B+3, b Y B+3}

9

2jm .
6. le complexe e 5 est une racine de P;

7. onacos(¥) = § = =2
8. on a sin(%) = %.

V Transformations dans le plan complexe

Le plan P est muni d’un repeére orthonormé direct (O, 7, 7) Une transformation 7" du plan est une application

] P - P
T'{ M(z) = M/(f(2)

ou f est une fonction de C dans C. On distingue plusieurs transformations selon la nature de f : les similitudes
planes directes ou indirectes, les inversions géométriques ou complexes.
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V.1 Similitude planes directes

Lorsque
f(z)=az+b

avec a € C* et b € C, T est une similitude plane directe.

PROPRIETE 7.8 (PROPRIETES D’UNE SIMILITUDE PLANE DIRECTE).
— conservation des angles et de 'orientation
— conservation du parallélisme, de 'orthogonalité, des milieux, des barycentres. ..
— en général, les distances ne sont pas conservées

On distingue les cas suivants :

— sia =1, T est une translation de vecteur W d’affixe b;ona MM' = W ; dans le cas particulier ou b est nul,
T est I'identité ;

— silal =1et a# 1, alors T est la rotation d’angle arg(a) et de centre C' d’affixe % ;

— si|a| # 1, T est la composée d’une rotation d’angle arg(a) et de centre C' d’affixe T2 avec une homothétie
de rapport |a| et de centre C' (dans n’importe quel ordre) ; dans le cas particulier ol a est un réel T" se réduit
a une homothétie.

V.2 Similitude planes indirectes

Lorsque
f(z)=az+b

avec a € C* et b € C, T est une similitude plane indirecte.

PROPRIETE 7.9 (PROPRIETES D'UNE SIMILITUDE PLANE INDIRECTE).
— conservation des angles mais renversement de ’orientation
— conservation du parallélisme, de 'orthogonalité, des milieux, des barycentres. ..
— en général, les distances ne sont pas conservées

On distingue les cas suivants :

— cas particulier 1 : f(z) =z, T est une symétrie orthogonale d’axe (0, )

— cas particulier 2 : f(z) = e19%Z, T est une symétrie orthogonale par rapport & la droite passant par origine
O et faisant un angle g avec Daxe (0, 7);

— cas général : on décompose f en deux similitudes g et h, c.-a-d. f = h o g avec

g:z—7Z et h:zw—az+b

V.3 Inversion géométrique

Lorsque

avec z € C*, T est une inversion géométrique de centre O et de rapport 1.

PROPRIETE 7.10 (PROPRIETES D’UNE INVERSION GEOMETRIQUE).
— O, M(z) et M'(f(z)) sont alignés et OM x OM' = 1;
— les points des cercles de centre O sont invariants ;
— I'image d’une droite passant par O est elle méme;
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— I'image d’une droite ne passant pas par O est un cercle passant par O ;
— I'image d’un cercle passant par O est une droite ne passant pas par O ;
— I'image d’un cercle ne passant pas par O est un cercle ne passant pas par O.

V.4 Inversion complexe

Lorsque

avec z € C*, T est une inversion compleze.

PROPRIETE 7.11 (PROPRIETES D’UNE INVERSION GEOMETRIQUE).

p— —
— pour O, M(z) et M'(f(2)),on a (u,OM") = —(u,OM) et OM x OM' = 1;
— on décompose f en g et h, c-a-d. f = ho g avec

g:z—Z et h:z—

Q| =

I'image d’une droite ne passant pas par O est un cercle passant par O;

I'image d’une droite passant par O est la droite symétrique par rapport a (0, 7) ;
— I'image d’un cercle passant par O est une droite ne passant pas par O ;

— I'image d’un cercle ne passant pas par O est un cercle ne passant pas par O.

EXERCICE 7.18.

1. Démontrer que 'image par inversion complexe d’une droite ne passant pas par 1’origine est un cercle. Etudier
le cas particulier des droites paralleles aux axes.

2. Trouver I'image de la droite d’équation y = x + 1.

3. Démontrer que I'image par inversion complexe d’une droite passant par l'origine est une droite symétrique
par rapport a l'axe (O, 7)

EXERCICE 7.19. Dans le plan complexe, on considere deux transformations : la symétrie S par rapport a lorigine
et la rotation R d’angle 5 autour du point d’affixe 1. Caractériser verbalement puis formellement les transforma-
tions

1. RoR
2. SoS8
3. SoR
4. Ro S

EXERCICE 7.20. Soit s I'application du plan complexe dans lui méme qui, a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe 2/ = %(1 + j)z. On désigne par C' le carré inscrit dans le cercle de centre O et de rayon 1 dont
un sommet est le point A d’affixe 1.

1. Déterminer les affixes des sommets de C.

2. Montrer que la transformation géométrique S associée a s est la composée d’une homothétie et d’une rotation.
Quelle est la nature du quadrilatere C'y image de C par la transformation S.

3. On appelle C5 I'image de Cy par S. Montrer que C5 est I'image de C par une homothétie dont on précisera
le centre et le rapport.

EXERCICE 7.21 (D’APRES BTS GROUPEMENT A 2001). Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O, @, 7).

Soit f I'application qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 1iz =1-

14z
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. Déterminer I’ensemble D des points d’affixe —% +Jjy, y € R

. Soit z1 = z + 1. Préciser la transformation géométrique t; qui associe & un point M d’affixe z le point M;
d’affixe z1. Quelle est 'image, notée D1, de D par la transformation ¢1 7

. Soit tg la transformation géométrique qui au point d’affixe z non nulle associe le point d’affixe zo = % Quelle
est I'image, notée I's de Dy par to?

. Soit t3 la transformation géométrique qui au point d’affixe z associe le point d’affixe —z. Préciser la nature
de t3. Quelle est I'image, notée I's de I'y par t3?

. Déterminer I’ensemble des points I' d’affixe 1 — ?12 lorsque z = —% +Jy, y € R

. représenter sur une méme figure D, Dy, I'y, I's et T', (unité graphique 2 cm).
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Chapitre 8

Calcul Matriciel

Ce chapitre est largement inspiré de [ ]. Dans tout ce qui suit, on consideére
— le plan (FE), que 'on rapporte au repére orthonormal (O, , 7), ou bien
— l'espace (F), que 'on rapporte au repére orthonormal par (O, v, U, E?)

I Translation

DEFINITION 8.1 (TRANSLATION). Une translation de vecteur ¢ est une application qui & tout point M de (F)

. . vy s
associe le point M’ de (F) tel que MM' = .

. . . . -
PROPRIETE 8.2 (PROPRIETES D’UNE TRANSLATION). Soit une translation de vecteur ¢ :

L . .=
— aucun point n’est invariant si ¢ est non nul; .
— la translation est une bijection de (F); la bijection réciproque est la translation de vecteur — ¢ ;
— si try est la translation de vecteur t; et try est la translation de vecteur to, trs o try est la translation de

vecteur t; + to.

. P P ,
Si ¢ a pour coordonnées (a, b, c), M a pour coordonnées (z,y, z) et M’ a pour coordonnées (z’, 1/, 2’), alors :

= z+4+a z! x a
MM =t&y = y+b | v |=| vy |+
Z = z+c 2 z

- . . - . .
Le vecteur | b | caractérise ainsi la translation de vecteur ¢ . Pour composer de telles translations, il suffit

c
d’ajouter de tels vecteurs.

II Rotations

II.1 Rappels sur les rotations dans le plan

On rappelle que dans le plan complexe, la rotation de centre O et d’angle 6 associe au point M d’af-
fixe z = = + jy le point M’ d’affixe 2/ = 2’ + jy' tel que 2/ = zel? (cf figure 8.1). On a ainsi le systeme

' = wcos(d) — ysin(0)
y = xsin(f) + ycos(d)
Cela se traduit immédiatement dans (E) par

a' ) _ ( cos(#) —sin(0) x
Yy’ sin(f#)  cos(#) y )
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FIGURE 8.1 — Rotation dans le plan de centre 0 et d’angle

M<:L>ﬂ

FI1GURE 8.2 — Rotation dans I’espace selon D et I’angle 6
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EXERCICE 8.1 (D’APRES BTS DESIGN INDUSTRIEL 1989). M est la matrice associée & la rotation de centre O
et d’angle 6.

1. Calculer M; pour 6 = 30°, My pour 6 = 60°, M3 pour § = 180°.

2. Calculer M’ = My x My, M" = M2 et interpréter géométriquement les résultats.

3. Donner I'image du point A de coordonnées (1, 3) par la rotation de centre O et d’angle 60°.

I1.2 Rotations dans ’espace selon un axe et un angle

On considere la figure donnée en 8.2. En orientant la droite (D), on obtient un axe B Soit P le plan passant
par un point M et orthogonal a la droite (D) et soit m l'intersection de P et (D). L’orientation de D induit une

orientation positive du plan P.
Dans ce plan orienté, M’ est I'image de M dans la rotation plane de centre m et d’angle 6. La rotation selon

et 'angle 6 est I'application de (E) dans (E) qui, & tout point M, associe le point M’ ainsi défini.

PROPRIETE 8.3 (PROPRIETES DES ROTATIONS DE L’ESPACE). Soit une rotation selon D et l’angle 6. Alors :
— si 0 est différent de 2k7, k € Z, les points de (D) sont les seuls points invariants ;
— une rotation est une application bijective; la bijection réciproque est la rotation d’axe B et d’angle —0 ;
— si r1 et ro sont deux rotations selon D et d’angles respectifs 1 et 6o, alors la composée 9 o 71 est la
rotation selon D et d’angle 6 + 65.

I1.3 Ecriture matricielle d’une rotation autours d’un axe de coordonnées

Le point M de coordonnées (x,y, z) a pour image le point M’ de coordonnées (z/,y/, 2’) tel que
~ Rotation d’axe (0, W) :

z cosf —sinf 0 x

y | =] sinf cosf 0 Y

2 0 0 1 z
— Rotation d’axe (0, 7) :

z! cosf@ 0 sinf x

y | =10 10 y

z —sinf 0 cosé z
— Rotation d’axe (0, 7) :

z! 1 0 0 x

vy | =] 0 cosf —sinf Y

z 0 sinf® cos6 z

Pour composer de telles rotations dans ’espace, on multiplie de telles matrices a 3 lignes et 3 colonnes.

PROPRIETE 8.4 (PROPRIETES COMMUNES A CES TRANSFORMATIONS DE L'ESPACE).
— Les translations et les rotations sont des isométries : elles conservent les distances, les angles et les
volumes ;
— L’image d’une droite (resp. d’'un plan) est une droite (resp un plan);
— I'image d’un cercle (resp. d’une sphére) est un cercle (resp. une spheére) ;
— le parallélisme et 'orthogonalité sont conservés;

EXERCICE 8.2. On considére la rotation r d’axe (0, 7) et d’angle 5 et la translation ¢ de vecteur 7(1,2,3).

71




1. Ecrire la matrice associée & la rotation r. En déduire I'image M’ du point M(—1,0,5) dans cette rotation.

2. Calculer les coordonnées du point M” image de M dans la transformation ¢ o r.

EXERCICE 8.3. On considére la transformation f qui, & tout point M(z,y, z) associe le point M'(a',y',2") tel
que :

¥ = y + 3
y = —x + 4
Z = z — 1

Montrer que f peut s’écrire comme la composée t o r ol ¢ est une translation et r une rotation d’axe (O, E?)

EXERCICE 8.4. Le plan est rapporté & un repeére orthonormal (O, u, 7) On considere la transformation f associée
a la matrice

M =

O = O
= o O
S O =

Le but de ce probleme est de démontrer que f peut étre décomposée en rotations d’axes respectifs (O, 7),
(0, ) et (O, ). On pose g = 1 09 073 oll 11 est la rotation d’axe (O, W) et d’angle a, o est la rotation d’axe
(0, ) et d’angle b, 73 est la rotation d’axe (O, W) et d’angle c.

1. Ecrire les matrices My, Ms et M3 associées aux rotations rq, ro et r3 et calculer le produit G = M7 x My x Ms.

2. Montrer que M = G si et seulement si sinb = 1. Par la suite on choisira b = 7.

3. Démontrer 1’égalité suivante

0 0 1
G= sin(a +¢) cos(a+c) O
—cos(a+c¢) sin(a+c¢) 0

4. En déduire I’ensemble des solutions possibles.
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