
SUR LA STRUCTURE GALOISIENNE DE CERTAINESPRO-p-EXTENSIONS DE CORPS DE NOMBRESparChristian Maire
Résumé. � Soit KΣ/K la pro-p-extension maximale du orps de nombres
K, non-rami�ée en dehors d'un ensemble �ni Σ de plaes de K. Soit H unsous-groupe fermé et distingué de GΣ := Gal(KΣ/K) et soit G := GΣ/H lequotient. Dans des ontextes arithmétiques dépendant de Σ et de la struturede G, nous étudions ii la liberté du Zp[[G]]-module X := H/[H,H].

IntrodutionSoient K un orps de nombres, p un nombre premier et Σ un ensemble �ni deplaes de K. Notons par KΣ la pro-p-extension maximale de K non-rami�éeen dehors de Σ ; GΣ = Gal(KΣ/K). Soit L/K une extension galoisienne onte-nue dans KΣ/K. Posons G = Gal(L/K) puis onsidérons l'algèbre d'Iwasawaomplète
Λ(G) = Zp[[G]] := lim

←

U

Zp[G/U],la limite projetive étant prise sur les sous-groupes ouverts U de G.Dans et artile, nous développons un point soulevé dans l'artile référené [18℄,'est-à-dire l'étude de la liberté du Λ(G)-module ompat X := Gal(KΣ/L)ab.Le point de départ de e travail est don le résultat suivant que l'on peuttrouver dans [18℄ (à omparer ave la proposition 5.6.11 de [20℄) :Classi�ation mathématique par sujets (2000). � 11R23, 11R37.Je tiens à remerier Georges Gras pour son soutien, son intérêt pour e travail et ses frutueuxommentaires. Mes remeriements également à Thong Nguyen Quang Do pour ses remarques.



Théorème 0.1. � Soit G un pro-p-groupe de présentation �nie et de dimen-sion ohomologique cd(G) au plus 2. Soit H un sous-groupe de G, distingué etfermé, et ayant un multipliateur de Shur H2(H, Qp/Zp) trivial. Soit G =

G/H le quotient et soit X = Hab. Supposons le Λ(G)-module X de type �ni.(i) Si X est libre, alors cd(G) ≤ 2.(ii) Supposons cd(G) ≤ 2 et H2(G, Qp/Zp) = 0. Alors si le morphisme naturel
TorZpGab → Gab est injetif, le Λ(G)-module X est libre.Du point de vue arithmétique, dans le adre de l'étude de la liberté des Λ(G)-modules X , le théorème 0.1 montre l'importane des pro-p-extensions à rami-�ation restreinte où le groupe de Galois est de dimension ohomologique auplus 2. Par exemple, quand Σ ontient toutes les plaes au-dessus de p (pour

p > 2), il est bien onnu que GΣ est de dimension ohomologique au plus 2.Mais 'est seulement réemment grâe aux travaux de Labute [14℄ que l'ononnaît des exemples de pro-p-extensions non rami�ées en p où la dimensionohomologique est égale à 2. L'idée de Labute a été reprise puis développéepar de nombreux auteurs : Shmidt dans [26℄, Vogel [30℄, Salle [25℄, Labuteet Mináč [15℄...Dans e travail, les extensions KS/K à rami�ation inomplète (S ne ontientpas toutes les plaes au-dessus de p) où la dimension ohomologique de GSest au plus 2 jouent un r�le important. Elles nous permettent d'exhiber desexemples de Λ(GS)-modules X = Gal(KΣ/KS)ab libres et non triviaux (suivantles notations du théorème 0.1, G = GS , G = GΣ ave S ⊂ Σ).Quand S évite les plaes divisant p, les groupes GS sont au oeur d'un aspartiulier de la onjeture de Fontaine-Mazur [3℄, et pour elle-i, l'étude dela liberté des Λ(GS)-modules en jeu n'est pas sans intérêt (voir [18℄).Ce travail omporte deux parties. Dans la première, nous ommençons parrappeler quelques faits généraux sur l'algèbre d'Iwasawa Zp[[G]]. Au passage,pour que ette setion soit omplète, nous redonnons les grandes lignes dela preuve du théoréme 0.1. Nous abordons ensuite la question du alul durang des modules X lorsque eux-i ont un sens. Nous terminons par quelquesremarques sur le lien entre modules et sous-modules.La seonde partie est onsarée aux appliations arithmétiques. Nous rappelonstout d'abord les résultats sur la dimension ohomologique des extensions onsi-dérées pour justi�er les hypothèses e�etuées dans la partie I. Les trois der-nières setions sont onsarées à l'étude de diverses situations arithmétiques :
S-rationalité, fausse ourbe de Tate, théorie d'Iwasawa abélienne et extensionsloalement ylotomiques, rami�ation mixte ... Typiquement, on étudie dessituations où G ≃ Zp ⋊ Zp, où G = GS , où G est pro-p-libre ... Dans lesontextes abordés, nous faisons ressortir l'importane de l'étude de la torsion2



des groupes Gab en jeu mais aussi de la rami�ation modérée. Au passage, nousretrouvons quelques résultats bien onnus.Les méthodes utilisées s'inspirent fortement du livre de Gras [6℄.Les aluls ont été e�etués ave GP-PARI [1℄.Notations. Si A désigne un Zp-module, nous notons par dpA la dimension sur
Fp de A/Ap, par rgZp

A la dimension sur Qp de Qp⊗Zp A, par A[p] les élémentsde A tués par p (ou enore la p-torsion de A) et par TorZpA le sous-module detorsion de A.
PARTIE IQUELQUES RUDIMENTS ALGÉBRIQUES1. Généralités1.1. Λ-module. � Cette partie repose sur l'artile de Brumer [2℄. Il onvientégalement de iter le livre de Neukirh, Shmidt et Wingberg [20℄.Soit G un pro-p-groupe (de type �ni). La Zp-algèbre ompat Λ(G) est unanneau loal d'idéal maximal mG engendré par IG l'idéal d'augmentation de

Λ(G) et par pΛ(G). Si cd(G) désigne la dimension ohomologique de G, ladimension projetive de l'anneau Λ(G) est �nie si et seulement si cd(G) < ∞et dans e as elle est égale à 1 + cd(G).Soit C la atégorie abélienne des Λ(G)-modules ompats. Dans toute la suite,les modules onsidérés X sont dans C. Si X est de type �ni (sur Λ(G)), alorsla topologie initiale sur X et la topologie mG-adique induite sur X oïnident.Rappelons alors le lemme de Nakayama ruial dans notre ontexte.Lemme 1.1. � Le Λ(G)-module X ∈ C est de type �ni si et seulement si
XG = X/mG est de dimension �nie r sur Fp.Ainsi si X est de type �ni, il existe un Λ(G)-morphisme ontinu Λ(G)r ։ X .Lorsque r est minimal (en fait donné par le lemme préédent), on obtient uneprésentation minimale de X .Soit don X un Λ(G)-module de type �ni. Le module X est libre s'il admetune base, 'est-à-dire s'il existe un entier r tel que X ≃ Λ(G)r , isomorphismede Λ(G)-modules. L'anneau Λ(G) étant loal, lorsque X est libre (et de type�ni), l'entier r est un invariant de X . C'est le rang de X . Rappelons que libreou projetif (pour les modules de type �ni), ii, 'est la même hose, puisque
Λ(G) est un anneau loal. 3



Dé�nition 1.2. � Lorsque X est Λ(G)-libre de type �ni, le rang ρX de Xest l'unique entier véri�ant
X ≃ Λ(G)ρX .Remarque 1.3. � Si G est un pro-p-groupe p-adique analytique sans torsion,alors Λ(G) est noetherien ([16℄, [4℄) et sans diviseur de zéro ([21℄) : il admetun orps des frations Q(G) ([17℄). Le rang d'un Λ(G)-module de type �ni Xest dans e as dé�ni omme la dimension sur Q(G) de X ⊗Λ(G) Q(G). Biensûr, quand X est libre, es rangs oïnident.Sur C, on peut dé�nir un produit tensoriel �ompat� : pour X et Y dans C (àdroite pour X et à gauhe pour Y), on pose X⊗̂GY := lim

←

U,V

(X/U) ⊗G (Y/V ), lalimite étant prise sur les sous-modules ouverts U de X et V de Y. Ce fonteurn'est pas exat à droite et T orG est le fonteur dérivé de ⊗̂G. Rappelons quesi X est de type �ni, alors X⊗̂GY ≃ X ⊗G Y et que pour X ∈ C (à gauhe),
T orn

G(Zp,X ) ≃ Hn(G,X ). Ainsi : H0(G,X ) = XG = X/IG. Rappelons quel'on a aussi, pour n ≥ 1, Hn(G,X ∗) ≃ Hn(G,X )∗, où .∗ désigne la dualité dePontryagin.Terminons ette sous-setion par :Proposition 1.4. � Soit X un Λ(G)-module de type �ni.(i) Alors X est Λ(G)-libre si et seulement si H1(G,X ) est trivial et XG est
Zp-libre.(ii) Si H2(G, Zp) = 0 et si X est Λ(G)-libre, alors le morphisme TorZpGab →
Gab est injetif.Démonstration. � (i) Soit

1 −→ N −→ Λ(G)r −→ X −→ 1,une présentation minimale de X . Alors, il vient la suite exate
· · · −→ H1(G,X ) −→ NG −→ Zr

p −→ XG −→ 1.En se rappelant que pour un Λ(G)-module projetif X , H1(G,X ) = 1, laonlusion est immédiate.(ii) Comme H2(G, Zp) = 0, la suite spetrale H i(G,Hj(H, Qp/Zp)) =⇒
H i+j(G, Qp/Zp) donne la suite exate

1 // XG
// Gab // Gab // 1 .Ainsi XG est Zp-libre si et seulement si le morphisme TorZpGab → Gab estinjetif. On onlut ave (i). 4



2. Le adre2.1. Le ontexte galoisien. � Soit K ⊂ L ⊂ M une tour de pro-p-extensions (loales ou globales). Notons G := Gal(M/K), H := Gal(M/L)et G = Gal(L/K). On suppose G de type �ni.
M

~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~H

GL

G

KSoit X := Hab = H/[H,H]. Alors X est un Λ(G)-module ompat.Le lemme suivant va nous assurer que les situations arithmétiques onsidéréespar la suite ne font apparaître que des Λ(G)-modules de type �ni.Lemme 2.1. � Le Λ(G)-module X est de type �ni si et seulement si le noyaude l'in�ation
H2(G, Fp)

Inf→ H2(G, Fp)est �ni.En partiulier, X est de type �ni dès lors que le groupe H2(G, Fp) est �ni.Démonstration. � C'est une onséquene immédiate de la suite spetrale
H i(G,Hj(H, Fp)) =⇒ H i+j(G, Fp)et du lemme de Nakayama.Remarque 2.2. � Nous allons étudier le Λ(G)-module X dans les deux si-tuations suivantes : (i) G est pro-p, p-adique analytique sans p-torsion ; (ii)

G = Gal(KS/K), KS/K étant la pro-p-extension maximale de K non-rami�éeen dehors de S (�ni). Dans es deux as, les groupes H2(G, Fp) sont bien �nis(pour (i), voir la setion suivante ; pour (ii), voir par exemple [13℄, ou enore[6℄,Appendie).Remarque 2.3. � Attention, un adre arithmétique raisonnable ne fournitpas systématiquement des Λ(G)-modules de type �ni. Typiquement, en s'ap-puyant sur un résultat loal, dans [9℄ sont données des situations pour lesquellesertains pro-p-groupes arrivant de l'arithmétique global n'ont pas un nombre�ni de relations. 5



2.2. Le théorème 0.1. � Redonnons les grandes lignes de la preuve duthéorème 0.1.Soit don G un pro-p-groupe de dimension ohomologique au plus 2, soit Hun sous-groupe fermé et distingué tel que H2(H, Zp) = 0. Soient G = G/H et
X = Hab.Comme pour i ≥ 1, Hi(H, Zp) = 0, la suite spetrale H i(G,Hj(H, Qp/Zp)) =⇒
H i+j(G, Qp/Zp) donne la suite exate

H2(G, Zp) // H2(G, Zp) // XG
// Gab // // Gab

H1(G,X )

OO

H3(G, Zp)? _oo

.

• Supposons que cd(G) ≤ 2 et que H2(G, Zp) = 0. Alors H2(G, Zp) est Zp-libre,
H1(G,X ) = 1 et l'on a la suite exate

H2(G, Zp)
� � // XG

// Gab // // Gab .Ainsi, si TorZpGab → Gab est injetif, XG est Zp-libre, et d'après la proposition1.4, on en déduit que X est Λ(G)-libre.
• Supposons le Λ(G)-module X libre. Soient

1 // W //

��

F // G //

����

1

1 // R // F // G // 1deux présentations de G et G par le pro-p-groupe libre F à d générateurs,où d = dp(Gab). Le lemme du serpent permet d'obtenir la suite exate 1 −→
W −→ R −→ H −→ 1, puis la suite exate de Λ(G)-modules

0 = H2(H, Zp) // (W ab)H // Rab // // X .Comme G est de dimension ohomologique au plus 2, un résultat de Brumer [2℄indique que W ab est Zp[[G]]-libre. Ainsi, (W ab)H est Zp[[G]]-libre. Comme Xest Λ(G)-libre, on en déduit que Rab est aussi Λ(G)-libre, et le même résultatde Brumer (en fait la réiproque) indique que cd(G) ≤ 2.Grâe à la proposition 1.4, préisons le point (ii) du théorème 0.1 :Proposition 2.4. � Sous les onditions du théorème 0.1, supposons que
cd(G) ≤ 2, et que H2(G, Zp) = H2(G, Zp) = 0. Alors le Λ(G)-module X estlibre si et seulement si le morphisme TorZpGab → Gab est injetif.6



3. Les estimations du rang ρX3.1. La aratéristique d'Euler-Poinaré. �Dé�nition 3.1. � Sot G un pro-p-groupe. On dit que G est homologique-ment de type �ni si pour tout i ≥ 0, les groupes Hi(G, Zp) sont de type �ni(sur Zp).Remarque 3.2. � On peut remarquer que G est homologiquement de type�ni si et seulement si pour tout i ≥ 0, les groupes Hi(G, Fp) sont �nis.Exemple 3.3. � (i) Si G est de dimension ohomologique au plus 2, alors Gest homologiquement de type �ni si et seulement si G est de présentation �nie(i.e. H1(G, Fp) et H2(G, Fp) sont �nis).(ii) Soit G un pro-p-groupe de type �ni. Si l'anneau Zp[[G]] est noetherien,alors G est homologiquement de type �ni. En partiulier, 'est le as si G estpro-p, p-adique analytique.En e�et, soit
· · · → Fi+1 → Fi → · · ·F1 ։ Zpune Zp[[G]]-résolution libre de Zp. Comme Zp est de type �ni et que Zp[[G]]est noetherien, on peut s'assurer que les modules Fi sont de type �ni et ainsi

Fi ≃ Zp[[G]]ri . Les groupes d'homologie Hi(G, Zp) se alulent alors à partirdu omplexe · · · −→ Z
ri+1
p −→ Zri

p −→ · · · et ils sont don bien de type �ni(sur Zp). Pour les mêmes raisons, si X est un Λ(G)-module de type �ni, lesgroupes Hi(G,X ) sont de type �ni.Dé�nition 3.4. � Soit G un pro-p-groupe homologiquement de type �ni. Ondé�nit par
χn(G) =

n∑

i=0

(−1)idpHi(G, Fp),la aratéristique d'Euler-Poinaré de G tronquée à l'ordre n.Si G est de dimension ohomologique n, la aratéristique χ(G) de G est sim-plement l'entier χ(G) = χn(G).De même, on dé�nit
χ∗n(G) =

n∑

i=0

(−1)irgZp
Hi(G, Zp).Si G est de dimension ohomologique �nie n, on pose χ∗(G) = χ∗n(G).Il onvient de terminer par le lemme lassique suivant :Lemme 3.5. � Pour tout entier n > 0, on a

χ∗n(G) = χn(G) + (−1)n+1dpHn(G, Zp)[p].7



En partiulier, si G est de dimension ohomologique �nie, χ∗(G) = χ(G).3.2. Un lemme fondamental. � Soient don G un pro-p-groupe homo-logiquement de type �ni, H un sous-groupe distingué et fermé de G. Soient
G = G/H le quotient (que l'on suppose aussi homologiquement de type �ni)et X = Hab (X est alors de type �ni f. lemme 1.1).Supposons G de dimension ohomologique au plus 2 et supposons égalementtrivial le groupe H2(H, Qp/Zp).La suite spetrale

Ei,j
2 = H i(G,Hj(H, Qp/Zp)) =⇒ Ei+j = H i+j(G, Qp/Zp)nous permet de montrer le lemme à venir, très important pour la suite de etartile.Lemme 3.6. � (i) Pour i ≥ 2, le morphisme de dérivation

di,1
2 : H i(G,X ∗) → H i+2(G, Qp/Zp)est un isomorphisme.(ii) Le morphisme de dérivation
d1,1
2 : H1(G,X ∗) → H3(G, Qp/Zp)est surjetif.(iii) Il vient

χ∗3(G) − χ∗2(G) = rgZp
XG − rgZp

H1(G,X ).(iv) Si de plus H2(G, Zp) = 0, alors d1,1
2 est un isomorphisme et

rgZp
XG = χ∗2(G) − χ∗2(G).(v) Si de plus H2(G, Zp) = H2(G, Zp) = 0, alors

rgZp
XG = rgZp

Gab − rgZp
Gab.Démonstration. � (i) Soit i ≥ 2 et soit don le morphisme de dérivation di,1

2 :

Ei,1
2 → Ei+2,0

2 . Comme H2(H, Qp/Zp) = 0, il vient ker(di,1
2 ) = Ei,1

3 = Ei,1
∞ .Ainsi, ker(di,1

2 ) est un quotient d'un sous-groupe de Ei+1 = H i+1(G, Qp/Zp)et est don trivial ar cd(G) ≤ 2. Quant à l'image de di,1
2 , on obtient :

Im(di,1
2 ) = ker(di+1,0

2 ),ar Ei+2,0
3 = Ei+2,0

∞ est un quotient d'un sous-groupe de Ei+2, don aussitrivial. Comme di+1,0
2 est nul, on a don ker(di+1,0

2 ) = Ei+1,0
2 , d'où le résultat.(ii)-(iii)-(iv) et (v) : es points résultent de la longue suite exate8



H1(G, Qp/Zp)
� � // H1(G, Qp/Zp) // H1(H, Qp/Zp)

G

��
H1(G,H1(H, Qp/Zp))

����

H2(G, Qp/Zp)oo H2(G, Qp/Zp)oo

H3(G, Qp/Zp)Ce lemme implique immédiatement le orollaire suivant :Corollaire 3.7. � Si pour un entier n ≥ 1, Hn(G,X ) = Hn+1(G,X ) = 0,alors cd(G) ≤ n + 1.En partiulier, si X est libre, la dimension ohomologique de G est au plus 3.Rappelons que le théorème 0.1 indique en fait cd(G) ≤ 2.Pour terminer, notons que si X est libre alors ρX = rgZp
XG. Il onvient alorsde donner une estimation de ette quantité.À e niveau, ne supposons plus le groupe H2(H, Zp) néessairement trivial.Proposition 3.8. � Supposons H2(G, Qp/Zp) = 0. Alors(i) rgZp

XG = rgZp
Gab − 1 + χ2(G) − dpH2(G, Zp)[p] ;(ii) Si de plus H2(G, Qp/Zp) = 0, on retrouve

rgZp
XG = rgZp

Gab − rgZp
Gab.Démonstration. � Dans e as, on se limite à la suite exate d'in�ation-restrition appliquée à

1 −→ H −→ G −→ G −→ 1.Cei donne immédiatement
H1(G, Qp/Zp) →֒ H1(G, Qp/Zp) −→ H1(H, Qp/Zp)

G
։ H2(G, Qp/Zp).Pour obtenir le résultat, il su�t ensuite d'utiliser l'égalité :

χ∗2(G) = χ2(G) − dpH2(G, Zp)[p].Corollaire 3.9. � Supposons cd(G) ≤ 2 et H2(G, Qp/Zp) = 0. Alors
rgZp

XG = rgZp
Gab − 1 + χ2(G). 9



Démonstration. � Dans e as, le groupe H2(G, Zp) est sans p-torsion. Il su�tensuite d'utiliser la proposition 3.8.3.3. Quand G est p-adique analytique. � Dans ette partie, nous sup-posons G de dimension ohomologique au plus 2 et le groupe H2(H, Qp/Zp)trivial.Pour un pro-p-groupe p-adique analytique sans p-torsion, on rappelle que ρXa bien un sens. Le résultats vont alors reposer sur le théorème de Howson :Théorème 3.10 (Howson, [11℄). � Soit G un pro-p-groupe p-adique ana-lytique sans p-torsion. Soit X un Λ(G)-module. Alors
ρX =

∑

i≥0

(−1)irgZp
Hi(G,X ).Cei nous permet alors de montrer le théorème suivant :Théorème 3.11. � Soit G un pro-p-groupe, non trivial, homologiquement detype �ni et de dimension ohomologique au plus 2. Soit H un sous-groupe ferméet distingué de G, soit G = G/H le quotient et soit X = Hab. Supposons legroupe H2(H, Qp/Zp) trivial et G p-adique analytique sans p-torsion. Alors

ρX = −χ(G).Démonstration. � On applique le résultat de Howson aux Λ(G)-modules Xet Zp. Ave le lemme 3.6, il vient
ρX =

∑

i≥0

(−1)irgZp
Hi(G,X ) = rgZp

XG−rgZp
H1(G,X )+

∑

i≥4

(−1)irgZp
Hi(G, Zp).Comme

0 = ρZp =
∑

i≥0

(−1)irgZp
Hi(G, Zp),il vient au total

ρX = XG − rgZp
H1(G,X ) − χ∗3(G),'est-à-dire (d'après le point (iii) du lemme 3.6)

ρX = −χ∗2(G) = −χ∗(G) = −χ(G).10



4. Λ(G)-modules et sous-Λ(G)-modulesCommençons par donner une dé�nition.Dé�nition 4.1 (La ondition (L)). � Soit G un pro-p-groupe etH un sousgroupe fermé de G. On dit que le ouple (G,H) satisfait la ondition (L) si lesgroupes H2(G, Qp/Zp) et H2(H, Qp/Zp) sont triviaux.Soit la tour de pro-p-extensions K−L−M−M′ et la situation galoisienne s'endéduisant. On obtient la suite de pro-p-groupes
1 −→ H′ −→ G′ −→ G −→ 1,

1 −→ H −→ G −→ G −→ 1,

1 −→ H” −→ G′ −→ G −→ 1,où G = Gal(M/K), G′ = Gal(M′/K), H = Gal(M/L), H′ = Gal(M′/L), H′′ =
Gal(M′/M), X ′ = H′ab, X = Hab.Supposons la ondition (L) satisfaite par les ouples (G,H) et (G′,H′).Supposons de plus que les groupes G′ et G sont de présentation �nie et dedimension ohomologique au plus 2.Pour terminer, supposons également que le groupe G est homologiquement detype �ni (e qui implique que les Λ(G)-modules X et X ′ sont de type �ni).Posons

Y :=
H′′

[H′′,H′] ≃ (H′′ab
)H.Il vient immédiatement que Y est un Λ(G)-module ompat.Proposition 4.2. � i) Sous les onditions préédentes, on a la suite exatede Λ(G)-modules :

1 −→ Y −→ X ′ −→ X −→ 1.ii) Le Λ(G)-module Y est de type �ni.iii) Si G est p-adique analytique sans p-torsion, alors ρX ′ = ρX + ρY .Démonstration. � Le point i) se déduit de la suite exate 1 −→ H′′ −→
H′ −→ H −→ 1 assoiée au fait que le groupe H2(H, Zp) est trivial.Le point i) et le lemme 3.6 assoiés à l'isomorphisme H1(G,X ) ≃ H3(G, Zp),permet d'obtenir la suite exate

· · · −→ H3(G, Zp) −→ YG −→ X ′G −→ XG −→ 1.(1)On onlut ave le lemme de Nakayama.Pour le point iii), il su�t de tensoriser la suite exate du point i) par le orpsdes frations Q(G) de Λ(G). 11



A l'aide de la proposition 1.4, on peut déliner les di�érentes interprétationsde la suite exate (1) :Théorème 4.3. � Conservons les notations de ette setion. Supposons laondition (L) satisfaite par les ouples (G,H) et (G′,H′). Supposons les groupes
G et G′ de dimension ohomologique au plus 2. Supposons également que lesgroupes G, G′ et G sont homologiquement de type �ni. Alors, il vient les pointssuivants :(i) Si X ′ est Λ(G)-libre, Y l'est aussi et ρY ≤ ρX ′ .(ii) Si Y et X sont libres, X ′ l'est aussi et ρX ′ = ρX + ρY .(iii) Supposons X libre. Alors Y est libre si et seulement si, X ′ est libre.Démonstration. � Commençons par donner un lemme qui se déduit immédia-tement du lemme 3.6.Lemme 4.4. �

H1(G,X ) ≃ H3(G, Zp) ≃ H1(G,X ′).Ainsi quand X (ou X ′) est libre, il vient cd(G) ≤ 2 (f théorème 0.1) et don
H1(G,X ′) = 0 (resp. H1(G,X ) = 0).(i) : grâe au lemme 3.6, le groupe H2(G,X ) est trivial. Le module X ′ étantlibre, le groupe H1(G,X ′) est trivial, il en est alors de même pour H1(G,Y)('est une onséquene de la suite exate (1)). Ensuite, YG →֒ X ′G ≃ Zd

p et ilsu�t ensuite d'utiliser la proposition 1.4.(ii) et (iii) : évident.On obtient alorsCorollaire 4.5. � Sous les onditions du préédent théorème, lorsque les mo-dules Y, X et X ′ sont libres, il vient
ρY = rgZp

G′ab − rgZp
Gab.Cette égalité reste valable pour G p-adique analytique sans p-torsion.Démonstration. � Dans la situation libre, ela se déduit du orollaire 3.9.Quand G est pro-p, p-adique analytique sans p-torsion, d'après le théorème3.11

ρY = χ(G) − χ(G′).Il su�t alors de noter ii que χ(G) = χ∗(G) = 1− rgZp
Gab (idem pour G′).12



PARTIE IIILLUSTRATIONS ARITHMÉTIQUES4.1. Sur la dimension ohomologique. � [voir par exemple [8℄, [28℄,[20℄℄4.1.1. le as loal. � Soit Kv une extension �nie de Qp. Désignons par Kv lapro-p-extension maximale de Kv et posons Gv = Gal(Kv/Kv).La dimension ohomologique de Gv est au plus 2 et le multipliateur de Shur
H2(Gv , Qp/Zp) est trivial (la dimension ohomologique strite de Gv vaut 2).Appliquant e fait aux extensions �nies Lv/Kv de Kv, on obtient que pour toutsous-groupe fermé H de Gv, H2(H, Qp/Zp) = 0. En e�et :

H2(H, Qp/Zp) = lim
Lv→

H2(Gal(Kv/Lv), Qp/Zp),la limite projetive étant prise sur les extensions galoisiennes �nies Lv/Kv �xespar H.Corollaire 4.6. � Pour tout sous-groupe fermé H de Gv, le ouple (Gv,H)satisfait la ondition (L) (f. dé�nition 4.1).Le groupe Gv est libre ('est-à-dire de dimension ohomologique 1) si et seule-ment si le orps Kv ne ontient pas les raines p-èmes de l'unité. Rappelons pourterminer que le groupe de Galois Gab
v de la pro-p-extension abélienne maximale

K
ab
v de Kv est isomorphe au ompati�é p-adique K×v := lim

n
←

K×v /K×v
pn de K×v .Cet isomorphisme est donné par le symbole de réiproité ( · ,K

ab
v /Kv).4.1.2. Le as global. � Soit K un orps de nombres de signature (r1, r2).L'ensemble S désigne à priori un ensemble �ni quelonque de plaes de K,l'ensemble Sp est l'ensemble onstitué des plaes de K au-dessus de p. Soit

KS/K la pro-p-extension maximale de K non-rami�ée en dehors de S. Posons
GS = Gal(KS/K).Soit v une plae de K. Notons par Uv le ompati�é p-adique des unités del'anneau des entiers Ov de Kv : Uv = lim

n
←

O×v /O×v
pn . Si v est étrangère à p, Uvest égal au p-Sylow du groupe des raines de l'unité de Kv. Le groupe d'inertiede v dans l'extension KS/K est isomorphe, via le symbole de réiproité, à unquotient de Uv et la plae v est don non-rami�ée dans KS/K dès lors que

Uv = {1}. Ainsi, pour toute la suite, nous supposons que les plaes v de S quisont étrangères à p sont telles que Uv est non-trivial e qui équivaut au fait que
Kv ontient les raines p-èmes de l'unité.13



4.1.2.1. La dimension ohomologique 2. � Notons que pour S �ni quel-onque, si GS est de dimension ohomologique au plus 2, alors GS esthomologiquement de type �ni. En e�et, les groupes GS sont de présentation�nie.Lorsque S ontient Sp, le groupe GS est de dimension ohomologique cd(GS)au plus 2 (pour p = 2, on s'assure que K est totalement imaginaire). Si l'ondésigne par χ(GS) la aratéristique d'Euler-Poinaré de GS (voir la setion3.1), il vient dans e as : χ(GS) = −r2, où r2 est le nombre de plaes omplexesde K (voir par exemple [8℄, [20℄ ...).Le travail de Labute [14℄ montre que quand S ne ontient pas toutes les plaesau-dessus de p, la dimension ohomologique de GS peut être au plus 2.Nous allons maintenant rappeler l'interprétation arithmétique de la trivialitédes multipliateurs de Shur des groupes G et H (ou enore de la ondition
(L)).4.1.2.2. La onjeture de Leopoldt. � Soit K un orps de nombres de degré
n = r1 +2r2. Posons E = Zp⊗Z E le ompati�é p-adique du groupe des unités
E de K.La onjeture de Leopoldt prédit que l'image de E dans l'algèbre semi-loale∏

v∈Sp

Uv est de Zp-rang maximal, à savoir r1 + r2 − 1. Comme noté par exempledans [22℄, ette onjeture pour le ouple (K, p) équivaut à la trivialité dugroupe H2(GS , Qp/Zp) dès lors que S ontient l'ensemble des plaes au-dessusde p. La onjeture de Leopoldt le long de KS/K équivaut alors au fait que ladimension ohomologique strite de GS vaut 2.Dé�nissons
ES = ker

(
E ιS→

∏

v∈S

Uv

)le noyau du morphisme de plongement ιS des unités E vers les loalisés en lesplaes de S. Lorsque S = Sp, nous notons par ιp le morphisme ιS .Si S ontient Sp, l'ensemble onstitué de toutes les plaes au-dessus de p, laonjeture de Leopoldt équivaut à la trivialité de ES , 'est-à-dire à l'injetivitéde ιS .Plus généralement, dans [19℄, il est noté que la trivialité du groupe ES impliquela trivialité du groupe H2(GS , Qp/Zp). Voii une situation qui illustre e fait etsur laquelle nous reviendrons. Soit K0 un orps quadratique imaginaire et soit
v une plae de K0 orrespondant à un premier p divisant p (que l'on supposedéomposé dans K0/Q). Soit K/K0 une extension de orps de nombres. Notonspar S l'ensemble des plaes de K au-dessus de v. Alors, omme noté dans [19℄,sous la onjeture de Shanuel, le morphisme ϕS est injetif le long de KS/K.14



Ainsi, pour ette situation, (onjeturalement) pour tout sous groupe-fermé Hde GS , le ouple (GS ,H) satisfait la ondition (L).4.1.2.3. La onjeture faible de Leopoldt. � Soit L/K une pro-p-extensiondans KS/K, de groupe de Galois G. Notons par H le sous-groupe fermé
Gal(KS/L).Proposition 4.7. � Supposons que S ontient Sp. Alors sous la onjeturede Leopoldt le long de L/K, le groupe H2(H, Qp/Zp) est trivial. En d'autreterme, le ouple (GS ,H) satisfait la ondition (L).La trivialité du groupe H2(H, Qp/Zp) est une version faible de la onjetureforte de Leopoldt, ar omme noté dans [22℄, lorsque KS/K ontient la Zp-extension ylotomique K∞ de K et que le sous-groupe fermé H est un sous-groupe de Gal(KS/K∞), la trivialité du groupe H2(H, Qp/Zp) est inondition-nelle :Lemme 4.8. � Notons par K∞ la Zp-extension ylotomique de K. Suppo-sons elle-i ontenue dans L/K. Alors le groupe H2(H, Qp/Zp) est trivial.Toujours dans la même diretion, pour terminer, il onvient d'indiquerProposition 4.9. � Soit G un pro-p-groupe et soit H un sous-groupe ferméet distingué de G tel que G = G/H ≃ Zp. Alors la trivialité de H2(G, Qp/Zp)implique la trivialité de H2(H, Qp/Zp) (ou enore le ouple (G,H) satisfait laondition (L)).Démonstration. � Le quotient G/H étant pro-p-libre, 'est une onsé-quene immédiate de la suite spetrale H i(G,Hj(H, Qp/Zp)) =⇒ Ei+j =
H i+j(G, Qp/Zp).4.1.2.4. La trivialité du groupe H2(G, Zp). � En vue d'appliquer la propo-sition 2.4, nous herhons des situations où H2(G, Zp) = 0. Tout d'abord,omme nous l'avons évoqué dans le paragraphe 4.1.2.2, si ιS est injetif alors
H2(GS , Zp) = 0. En partiulier, si K = Q, ou si K est un orps quadratiqueimaginaire, pour tout ensemble �ni S, H2(GS , Zp) = 0.Regardons le as où G est prop-p, p-adique analytique. Rappelons alors lelemme bien onnu suivant qui se déduit de la suite exate 1 −→ Zp −→ Zp −→
Fp −→ 1 :Lemme 4.10. � Soit G un pro-p-groupe homologiquement de type �ni. Alors
H2(G, Zp) = 0 si et seulement si rgZp

Gab = −χ2(G) + 1.Ainsi, si G est isomorphe à Zp ⋊ Zp, le groupe H2(G, Zp) est trivial si etseulement si le produit n'est pas diret.15



5. Les premiers ontextes arithmétiques5.1. Un résultat de Harris. � Considérons le premier ontexte arithmé-tique venant à l'esprit. L'extension L/K est p-adique analytique sans p-torsionet M = KSp . On a la tour d'extensions K − L − KSp. On pose G = GSp =
Gal(KSp/K), G = Gal(L/K) et H = Gal(KSp/L). Alors, on rappelle que ladimension ohomologique de G est au plus 2 (pour p = 2, on s'assure que Kest totalement imaginaire). Du théorème 3.11, on en déduit immédiatement leorollaire suivant :Corollaire 5.1 (Harris [10℄). � Supposons que L ontient la Zp-extensionylotomique de K. Alors le Λ(G)-rang ρX de X := Hab est égal à r2.Remarque 5.2. � Le fait que L ontient la Zp-extension ylotomique de Knous assure la trivialité du groupe H2(H, Qp/Zp). Condition super�ue dès lorsque l'on se plae sous la onjeture de Leopoldt.Ce résultat a été établi par Harris sous l'hypothèse que le orps K ontient
µp. Pour le as général, on peut se reporter au travaux de Greenberg [7℄, maisaussi de Nguyen [22℄, de Venjakob [29℄ ...Remarque 5.3. � Dans [7℄, Greenberg montre que sous la onjeture de Leo-poldt le long de L/K, le module X n'a pas de sous Λ(G)-module �ni. Cela reposesur le fait que dans une tour d'extensions K−Kn−Km de degré �ni dans L/K,le morphisme de transfert TorZpGal(KSp/Kn)ab −→ TorZpGal(KS/Km)ab estinjetif (voir par exemple [6℄, hapitre IV). Ce résultat reste valable (i.e. X n'apas de sous-Λ(G)-module �ni) pour G in�ni quelonque.5.2. Le as où G est pro-p-libre. � On suppose ii le quotient G = G/Hpro-p-libre. Supposons également que le ouple (G,H) véri�e la ondition (L)et que cd(G) ≤ 2.Il vient immédiatement la proposition suivante.Proposition 5.4. � Supposons G pro-p-libre. Le Λ(G)-module X est libre siet seulement si, le groupe G est pro-p-libre. Dans e as,

ρX = rgZp
Gab − rgZp

Gab.Démonstration. � Comme H2(G, Zp) = 0 et que Gab est sans torsion, la ondi-tion de liberté (f. théorème 0.1 et proposition 2.4) équivaut à TorZpGab = {1},e qui, sous la ondition H2(G, Qp/Zp) = 0, équivaut à G pro-p-libre.On retrouve alors le résultat bien onnu suivant :16



Corollaire 5.5. � Soit L/K une Zp-extension de K et soit KSp la pro-p-extension maximale de K non-rami�ée en dehors de p. Posons G = Gal(L/K)et X = Gal(KSp/L)ab. Supposons la onjeture de Leopoldt vraie pour le orps
K. Alors X := Gal(KSp/L)ab est libre si et seulement si Gal(KSp/K)ab est sans
p-torsion. Dans e as, ρX = r2.5.3. Appliation à la S-rationalité. � Prenons S ⊂ Sp. Suivant Jaulentet Sauzet [12℄, le orps K est dit S-rationnel si le groupe de Galois G′S =
Gal(K′S/K) est pro-p-libre, où K′S est la pro-p-extension maximale de K S-rami�ée et Sp\S-déomposée.Le fait de prendre S ⊂ Sp n'est pas restritif. On peut rappeler que dans uneextension L/K pro-p-libre, les plaes en dehors de p ne sont pas rami�ées. Ene�et, pour v ∤ p, le sous-groupe de déomposition Gv de v dans L/K est à la foislibre et à la fois un quotient de Zp ou de Zp⋊Zp. Il est don p-adique analytiquede dimension au plus 2 et libre : il est de dimension 1 et don isomorphe à Zp.Cela ne peut que orrespondre à la pro-p-extension non-rami�ée maximale de
Kv.Rappelons une onséquene d'un résultat de Jaulent et Sauzet :Théorème 5.6 (Jaulent-Sauzet, [12℄ théorème 2.7)Supposons le orps K S-rationnel. Le groupe GSp est pro-p-libre si et seulementsi pour v ∈ Sp\S, K×v ne ontient pas les raines primitives p-èmes de l'unités.Posons X := Gal(KSp/K

′
S)ab. On aboutit ainsi au orollaire suivant :Corollaire 5.7. � Supposons le orps K S-rationnel et le groupe GSp pro-p-libre. Alors
X ≃ Λ(G′S)[K:Q]−δS+|Sp−S|,où δS =

∑

v∈S

[Kv : Qp] est le poids de S.Démonstration. � C'est une onséquene immédiate de la proposition 5.4.5.4. Λ-rang et rami�ation modérée. � Supposons ii la onjeture deLeopoldt.5.4.1. � Prenons S et Σ deux ensembles �nis de plaes de K ave S ⊂ Σ.Posons G = Gal(KΣ)/K), G = Gal(KS/K), H = Gal(KΣ/KS) et X = Hab =
Gal(KΣ/KS)ab.Proposition 5.8. � Supposons que S ontient Sp. Alors, le Λ(GΣ)-module Xest libre si et seulement si il est trivial 'est-à-dire si et seulement si KΣ = KS.17



Démonstration. � En e�et, s'il est libre, il vient : ρX = rgZp
XG.Mais d'un autre �té, omme H2(H, Qp/Zp) = 0, il vient également (lemme3.6) :

rgZp
XG = rgZp

Gab
Σ − rgZp

Gab
S = 0.Remarque 5.9. � Nous retrouverons plus loin e résultat. En partiulier,ela implique Σ = S.5.4.2. � Grâe au théorème 4.3, on peut pousser un peu plus loin le résultatde ette dernière proposition.Corollaire 5.10. � Soit L/K une pro-p-extension de dimension ohomolo-gique au plus 2 ontenue dans KSp/K. Soit la tour de pro-p-extensions K −

L − KSp − KΣ, ave Σ = Sp ∪ S. Posons G = Gal(L/K) (que l'on supposehomologiquement de type �ni), X = Gal(KSp/L)ab, X ′ = Gal(KΣ/L)ab. Si les
Λ(G)-modules X et X ′ sont libres, il vient KSp = KΣ.Démonstration. � Soient H′ = Gal(KΣ/L), H = Gal(KSp/L), H′′ =
Gal(KΣ/KSp). Le Λ(G)-module Y = H′′/[H′′,H′] est libre de rang ρY = 0 (f.orollaire 4.5). Il est don trivial et il en est de même pour Gal(KΣ/KSp).Pour e qui est du as où G est analytique p-adique :Corollaire 5.11. � Soit L/K une pro-p-extension p-adique analytique sans
p-torsion ontenue dans KSp/K. Soit la tour de pro-p-extensions K ⊂ L ⊂
KSp ⊂ KΣ, ave Σ = Sp ∪ S. Posons G = Gal(L/K), X = Gal(KSp/L)ab,
X ′ = Gal(KΣ/L)ab. Alors ρX = ρX ′ = r2.6. Quelques onstrutions ave G p-adique analytique6.1. La fausse ourbe de Tate. �6.1.1. Le as loal. � Prenons pour simpli�er p > 2. Désignons par ζpn uneraine primitive pn-ème de l'unité dans Qp. Soit Kv = Qp(ζp). Notons Kv,n =
Kv(ζpn).Soit ε une unité de Kv et onsidérons la tour d'extensions

Lv =
⋃

n≥0

Kv,n( pn√
ε · p).L'extension Lv/Kv est galoisienne de groupe de Galois Gv isomorphe au produitsemi-diret (non diret) Zp ⋊ Zp. Soit Kv la pro-p-extension maximale de Kv.Posons alors : Gv = Gal(Kv/Kv), Hv = Gal(Kv/Lv) et Xv := Hab

v .18



D'après la proposition 2.4 et le paragraphe 4.1.2.4, le Λ(Gv)-module Xv estlibre (de rang p − 1) si et seulement si le morphisme de restrition
ϕv := TorZpGab

v → Gab
vest injetif.Maintenant, la torsion de Gab

v est d'ordre p et est engendrée par (ζp,Kv
ab

/Kv).On herhe don à déterminer (ζp,L
ab
v /Kv), où Lab

v est la pro-p-extensionabélienne maximale de Kv ontenue dans Lv. On a Lab
v = Kv,∞( p

√
ε · p) et

Gal(Lab
v /Kv) ≃ (Z/pZ) × Zp.Comme Gal(Lab

v /Kv( p
√

ε · p)) est sans torsion, il est alors faile de noter quele morphisme ϕv est injetif si et seulement si le symbole (ζp,Kv( p
√

ε · p)/Kv)n'est pas trivial (on herhe à voir si Kv( p
√

ε · p) est dans le ompositum des
Zp-extensions de Kv).Pour le alul de e symbole, on peut s'appuyer sur le orps global K = Q(ζp).Soit p|p. La formule du produit indique que le symbole herhé vaut

(ζp,Kv( p
√

ε · p)/Kv) = (ζp,K( p
√

ε · p)/K)p =


∏

w|ε

(ζp,K( p
√

ε · p)/K)w



−1

.Maintenant, pour w|ε, le alul du symbole peut se faire à l'aide du théorèmed'approximation (voir par exemple [6℄, hapitre II).Regardons alors les deux situations suivantes.6.1.1.1. Le as où ε = 1. � C'est le as le plus onnu :
Lv =

⋃

n

Kv(ζpn , pn√
p).Nous devons aluler le symbole (ζp,Kv( p

√
p)/Kv).Comme ζp est une unité et que K = Q(ζp) ne ontient qu'une seule plaeau-dessus de p, la formule du produit indique immédiatement que

(ζp,Kv( p
√

p)/Kv) = 1.Ainsi le morphisme ϕv n'est pas injetif et le module Xv n'est don pas libre.6.1.1.2. Le as où ε = ℓ. � Soit un nombre premier ℓ et onsidérons
Lv =

⋃

n

Kv(ζpn , pn√
ℓ · p).Une situation est partiulièrement faile à déterminer : lorsque ℓ est inertedans Q(ζp)/Q. Dans e as, Kℓ(

p
√

ℓ · p)/Kℓ est l'unique extension ylique de
Kℓ totalement et modérément rami�ée. Soit ζ un générateur du p-Sylow desraines de l'unité de K×ℓ . Soit Ktm

ℓ l'extension abélienne modérément rami�ée etmaximale de Kℓ. La restrition à Ktm
ℓ du symbole de ζ dans Kab

ℓ /Kℓ engendre19



Gal(Ktm
ℓ /Kℓ). On en déduit : (ζp,Kℓ(

p
√

ℓ · p)/Kℓ) 6= 1 si et seulement si <
ζp >=< ζ >, 'est-à-dire si et seulement si Kℓ ne �ontient� que les raines p-èmes de l'unité ou enore que ℓp−1 6≡ 1(mod p2). Si 'est le as, par la formuledu produit, on en déduit que le symbole en p n'est pas trivial puis que le
Λ(Gv)-module Xv est libre de rang p − 1.6.1.2. Le as global. � On se plae toujours sous la onjeture de Leopoldt.6.1.2.1. Lorsque p est régulier. � Soit p > 2. Prenons K = Q(ζp) et supposons
p régulier (le premier p ne divise pas l'ordre du groupe des lasses de K). Soit

L =
⋃

n

K(ζpn , pn√
p),puis M = KSp . Soit G = Gal(L/K) ≃ Zp ⋊ Zp, G = Gal(KSp/K), H =

Gal(KSp/L), X := Hab. Alors, omme p est régulier, le groupe G est pro-p-libre (voir par exemple [20℄, hapitre X) et le Λ(G)-module X est don librede rang (p − 1)/2 ('est une appliation immédiate du théorème 0.1).Comparons e résultat ave la situation loale préédente. Soit p l'unique pre-mier de K au-dessus de p. Le premier p étant régulier, p n'est pas déomposédans KSp/K et le orps KSp ne ontient qu'une seule plae au-dessus de p(l'extension KSp/K est loale, f. dé�nition 6.2 à venir).On a alors la tour d'extensions loales
Kp ⊂ Lp ⊂ KSp,p ⊂ Kpdonnant lieu aux groupes Gal(L/K) = G ≃ Gp = Gal(Lp/Kp), Dp =

Gal(KSp,p/Kp), Gp = Gal(Kp/Kp). Soient Hp = Gal(KSp,p/Lp), H′p =

Gal(Kp/Lp), H′′p = Gal(Kp/KSp,p).Le groupe H′′p mesure le défaut entre le �omplété� en p de l'extension globale
KSp/K et la pro-p-extension maximale de Kp.Suivant la setion 4, onsidérons alors les Λ(Gp)-modules naturels Xp = Hab

p ,
X ′p = H′ab

p , et Yp = H′′p/[H′′p,H′p]. Ce sont également des Λ(G)-modules om-pats.Les ouples (Gp,H′p) et (Dp,Hp) véri�ent la ondition (L) et les groupes Dp et
Gp sont de dimension ohomologique au plus 2. On obtient alorsCorollaire 6.1. � i) Le Λ(Gp)-module Xp est libre de rang (p − 1)/2.ii) Le module X ′p est de rang (p − 1), mais n'est pas libre.iii) Le module Yp est de rang (p − 1)/2, mais n'est pas libre.Démonstration. � Se déduit du théorème 4.3.20



6.1.2.2. Le as d'une extension globale de type loal. � Terminons ette partiepar l'exemple d'une situation globale purement loale.Dé�nition 6.2. � L'extension L/K est dite loale en v, si
Gal(Lv/Kv) ≃ Gal(L/K).Elle est dite maximale loale en v si la omposée des morphismes

Gal(Kv/Kv) ։ Gal(Lv/Kv) →֒ Gal(L/K)est un isomorphisme.Suivant le travail de Wingberg [31℄, il vient :Proposition 6.3. � Soit K = Q(ζp,
√

d), ave (d
p

)
= 1. Soient p|p. Alorsl'extension KSp/K est maximale lole en p.Plaçons-nous maintenant dans le adre de ette dernière proposition.Pour p|p, il vient Kp = Qp(ζp).Soit alors la fausse ourbe de Tate

L =
⋃

n

K(ζpn , pn√
p).Posons G = Gal(KSp/K), H = Gal(KSp/L), X = Hab et G = Gal(L/K).D'après le paragraphe 6.1.1.1, le module X , de rang (p − 1), n'est pas libre.Par ontre, d'après le paragraphe 6.1.1.2, l'extension KSp ontient une exten-sion L′, de groupe de Galois sur K isomorphe à Zp ⋊ Zp , où le Λ(Gal(L′/K))-module d'Iwasawa Gal(KSp/L

′)ab est libre de rang p − 1.6.2. À partir de la théorie d'Iwasawa abélienne. �6.2.1. Le ontexte. � Soit S un ensemble �ni de plaes de K, S ∩ Sp = ∅, etsoit Σ = S ∪ Sp. Pour simpli�er, on suppose ii p > 2.Soit K∞/K la Zp-extension ylotomique de K ; Γ = Gal(K∞/K). Soit K̃S/K∞la pro-p-extension maximale de K∞ non-rami�ée en dehors de S.Notons par ZS := Gal(K̃S/K∞)ab le Zp[[Γ]]-module orrespondant à l'abélia-nisé de Gal(K̃S/K∞).Il vient failement que G := Gal(K̃S/K) ≃ Zp ⋊Zp si et seulement si ZS ≃ Zp.Supposons don que ZS ≃ Zp. En vue d'utiliser la proposition 2.4, il reste às'assurer que le produit n'est pas diret. L'extension K̃S/K a été étudiée dans[24℄, Salle y donne des onditions su�santes pour que rgZp
Gal(K̃S/K)ab = 1.En partiulier, quand il n'existe qu'une seule plae v de K au-dessus de p (ouenore quand |Sp| = 1), le produit n'est pas diret. Nous allons nous intéresserà ette situation.Pour la suite de ette setion, on suppose don que |Sp| = 1.21



6.2.2. Unités loalement ylotomiques. � Soit v une plae de K.Rappelons que Uv désigne le ompati�é p-adique des unités de Kv. Les unitésloalement ylotomiques Ũv de Kv sont les unités de Kv qui sont normes dansla Zp-extension ylotomique Kv,∞ de Kv. Par la théorie du orps de lassesloale, le groupe Ũv orrespond au ompositum de la Zp-extension ylotomique
Kv,∞ de Kv ave la Zp-extension non-rami�ée Knr

v de Kv.Si S′ désigne un ensemble �ni de plaes de K, posons alors US′ =
∏

v/∈S′

Uv et
ŨS′ =

∏

v/∈S′

Ũv.6.2.3. La ondition de liberté. � Rappelons que l'on a dé�ni ES′ , par
ES′ = ker

(
E ιS→

∏

v∈S′

Uv

)
,où E est le ompati�é p-adique du groupe des unités de l'anneau OK.Posons ii G = Gal(K̃S/K), G = Gal(KΣ/K) et H = Gal(KΣ/K̃S). Soit X =

Hab.Les groupes G et G sont de dimension ohomologique au plus 2 et, sous laonjeture de Leopoldt, le ouple (G,H) véri�e la ondition (L). Traduisons lethéoréme 0.1 et la proposition 2.4 dans e ontexte.Proposition 6.4. � Supposons ZS ≃ Zp et |Sp| = 1. Alors le Λ(G)-module
X est libre (de rang r2) si et seulement si,

TorZp

( ∏
v∈Sp

Ũv

ιp(ES) ∩∏v∈Sp
Ũv

)
= {1}.Démonstration. � La théorie du orps de lasses p-adique apporte le dia-gramme ommutatif :

Gal(KΣ/K)ab // // Gal(K̃S/K)ab

1 // K×ŨS

K×UΣ

// JK
K×UΣ

//
JK

K×ŨS

// 1,où K× = lim
←
n

K×/(K×)p
n est le ompati�é p-adique de K× et où JK est leompati�é p-adique du groupe des idèles de K. Puis notons que
K×ŨS

K×UΣ
≃

∏
v∈Sp

Ũv

ιp(ES) ∩∏v∈Sp
Ũv

.22



Le résultat s'en déduit.Les Zp[[Γ]]-modules ZS ont été étudiés par Salle [23℄. Appliquons brièvementsa stratégie pour exhiber des situations où G̃S = Gal(K̃S/K) ≃ Zp ⋊ Zp.6.2.4. Le as CM. � Partons d'un orps K à multipliation omplexe. Soit
K+ son sous-orps réel maximal. Notons par K+

∞ la Zp-extension ylotomiquede K+ et par K+
n le n-ème étage de K+

∞/K+. Soit S un ensemble �ni de plaesde K ave S ∩ Sp = ∅ et S stable sous l'ation de Gal(K/K+). Notons par En(resp. E+
n ) le ompati�é p-adique du groupe des unités de Kn (resp. de K+

n )et par En,S (resp. E+
n,S) le noyau du morphisme de loalisation ιS au niveau Kn(resp. au niveau K+

n ). Le omportement asymptotique de l'indie [En : En,S] estidentique à [E+
n : E+

n,S]. Soit An (resp. A+
n ) l'ordre de la p-partie du groupe deslasses de Kn (resp. K+

n ) et An,S (resp. A+
n,S) l'ordre de la p-partie du groupedes lasses de Kn (resp. K+

n ) de rayon S. Pour n assez grand, on obtient (f.[6℄ par exemple) :
#An,S

#A+
n,S

=
#An

#A+
n

∏

v∈S(Kn)

pnαS+O(1),où αS =
∑

v∈S(K+)

αv, et où ii αv vaut 0 ou 1 suivant le omportement de v dans
K/K+. Par exemple si la plae v est telle que : (i) |UK+

v
| = 1 ; (ii) |UKv | 6= 1,alors αv = 1.On voit ainsi que si les suites (An)n et (A+

n,S)n sont bornées, l'invariant λS dumodule ZS au-dessus de K∞/K se alule failement suivant le omportementdes plaes de S dans K/K+.Sur des exemples donnés, après quelques aluls le long de K∞/K, on a donune idée assez préise sur l'invariant λS. La partie �nie du module ZS va êtreontr�lée ave l'aide du lemme de Nakayama.6.2.5. Un exemple. � Fixons p = 7. Soient K+ = Q(
√

7 · 13) et K =
K+(

√
−2). Prenons S = {p13} et Σ = {p7, p13}. On peut alors noter que Kne ontient qu'un seul idéal p7 au-dessus de 7 (ainsi S7 ⊂ Σ et |S7| = 1) etque elui-i est totalement rami�ée dans K∞/K. Ensuite, omme αp13 = 1 et

A0 = {1}, on a λS = 1. On a également failement d7(A0,S) = 1, e qui autotal, par le lemme de Nakayama, implique l'isomorphisme ZS ≃ Z7. Il restedon à tester le ritère de liberté de la proposition 6.4.Le orps K peut être engendré par θ une raine de P = x4 − 178x2 + 8649.Dans e as, EK = 〈−1, ε〉, ave ε = 55/62θ3 − 14905/62θ − 1574. Un alulmontre
vp13(ε

2 − 1) = vp7(ε
2 − 1) = 1.23



Ainsi, ι7(ES) = ι7(〈ε2〉) est un fateur diret de Up7 , lui-même ontenant Ũp7omme fateur diret : Up7 = Ũp7 ⊕ Z7, ave Ũp7 ≃ Z7
3. De

Ũp7/ι7(ES) ∩ Ũp7 →֒ Up7/ι7(ES),il vient
TorZ7

(
Ũp7

ι7(ES) ∩ Ũp7

)
= {1}.En onlusion, le Λ(G̃S)-module X := Gal(KΣ/K̃S)ab est libre de rang 2 :

X ≃ Z7[[Z7 ⋊ Z7]] ⊕ Z7[[Z7 ⋊ Z7]].7. Le as de la rami�ation restreinte7.1. Rami�ation déployée. � Fixons Σ un ensemble �ni de plaes de K.Commençons par dé�nir la notion de rami�ation maximale et totalementdéployée.Dé�nition 7.1. � Soient S ⊂ Σ et S = Σ\S. La rami�ation dans l'exten-sion Kab
Σ /K est dite maximale et totalement déployée en S si

Gal(Kab
Σ /Kab

S
) =

⊕

v∈S

Iv,où Iv est le pro-p-groupe d'inertie dans Kab
v /Kv.Remarque 7.2. � On rappelle que le symbole de réiproité donne un iso-morphisme entre Iv et Uv.Proposition 7.3. � Soient S ⊂ Σ et S = Σ\S. La rami�ation dans l'exten-sion Kab

Σ /K est maximale et totalement déployée en S si et seulement si
ιS(ES) = {1},'est-à-dire si et seulement si

ES ⊂ ES .Cela arrive dans les deux situations extrêmes suivantes :(i) ES = ES.(ii) S′ = S ∩ Sp n'est pas vide et le morphisme de loalisation ιS′ : E →∏
v∈S′ Uv est injetif.Démonstration. � Le noyau du morphisme de restrition Gab

Σ ։ Gab
S

est en-gendré par les groupes d'inertie des plaes de S.24



Nous avons alors le diagramme ommutatif suivant qui se déduit de la théoriedu orps de lasses :
Gal(KΣ/K)ab // // Gal(KS/K)ab

1 // K×US

K×UΣ

// JK
K×UΣ

// JK
K×US

// 1.Notons ensuite l'isomorphisme
K×US

K×UΣ
≃
∏

v∈S Uv

ιS(ES)
,d'où la première partie de la proposition.Pour (ii), il su�t de noter que ES ⊂ ES′ = {1}.7.2. Sur la ondition du théorème 0.1 portant sur la torsion. �Le théorème 0.1 indique que l'étude de la liberté des Λ(G)-module X peut seréduire à l'étude de la Zp-torsion du morphisme ϕ : TorZpG

ab
Σ → Gab

S . Grâe àla théorie du orps de lasses, il vient immédiatement :Proposition 7.4. � Soit S = Σ\S. Le noyau du morphisme ϕ : TorZpG
ab
Σ →

Gab
S est isomorphe à

TorZp

∏
v∈S Uv

ιS(ES)
.On voit que la trivialité de e noyau est intimement lié au noyau du morphisme

ιS :Corollaire 7.5. � Soit S = Σ\S. Supposons le morphisme ιS injetif. Lenoyau du morphisme de restrition Gab
Σ ։ Gab

S est sans torsion si et seulementsi pour v ∈ S, Uv est sans torsion. Cei implique en partiulier S ⊂ Sp.Démonstration. � En e�et, dans e as, le noyau reherhé vaut exatement
∏

v∈S Uv

ιS(ES)
.Comme par hypothèse ES = {1}, on a immédiatement le résultat voulu.On en arrive auThéorème 7.6. � Soit S = Σ\S. Supposons le morphisme ιS injetif et que

S ne ontient auune plae divisant p : S ∩ Sp = ∅.25



La ondition TorZp

∏
v∈S Uv

ιS(ES)
= {1} (ou enore le noyau du morphisme Gab

Σ ։

Gab
S est sans torsion) équivaut aux deux points suivants :(i) dans l'extension Kab

S /K, la rami�ation en S est maximale et totalementdéployée ;(ii) dans l'extension Kab
S

/K, la partie de torsion est non-rami�ée.En partiulier, es onditions impliquent S ⊂ Sp.Démonstration. � Supposons don trivial TorZp

∏
v∈S Uv

ιS(ES)
.Par le hoix de S, le quotient ιS(E)/ιS(ES) est de torsion, il s'injete dans

TorZp

∏
v∈S Uv

ιS(ES)
qui est trivial par hypothèse. Il vient ιS(E) = ιS(ES), e qui,sous la ondition que le morphisme ιS est injetif, implique E = ES . Ave laproposition 7.3, on obtient le premier point. Ainsi

TorZp

∏
v∈S Uv

ιS(E)
= TorZp

∏
v∈S Uv

ιS(ES)
= {1}.Comme ∏v∈S Uv

ιS(E)
orrespond à la rami�ation dans Kab

S
/K, on obtient bien leseond point.La réiproque se déduit immédiatement de la suite exate ourte :

1 −→ ιS(E)/ιS(ES) −→ TorZp

∏
v∈S Uv

ιS(ES)
−→ TorZp

∏
v∈S Uv

ιS(E)
.Le dernier point est une onséquene du orollaire 7.5. Soient S1 = S ∩ Sp et

S0 = S\S1. Comme ιS est injetif, il en est de même pour ιS1
. Maintenant, dansl'extension Kab

S
/K, la torsion est non-rami�ée si et seulement si le morphisme

TorZpG
ab
S

→ Gab
∅ est injetif. Or omme le morphisme Gab

S
→ Gab

∅ se fatoriseà travers Gab
S

→ Gab
S1

→ Gab
∅ , il est néessaire que le noyau du morphisme

Gab
S

→ Gab
S1

soit sans torsion. Ainsi, d'après le orollaire 7.5, il est néessaireque S0 ⊂ Sp, 'est-à-dire S0 = ∅. Ainsi S ⊂ Sp.7.3. Un résultat de Shmidt. � Commençons par rappeler le résultatsuivant :Théorème 7.7 (Shmidt [26℄). � Soit p > 2. Soient S0 (non vide poursimpli�er) et W deux ensembles �nis de plaes de K. Il existe une in�nitéd'ensembles �nis S de plaes de K ave S0 ⊂ S et S ∩ W = ∅, pour lesquels
GS = Gal(KS/K) est de dimension ohomologique au plus 2 et χ(GS) = r1 +
r2 − δS , où δS =

∑
v∈S∩Sp

[Kv : Qp] est le poids de S.26



Remarque 7.8. � Pour p = 2, voir un réent travail de Labute et Mináč[15℄.Proposition 7.9. � Supposons GS de dimension ohomologique égale à 2ave χ(GS) = r1 + r2 − δS. Alors si r1 + r2 6= δS , le groupe GS n'est pas
p-adique analytique.Démonstration. � Il su�t de noter qu'un pro-p-groupe p-adique analytique dedimension ohomologique �nie a une aratéristique d'Euler-Poinaré triviale.Lorsque δS = r1 + r2, on peut utiliser l'inégalité de Golod et Shafarevih (voirpar exemple [16℄, [28℄), pour obtenir immédiatement :Corollaire 7.10. � Soit S tel que χ2(GS) = 0.Alors si dpG

ab
S > 2, le groupe GS n'est pas p-adique analytique.Notons que quand S ontient Sp, GS est de dimension ohomologique au plus

2 (pour p = 2, s'assurer que K totalement imaginaire). Ainsi si GS est p-adiqueanalytique, alors r2 = 0 et ou bien GS ≃ Zp, ou bien dpG
ab
S = 2.7.4. De retour au as où G ≃ Zp. � Soit S un ensemble de plaesontenant des plaes au-dessus de p. Supposons injetif le morphisme

ιS : E →
∏

v∈S

Uv. Comme rappelé au paragraphe 4.1.2.2, ette onditiongarantit la trivialité du multipliateur de Shur de GS .Supposons également ∑

v∈S∩Sp

[Kv : Qp] > r1 + r2 − 1. L'extension KS/Kontient alors une Zp-extension L/K. Posons G = Gal(L/K) ≃ Zp.D'après le résultat de Shmidt énoné au début de ette setion, quitte à grossir
S en ajoutant des plaes étrangères à p, on peut supposer GS de dimensionohomologique au plus 2 ave χ(GS) = r1 + r2 − δS . Posons Σ = S ∪ Sp.La trivialité du multipliateur de Shur de GS implique la trivialité de elui de
H = Gal(KS/L).Comme ιS est injetif, il en est de même pour ιΣ : les ouples (GS ,H) et
(GΣ,H′) satisfont la ondition (L). Les onditions de la setion 4 sont réunies.Soient H = Gal(KS/L), H′ = Gal(KΣ/L), H′′ = Gal(KΣ/KS) et soient les
Λ(G)-modules : X = Hab, X ′ = H′ab, Y = H′′/[H′′,H′]. Il vient alorsCorollaire 7.11. �(i) ρX = δS − (r1 + r2),(ii) ρX ′ = r2,(iii) ρY = r1 + 2r2 − δS = [K : Q] − δS.27



On rappelle que δS =
∑

v∈S∩Sp
[Kv : Qp] est le poids de S.Exemple 7.12. � Prenons K0 = Q(

√
−d) un orps quadratique imaginairedans lequel p est déomposé. Fixons un premier p de K divisant p. Soit K/K0une extension quelonque et soit S = {P ⊂ OK, P|p}. Alors, sous la onjeturede Shanuel (en fait inonditionnelle si K/K0 est abélienne), le morphisme ιSest injetif. Si K = K0, on est assuré que cd(GS) ≤ 2, sinon, il faut grossir Save des plaes modérées. On obtient �nalement ρX = 0 et ρ′X = ρY = r2 =

[K : Q]/2.7.5. Une situation arithmétique non-analytique. � On se plae tou-jours sous la onjeture de Leopoldt. Soit S un ensemble �ni de plaes de
K. Soit Σ un seond ensemble de plaes de K ontenant S ∪ Sp. Posons
G = GS = Gal(KS/K), G = Gal(KΣ/K), H = Gal(KΣ/KS) et X = Hab.Supposons que cd(GS) ≤ 2.Sous la onjeture de Leopoldt le ouple (G,H) véri�e la ondition (L).Comme nous l'avons déja vu le noyau du morphisme ϕ : TorZpG

ab
Σ → Gab

S estisomorphe à
TorZp

∏
v∈S Uv

ιS(ES)
,où S = Σ\S. Si e noyau est trivial et si cd(GS) ≤ 2, le Λ(GS)-module X estlibre de rang ρX égal à rgZp

Gab
Σ − 1 + χ(GS) 'est-à-dire à r2 + χ(GS).Supposons maintenant S ∩ Sp = ∅. La onjeture de Fontaine-Mazur indiqueque GS ne doit jamais être p-adique analytique sans p-torsion. C'est à e niveauque l'on voit don une des onséquenes du réent travail de Labute : puisque

GS peut être de dimension ohomologique au plus 2, le rang de X peut avoirun sens.Pour illustrer ei, on peut alors iter omme exemples eux de [18℄ tous im-médiats ar le orps de base K est Q ou un orps quadratique imaginaire.Donnons un exemple où la rami�ation sauvage n'est pas totale.Soit K = Q(
√
−d), d > 0 sans fateur arré. Soit p > 3 un premier déomposédans K/Q et soit p l'un des deux premiers de K au-dessus de p. Soit S =

{p}∪S0, où S0 est un ensemble �ni de plaes de K toutes étrangères à p et telque cd(GS) ≤ 2 : ei est possible grâe au travail de Shmidt. On peut mêmes'assurer que dans e as χ(GS) = 0. En�n posons Σ = Sp ∪ S.Corollaire 7.13. � Le module X := Gal(KΣ/KS)ab est Λ(Gal(KS/K))-librede rang 1. (À noter que GS n'est pas analytique dès que S0 ontient au moinstrois premiers.) 28



Démonstration. � Ii il n'y a pas d'unité et don
TorZp

∏
v∈S Uv

ιS(ES)
= TorZpUp = {1}.Le module X est libre et ρX = r2 = 1.7.6. Rami�ation sauvage partielle, rami�ation sauvage totale ; mo-dules et sous-modules. � Terminons par une situation illustrant la setion4 et mélangeant rami�ation sauvage totale et rami�ation sauvage partielle.Soit S0 un ensemble �ni (non vide) de plaes de K, S0 ∩ Sp = ∅, tel que S0satisfait le théorème de Shmidt : cd(GS0) = 2 et χ(GS0) = r1 + r2.Choisissons S1 un sous-ensemble de plaes de K ontenu dans Sp tel que lemorphisme ιS1 : E → ∏

v∈S1
Uv est injetif. Soit S = S0 ∪ S1. Finalement, soit

Σ = S ∪ Sp. Posons S0 = Σ\S0 et Ŝ0 = S\S0.On a la tour de pro-p-extensions
K − KS0 − KS − KΣ.Supposons que le morphisme ιS reste injetif le long de KS0/K. Alors etteondition (très forte) implique la trivialité du multipliateur de Shur dugroupe Gal(KS/KS0).Les ouples (GΣ,Gal(KΣ/KS0)) et (GS ,Gal(KS/KS0)) véri�ent la ondition

(L).Soient alors H = Gal(KS/KS0), X = Hab, H′ = Gal(KΣ/KS0), X ′ = H′ab,
H′′ = Gal(KΣ/KS), Y = H′′/[H′′,H′].Pour que les onditions de la setion 4 soient réunies, il nous manque cd(GS) ≤
2. Cette ondition est forte, mais elle-i peut être satisfaite dès lors que l'ongrossit S ave des plaes modérées. Malheureusement, à ause du orollaire 7.5,de la proposition 2.4 et du paragraphe 4.1.2.4, une telle manoeuvre empêhele module X ′ d'être Λ(GS0)-libre (au moins quand K = Q ou quand K est unorps quadratique imaginaire). Malgrè tout, nous allons donner un exemplesatisfaisant les onditions de la setion 4. En résumé :Proposition 7.14. � Supposons que le morphisme ιS reste injetif le long de
KS0/K et que cd(GS) ≤ 2. Alors(i) Si TorZp

∏
v∈S0

Uv

ιS0
(ES0)

= {1}, les Λ(GS0)-modules X ′ et Y sont libres. Le rangde X ′ vaut ρX ′ = [K : Q] et elui de Y est plus petit que ette dernière quantité.(ii) Si TorZp

∏
v∈cS0

Uv

ιcS0
(ES)

= {1}, le module X est Λ(GS0)-libre et ρX = δS.(ii) Si X et X ′ sont libres, il en est de même pour Y et ρY = [K : Q] − δS.29



Exemple 7.15. � On va s'appuyer sur des aluls de Vogel [30℄. Prenons
K = Q(

√
−359) et p = 3. Soient S0 = {7, 19, 61, 163}, S1 = {p}, où p est l'undes deux premiers de K au-dessus de 3.Soit S = S0 ∪ S1 et soit Σ = S ∪ Sp = S0 ∪ {p} ∪ {p′}, où pOK = pp′.Dans son travail Vogel montre que le groupe GS0 est de dimension ohomolo-gique 2 et que χ(GS0) = 1.Sous la onjeture de Shanuel (f setion 4.1.2.2), le morphisme ιS1 est injetifle long de KS0/K. Ainsi le ouple (GS ,Gal(KS/KS0)) véri�e la ondition (L).Il en est de même pour le ouple (GΣ,Gal(KΣ/KS0)).Il faut maintenant s'assurer que GS est bien de dimension ohomologique auplus 2.Soit L/K l'unique Zp-extension de KS1/K : l'invariant µ du Λ(Gal(L/K))-module Gal(KS1/L)ab étant trivial ([27℄, [5℄), le groupe Gal(KS1/L) estlibre (ii, se rappeler que H2(Gal(KS1/L), Qp/Zp) = 0 ar par exemple

H2(GS1 , Qp/Zp) = 0). Alors
cd(GS1) ≤ cd(Gal(KS1/K∞) + cd(Gal(K∞/K)) = 2.On peut tenter d'appliquer ette stratégie au groupe GS . Dans e as, il su�tde s'assurer que l'invariant µ′ du Λ(Gal(L/K))-module Gal(KS/L)ab est trivial.Pour ela, il su�t de s'assurer que les plaes S0 = S\S1 ne sont pas totale-ment déomposées dans L/K. C'est une onséquene de la théorie du orps delasses : la pro-p-extension abélienne maximale de K, non-rami�ée en dehorsde S1 et dans laquelle au moins une plae de S0 y est totalement déomposée,est �nie.En onlusion le groupe GS est de dimension ohomologique au plus 2.Nous pouvons appliquer la proposition 7.14.Ii S0 = {7, 19, 61, 163}, Σ = S0 ∪ Sp, S0 = Sp, Ŝ0 = {p′}. Comme K neontient pas d'unité, il est immédiat que les Λ(GS0)-modules X et X ′ sontlibres. Il en est de même pour Y. Il vient pour �nir ρX ′ = 2, ρX = ρY = 1.Référenes[1℄ C. Batut, K. Belabas, H. Cohen, M. Olivier, User's guide to PARI-GP, A2X,Université Bordeaux I, 1999.[2℄ A. Brumer, Pseudoompat Algebras, Pro�nite Groups and Class Formations, J.Algebra 4 (1966), 442-470.[3℄ J.-M. Fontaine, B. Mazur, Geometri Galois Representations, Ellipti Curves, Mo-dular Forms and Fermat's Last Theorem, Internat. Press, Cambridge, MA, 1995.[4℄ J.D. Dixon, M.P.F. Du Sautoy, A. Mann, D. Segal, Analyti pro-p-groups, Cam-bridge studies in advaned mathematis 61, Cambridge University Press, 1999.30
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