PLONGEMENTS LOCAUX ET EXTENSIONS DE CORPS
DE NOMBRES

par

Christian Maire

Résumé. — Dans ce travail, nous nous intéressons au plongement ¢5 des
T-unités d’un corps de nombres K dans une partie de ses complétés p-adiques
construite sur l’ensemble S. Nous montrons que linjectivité de % permet
d’obtenir des informations sur la structure du groupe de Galois de certaines
extensions de K ou la ramification est liée & S et la décomposition & 7T'. Nous
étudions également le comportement asymptotique du noyau de ¢% le long
d’une extension p-adique analytique sans p-torsion.

Introduction

Fixons un nombre premier p. Soit K un corps de nombres (quand p = 2, nous
supposons le corps K totalement imaginaire) et soient S et T deux ensembles
finis disjoints de places finies de K. Notons par S, I’ensemble des places de K
au-dessus de p.

Si v désigne une place finie quelconque de K, notons %, := lim U, /Uﬁn le

n
complété p-adique de I'anneau des entiers U, du complété K, de K en v.

Rappelons que si v divise p, %, >~ pip=(K,) x ZLK”:QP J+1 sinon, pour une place
finie v, %, = pp~(K,). Si v est infinie et p impair ou bien si v est infinie et
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K est totalement imaginaire, il vient %, = {1}. Une place v de K est dite
modérée si v ¢ S, et si %, n’est pas trivial.
Pour toute la suite, nous supposons que S ne contient que des places v pour

lesquelles %, n’est pas trivial.

Aprés s’étre fixé une cloture algébrique de K,,, notons par K, la pro-p-extension

maximale de K, et posons G, = Gal(K, /K,) le pro-p-groupe de Galois absolu

de K, puis I, le pro-p-groupe d’inertie de K, /K,.
Soit
k& — H Uy,
veS
le plongement local en les places de S de &L = Ly @ ET le complété p-adique
du groupe des T-unités E% de K. Posons
&8 = ker(1L)

le noyau du morphisme de Zp,-modules LE. Le Z,-module é"g est de type fini
et sans torsion dés que S contient au moins une place au-dessus de p. Posons

T T

I'S = rgzp (g)S .
Le noyau &4 a été étudié par de nombreux auteurs. On renvoie a [7], a [22]
ou encore a [10] pour un panorama précis des résultats connus et attendus. A

noter que quand S contient S, et que 7' = (), on se trouve dans le cadre de la
conjecture de Leopoldt et, conjecturalement, rig =15 =0.

Lemme 0.1. — Soit S; = SNS,. Alors

rgzpé"g = rgZPgSTl.
En effet, cela provient de la finitude de (5"5?; / (E’g )
Si F/K est une extension de degré fini, nous notons par abus

S = S(F) = {w place de F,w|v,v € S},

puis é"gs = ker(L;S); rg’s = rgnggs. En particulier, si F C L, alors éagjs -
(ij:S et r%is < 1{5.
Soit Kg la pro-p-extension maximale de K, non-ramifiée en dehors de S et
T-décomposée (dans Kg /K, les places en dehors de S sont non-ramifiées, les

places de T ainsi que les places a l'infini, sont totalement décomposées) ; GE =
Gal(KZ /K). La théorie du corps de classes fournit 1'égalité suivante :

(1) rgs Ge™ =1+15+ Y [Ky: Q) = (1 +r2+]T)),
veESNS)

ou (r1,r2) est la signature du corps K (voir par exemple [7], chapitre III §1).



Dans une premiére partie de ce travail, nous montrons que la trivialité de rig
le long de Kg /K donne des informations sur la structure de certaines pro-p-
extensions contenant Kg Avant d’énoncer le résultat principal, introduisons
quelques notations. Soient ¥ et 7 sont deux ensembles finis et disjoints de
places de K tels que S C 3, 7 C T. Posons :

R=XNT, S=%—-(RUS), T=T—-(RUT).
Nous montrons :

Théoréme 0.2. — Soient 3 un ensemble fini de places de K contenant S et
soit T un sous-ensemble de places de T avec T N'X = (). Supposons que

(i) pour v € S, le degré résiduel de v dans KE/K est infini;
(ii) pour tout corps de nombres K,, contenu dans KL /K, 5}21,5 ={1}.
Alors

Gal(KZ /KL) ~ (*veg(Kg)L)) * (*UET(Kg)FU) * <*UER(Kg>Gu) ,

ot G, est le pro-p-groupe de Galois absolu de K,,, ot I, est le pro-p-sous-groupe
d’inertie de G, et ou F,, est naturellement isomorphe au pro-p-groupe de Galois
de l’extension non-ramifiée mazximale de K, ce dernier étant engendré par le
Frobenius o, en v.

Remarque 0.3. — Nous renvoyons a [16], chapitre IV, pour la notion de pro-
p-produit libre .

Ce résultat peut étre vu comme une extension de ’analogue pour les corps de
nombres du théoréme d’existence de Riemann (voir par exemple [16], chapitre

X) :
Théoréme 0.4 (Neumann, [18]). — Soit T un ensemble de places modérées
de K. Alors on a la suite exacte

11— >fﬂ;eT(KSP)Iv I GSPUT - GSP — 1,

ot ici I, ~ 7, est le pro-p-sous-groupe d’inertie de G,.

Dans une seconde partie de ce travail, nous étudions le Z,-rang rz; g du groupe
(ff{n 5 le long d’une sous-extension galoisienne L/K de KL /K.

Soit L/K une pro-p-extension de K, non-ramifiée en dehors de S et T-
décomposée, de groupe de Galois G. Supposons le groupe G p-adique

analytique. Soit Gg un sous-groupe ouvert uniforme de G. Soit (Gy,), la suite
p-centrale descendante de Gy :

vn > 0, Gn+1 = Gg[GO, Gn]

Posons, pour n > 0, K,, = LG,



Nous obtenons des informations sur le groupe é"f{m g en passant par I'étude des
coinvariants d’un Zy[[G]]-module 2.

Théoréme 0.5. — Soit L/K une pro-p-extension, nilpotente, p-adique analy-
tique sans p-torsion de dimension d > 0, contenue dans KE/K Soit rz;s =

rgzpéagms. Alors, lorsque K, varie le long de L/K,
g < 1% (G Golp™ + 0!I,
o1l = rgzpéﬁs.

Dans le paragraphe 1, nous commencons par donner quelques rappels. Dans
le second paragraphe, nous donnons la preuve du théoréme 0.2, résultat que
nous illustrons dans un troisiéme paragraphe. Dans le dernier paragraphe, nous
montrons le théoréme 0.5 et terminons par quelques remarques.

Notations. Si M désigne un Z,-module, nous notons par dimg, M la dimension
sur F), de F), ®z, M, par rg; M la dimension sur Q, de Q, ®z, M, par M{p]
le sous-groupe de M constitué des éléments tués par p et par M/p le quotient
M/pM.

Si G désigne un pro-p-groupe et M un Z,[[G]]-module compact, nous notons
par H,(G, M) I'homologie (des groupes profinis) de G a valeurs dans M. On
rappelle que quand G est p-adique analytique, les groupes H,(G,Z,) sont de
type fini.

Lorsque Hy (G, F,) et Ho(G,F,) sont finis, on désigne par d(G) := dimp, G /p =
dimg, H1(G,Fp) le nombre minimal de générateurs de G et par r(G) :=
dimg, H2(G,F,) le nombre minimal de relations de G. La quantité d(G) est
également appelée p-rang de G.

1. Quelques rappels

1.1. Sur les groupes p-adiques analytiques sans p-torsion. — [d’aprés
Lazard [12], Dixon, Du Sautoy, Mann, Segal 5] ...|

Soit G un pro-p-groupe p-adique analytique de dimension d. Le groupe G
contient un sous-groupe ouvert H uniforme : H est sans torsion et [H, H| C HP
(pour p = 2, [H,H] C H*). En particulier, le groupe H est de dimension
cohomologique d et dimp, H a/p = d. Si (Hy,), désigne la suite p-centrale
descendante de H, alors [H : H,] = p?".

Commencons par rappeler le comportement du rang et du nombre de relations
des sous-groupes ouverts de G.



Proposition 1.1. — Soit G un pro-p-groupe p-adique analytique et soit (Gy,)n
une suite de sous-groupes ouverts de G. Alors, la suite des p-rangs d(G,,) et la
suite des relations r(Gy,) sont bornées.

Démonstration. — Ce résultat est bien connu pour la suite des p-rangs d(G,,).
Pour la suite des relations, voir [5], chapitre 4, exercice 11. O

Corollaire 1.2. — Soit G un pro-p-groupe p-adique analytique et soit (Gy,)p,
une suite de sous-groupes ouverts de G. Alors la suite (rgyz, Ho(Gn,Zp))n est
bornée.

Démonstration. — 11 suffit de noter que Ha(Gy,Zp)/p — Ha(Gy,F,), puis
d’utiliser la proposition 1.1. O

Notons A(G) = lim Z,[G/U] l'algébre compléte. Alors A(G) est un anneau
UCoG

local, d’idéal maximal (Ig,p), ou Ig est lidéal d’augmentation de A(G), de
corps résiduel ), et de dimension projective 1 4 ¢d(G) (voir par exemple [3]).
Le groupe G étant p-adique analytique, 'anneau A(G) est noetherien. Si de
plus G est sans p-torsion, A(G) est sans diviseur de zéro [12] [17]. Dans ce
dernier cas, 'anneau A(G) admet un corps des fractions Q(G) [13].

Si M est A(G)-module compact de type fini, on définit alors par rg(q)(M) =

dimgq) (Q(G) RA(G) M) le rang du module M.

Typiquement voici la situation que l'on va considérer par la suite. Soit ¢ un
pro-p-groupe de présentation finie. Soit 7 un sous-groupe de ¥, distingué
et fermé. Soit G = ¢/ le quotient et soit 2~ = . Alors 27, et plus
généralement les groupes d’homologie H;(.#,7Z,), sont des A(G)-modules.

Le résultat suivant que 'on peut trouver dans un travail de Nguyen Quang
Do, nous donne des informations sur le rang rgy ) (2") de 2" :

Théoréme 1.3 (Nguyen Quang Do, [19] proposition 1.1 et théoréme
1.4)

Soit G un pro-p-groupe de dimension cohomologique au plus 2 (et de présen-
tation finie). Soit A un sous-groupe fermé distingué de &4 tel que le quotient
G =9/ H est p-adique analytique sans p-torsion. Posons X = . Alors
X et Hy(H,Ly) sont des A(G)-modules de type fini et

rga ) (2) = —x(9) + 0g,1 + 185() (H2 (', Zy)),
ot X(9) = 5o dimp, Hi(G,Fy) est la caractéristique d’Euler-Poincaré du

groupe & et ot 6g1 = 1 s1 G est trivial, 0 sinon.

Lorsque G =~ Z,,, I'étude de la structure des Z,[[T]]-modules de type fini permet
de donner un comportement asymptotique du Z,-rang des quotients 2" /w,, ot
w—(14T)P" — 1. Pour le cas général, nous avons le résultat suivant de Harris :



Théoréme 1.4 (Harris (8], [9]). — Soit G un pro-p-groupe p-adique analy-
tique sans p-torsion, de dimension d. Soit 2 un A(G)-module de type fini
et de rang rg () (). Soit Gy, la suite p-centrale descendante associce a un
sous-groupe ouvert uniforme Go de G (voir lintroduction). Alors

187, 2G, =[G : Gplrgpc)(27) + O(p=Hm).

1.2. Sur le groupe Hy(GL,Z,). — [[19], [14]] Introduisons la notion de
poids d’un ensemble S.

Définition 1.5. — Soit S un ensemble fini de places de K. On définit le poids
de S en p par la quantité

bg= > [Ky: @yl

veSNSy

Rappelons que Kg désigne la pro-p-extension maximale de K non-ramifiée en
dehors de S et totalement décomposée en T; GL = Gal(KL/K). Si T = 0,
on pose Gg := G%. Le multiplicateur de Schur Hy(G%,Q,/Z,) du groupe G%
est intimement lié au morphisme LE, puisque quand 7" = ) et que S contient
Sp, la conjecture de Leopoldt équivaut & la trivialité de Ho(Gg,Zp) (voir par
exemple [19]). Pour le cas général, nous avons :

Proposition 1.6. —

(i) Si dimp, GE™[p] = dimg, Ho(GE, F,), alors Ho(GY,Z,) = 0.

(ii) La trivialité de &X' implique la trivialité de Hy(GY,Z,y).

(iii) Supposons G% de dimension cohomologique cd(GL) au plus 2 et que 1 =
{1}. Soit K,,/K une sous-extension finie de KL /K. Alors é}?ﬂ ¢ =11} =
Hy(GY,, 5:Zp) = 0.

(iv) Si 1—dimp, Hi(GL,F,)+dimp, Ho(GL,F,) = =65+ (r1 +r2+ [T)), alors
rg = rgZpH2(G:§’Zp)'

Démonstration. — Pour le point (i), il faut noter que la suite exacte de GE—
modules

1— 2y — Zp —F, — 1,
donne imédiatement

1 — Hyo(GL,Z,)/p — Ha(GE,F,) — G — 1,

et le résultat en découle.
Pour (ii), la suite exacte précédente permet d’obtenir

(2) dimg, H(GE, Zp) = x2(G%) +1gy G — 1,



o x2(G%) = 1 — dimg, H1(G%,Fp) + dimg, Ho(G%,Fp) est la caractéristique
d’Euler-Poincaré de Gg tronquée a I'ordre 2. On ne connait pas la valeur exacte
de x2(GYL), mais simplement une majoration (cf. [7], Appendice) qui pour S
non vide s’écrit :

(3) X2(GE) < —bs + (r1 + 72+ |T)),
ce qui, avec 'identité (voir 1)
dimQ, ©® GL™ = d5 — (r1 + 79 — 1+ |T|) + dimQ, @ &7,
ou (r1,792) désigne la signature du corps K, nous permet d’obtenir
dimg, H>(G§,Z,) < rgZP@@I{S.

Maintenant, si S = () alors &7 = (a@g . Ainsi si (fST est trivial, le corps K ne
contient pas de racine primitive p-éme de 1'unité et I'inégalité (3) reste toujours
valable (voir encore [7], Appendice).
Le point (iii) est exactement le lemme 3.1 de [14].
Le point (iv) se déduit de I'égalité (2).

O

1.3. Un résultat de Schmidt. — Le résultat de Schmidt présenté dans
cette partie joue un roéle déterminant dans la preuve du théoréme 0.5.
Supposons p > 2 ou bien K totalement imaginaire. Quand S contient S, il
est bien connu que la cohomologie galoisienne du groupe Gg s’identifie a la co-
homologie étale de Spec(Ok — S) (voir [15]). Les récents travaux de Schmidt
[20] montrent que ce résultat reste valable pour S ne contenant pas nécessaire-
ment S, mais dés lors que S est suffisament gros. En particulier, lorsque c’est
le cas, il vient cd(Gg) < 2 (au moins quand S n’est pas vide). De plus, cet
isomorphisme permet de donner une estimation exacte de la caractéristique
d’Euler-Poincaré de Gg.

Théoréme 1.7 (Schmidt [20], théoréme 1.1 (iv) et proposition 3.3)
Supposons p > 2 ou bien K totalement imaginaire. Soient S et T deux en-
sembles finis de places de K. Alors il existe un ensemble fini S’ de places de K
tel que

(1) S'NS,=5NS, et SCS;

(ii) S'NT =10,

(iii) cd(GL) < 2;

(iv) x(G§) = x2(G&) =11 + 72+ |T| = b5/

En conclusion, ce résultat montre qu’étant donné S, on peut grossir S en S’
avec uniquement des places étrangéres a p tel que cd(GL) < 2 et x2(GE,) =
r1+712+|T| — ds (on peut noter qu’ici dg = dg/). Dans cette situation, d’aprés
le lemme 0.1, on a encore rgzpéag = rgzpé"g,.



Corollaire 1.8. — Soit S un ensemble fini de places de K. Il existe un sous-
ensemble fini S’ de places de K tel que
(1) Sc S, S NT=0,etSNS,=85N8,,
(ii) cd(GL) <2,
(iii) x(GL) =ri+ro+|T| — 65 =ri+ 712+ |T| — &g,
(iv) v =rl, = rgZpHg(Gg,,Zp).

Démonstration. — Se déduit de la proposition 1.6, du lemme 0.1 et du théo-
réme 1.7. O
Remarque 1.9. — Récemment, Labute et Minac ont montré que pour K = Q

et p = 2, étant donné un ensemble fini (non vide) de places S de Q, étrangéres a
2, on peut trouver S’ contenant S (également premier a 2) tel que cd(Gg) = 2.
Dans ce cas, d’aprés la proposition 1.6, les groupes Ho(Ggr,Zy,) et Ho(Gs, Zy)
sont tous les deux triviaux.

2. La preuve du théoréme 0.2

Commencons par rappeler le lemme bien connu suivant :

Lemme 2.1. —

Soit 4 — G un morphisme de pro-p-groupes tel que :
(i) gab ~ Gab ;
(i) Hy(G,Zp) = 0.

Alors 4 ~ G.

Démonstration. — Partons de la suite exacte 1 — R — ¥ — G — 1.
Alors les conditions (i) et (i) impliquent que R est trivial ce qui, grace au
lemme de Nakyama, implique que R est trivial. ]

Nous pouvons commencer la preuve du théoréme 0.2.
Soit (K;,), une suite croissante de sous-extensions finies de Kg /K telle que

UKn = K.
n

Fixons un corps K,,. Notons Kg’gb (respectivement Kg’gb) la pro-p-extension
abélienne maximale de K,, non-ramifiée en dehors de S (resp. X) et totalement
décomposée en T (resp. en 7).

Si w désigne une place de K, soit £, :=lmK) /K ° " le compactifié
n

p-adique de K7 .



Soit 7, le p-adifi¢ du groupe des idéles de K,, (c’est le produit des 7, .,
restreint aux %), et soit £, := lim K /K" le compactifié p-adique de
n
On a, grace a la théorie globale du corps de classes, le diagramme commutatif

suivant

%X w &
HwET(Kn) 1—,[], ¢7T (Kn)UX(Kn) C /7:( Gal ( T ab/K )
(g)Kn,E %
T Uy
HwET(Kn) qwiT(K")US(K") C j?:; G ( Tab/K )
K. S

qui permet d’obtenir I'isomorphisme suivant :

HweS(Kn Uo werx,) < T > Hwerw,) Ho

Kn,S

Tw €tant une uniformisante de J7;, ,,.

Ainsi, sous la condition é}? ¢ = {1}, on a, grace a la théorie locale du corps
",

de classes,

Gal(Ky ' /K, 6) = (Tuesu, %w> (HweT(K ) < Tw >> (HweR(Kn)%X>
= Hves Hw\v nw/([ n,w> nw] mIn,w))
et e < 0w >) (Toer T G2

ou G = Gal(K, w/an) est le pro-p-groupe de Galois absolu de K, ,,, ot
I, . est le sous-groupe d’inertie de G, ,, et ol oy, est le Frobenius en w.
Pour w € S, comme G, /Iy est pro-cyclique, il vient

Inw/ (|G, Grgw] N Ingw) 2 Injw/[Grw, Inw) = <Ig?w)Gm )

ou G, est le groupe de Galois de la pro-p-extension maximale et non-ramifi¢e
de me.

Faisons le choix d'une place w|v le long de KL /K.

e SiveT, v est totalement décomposée dans KE/K Ainsi o, = 0y.

e Siv € R, v est également totalement décomposée dans Kg /K et ainsi G, ,, =
Gy.

e Reste le cas ot v € S. L’extension Kg /K est non-ramifiée en v € S, alors
pour tout entier n, pour toute place v € S, I, = I,. Faisons ensuite tendre



K,, vers Kg Par passage a la limite, on obtient
. b b b
i (Ig’”) Gy L7/ Q (IG%’TL”IS )’

Ignr, étant l'idéal d’augmentation de l'algebre compléte Z,[[G}7,]]. Comme

par hypothése, pour v € S, le degré résiduel de v dans Kg /K est infini, il vient
K" = (KL),, et par conséquent

{1}=\Gn, cGr.

Le pro-p-groupe 12 est un Z,[[G""]]-module compact de type fini. Il vient alors

N (e, 1) = {1}

n

et ainsi
lim (Igb) o, = e,
Au total
Gal(KZ/KL)® ~ lim Gal(K] &' /K¢
Ky
~ lim H <Igb>G H < oy > H fo,’w

n,w

Kn wEg(Kn)

ab
= <<*we§(K§)Iw> x (*weT(Kg) < Ow >) X (*weR(Kg)Gw» )
ou Iy, = I, oy = 0y et Gy = G,
Notons ensuite que éaKTME C éagms = {1}. Les groupes H(Gal(K%/K,),Z,)
sont triviaux (cf. proposition 1.6) et & la limite, Ho(Gal(KZ /K%),Z,) est tri-
vial.
Pour finir, la suite exacte

R (*uamanle) * (Fuerun) < 0w > ) * (FuerunGu ) — Gal(KE/KE),

et le lemme 2.1 montrent que R = 0. Le théoréme 0.2 en découle.

weT(Ky) weR(Ky)

3. Quelques exemples

Voici une premiére méthode pour vérifier que la condition (ii) du théoréme 0.2
est réalisée. Supposons le groupe Gr‘g de dimension cohomologique finie (voir
par exemple §1.3). Le pro-p-groupe GE est donc sans torsion. Si une place v,
v ¢ S, est inerte dans 'abélianisé de GE, alors nécessairement le groupe de
décomposition de v dans K% /K est maximal (isomorphe & Z,). Cette stratégie

10



a été développée par Schmidt dans [20]. Il y a aussi une seconde méthode pour
la condition (ii) : elle consiste a la tester au niveau abélien via la théorie du
corps de classes.

Proposition 3.1. — Pour v ¢ SUT, le groupe d’inertie de v dans Kg’ab/K

est infini si et seulement si cE"STU{U} = (fST

Démonstration. — C’est une simple conséquence de la théorie du corps de

classes. Le groupe d’inertie de la place v est infini dans Kg’ab /K si et seulement
si le Z,-rang de Gg’ab est strictement plus grand que le Z,-rang de Ggu{v}’ab,

ce qui équivaut a ggu{v} = (fST O

La condition (i) du théoréme 0.2 est plus difficile & tester a 'exception du cas
ot G est libre.

Proposition 3.2. — Supposons le groupe Gr‘g pro-p-libre (non trivial) et sup-
posons & = {1}. Alors le long de KL /K, (fSTKn ={1}.

Démonstration. — Soit G,, = Gal(KE/Kn). Le groupe Gg étant pro-p-libre,
le long de Kg /K, le Zy-rang de G2 vaut alors exactement

T,ab
(rgz, G’ — 1) = [G§ : G](rgy, Gg™ — 1),
ce qui implique

(G5 Gl (05 — (11 + 72 +|T1)) +1k,. 5 = [G§ = G (35 — (r1 + 72+ |TY)),

et ainsi r%n g = 0. Comme Gg est libre, le quotient Gg’ab est Zp-libre de rang
non trivial, nécessairement S contient au moins une place divisant p et ainsi
é"f{m g est sans p-torsion. Par conséquent, é}gﬁ s ={1}. O

3.0.1. Le cas classique. — On se fixe K un corps de nombres. On pose S = 5,
YX=SU{v, 0}, T=T=0; R=5 = 0. Alors, sous la conjecture de
Leopoldt, le long de Kg/K, &k,,s = {1}. D’un autre coté, (a@évi} = {1} (voir
par exemple 7], IIT § 3). Les hypothéses du théoréme 0.2 sont satisfaites et
Gal(Ky/Kg) ~ *pes(Kg) -

3.0.2. De la non-ramification a la décomposition totale. — Soit K un corps
quadratique imaginaire ayant un p-groupe des classes trivial (p > 3). Soit q un
premier de K premier & p. Posons ¥ =S =5, T={q}et T =0; R=5= .
Le complété p-adique des T-unités est engendré par une g-unité €, vq(e) = 1.

Supposons
HUGS %U
T —== | ={1}.
o ( ts(e) t

11



Alors par la théorie du corps de classes Gg’ab ~ Zp; le groupe GE, isomorphe
a Zjy, est pro-p-libre et par conséquent, le long de KE/K7 ‘”@I{n,s = {1}. Le
théoréme 0.2 s’applique :

Gal(Ks/Kg) ~ *veT(Kg) < Oy >.

Typiquement, prenons K = Q(y/—1), p > 3. Alors le théoréme 0.2 s’applique
-1
pour q = ¢ vérifiant : <7> =—letv,({—1) =1

3.0.3. De la ramification a la totale décomposition. — On reprend la situation
de la section précédente avec S = S,, ¥ =SU{q},q¢ S, T =0, T = {q}.
Alors R=YNT = {q} et S = ). Sous les conditions de la section 3.0.2, on
obtient alors

Gal(Kg/Kg) ~ *UER(K%:)GU’
ou ici Gy ~ Zy X Zy,.

3.0.4. De la ramification a la non-ramification. — Soit K un corps quadra-
tique imaginaire. Soit p > 3 un nombre premier tel que le p-groupe des classes
de K est trivial. Supposons le premier p décomposé dans K/Q et soit p un pre-
mier de K au-dessus de p. Onpose 7 =T =0, S = {p}, X = SU{v1, - , v},
S ={vy, - ,v.}, R=0.

Le groupe Gg est isomorphe & Z, et est donc libre : le long de Kg/K, &k, s =
{1}.

Comme &1} est de rang 1, il vient éabiw} = {1}. Ainsi, grace a la proposition
3.1, les hypothéses du théoréme 0.2 sont satisfaites et par conséquent :

Gal(Ky/Kg) ~ *peS(Kkg) o

A noter ici que si v ne divise pas p, I, ~ Zy,. Sinon, I, est un pro-p-groupe
libre et 12% ~ Z,[[T7]], ott Z,[[T]] est I'algébre d’Iwasawa abélienne associée au
groupe de Galois sur Q, de la pro-p-extension non-ramifiée maximale de Q.

4. Sur P’étude asymptotique de ‘”’?I?n,s

4.1. Sur Vestimation de Hy(s¢,Q,/Z,). — Soit ¢4 un pro-p-groupe de
type fini et soit % un sous-groupe fermé et distingué de ¢. Posons G = ¥ /5.
En vu d’utiliser le théoréme 1.3, on cherche a avoir des informations sur le rang
r1ga(q) (H2(H, Zp)) du A(G)-module Hy(,Zp). Commengons par donner le
résultat clé dit & Nguyen Quang Do :

Proposition 4.1 (Nguyen Quang Do, [19] proposition 1.7)
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Supposons 4 de dimension cohomologique au plus 2 (et de présentation finie).
On a le diagramme commutatif suivant :

Hy( 0, Zy) > L[] —2> 2, (G| — Ho(H#, I)

oo

Hy(9,Z,)C zZy—* 7 Iy /I3

ol Iy est l'idéal d’augmentation de l'algebre Zy[[4]], r = r(¥) = dimp, H2(¥4,Fp)
et d = dimp, H1(94,FF,), et ou les morphismes ¢ et ¢1 sont simplement les
morphismes de réduction modulo ’idéal d’augmentation Ig.

Ce résultat nous permet d’obtenir immédiatement la proposition suivante :

Proposition 4.2. — Soit 4 un pro-p-groupe de dimension cohomologique au
plus 2 (et de présentation finie) et soit la suite exacte de pro-p-groupes

1l— —9 —G—1.
Supposons G p-adique analytique sans p-torsion.

(i) Alors Ho(H,Zp) = 0 si et seulement si rgqy(H2(H,Zp)) = 0;
(i) Silm(y) # 0, il vient rgy () (H2(H, Zp)) < r—1, our = dimg, Hz (9, F).

Démonstration. — La preuve se déduit de la proposition 4.1.

Le point i) provient du fait que Ho(57,Z,) est sans A(G)-torsion.

Pour le point ii), il faut noter que la matrice de v a coefficients dans A(G),
de taille r x d, est non-nulle. Ainsi, rgy(q)(ker(¢1)) <r —1. O

Corollaire 4.3. — Sous les conditions de la proposition 4.2, si 4 est tel que
Tor(9%) #£ 1 et tel que 7(9) = 1, alors Ho(H#,Z,) = 0.

Démonstration. — En effet, d’aprés la proposition 4.1,
G ~ Iy /T3 ~ 72 Tm(3)).

Comme Tor(4%) n’est pas trivial, il vient immédiatement Im(z)) # 0 et on
conclut avec la proposition 4.2. O

Pour le cas général, nous montrons dans la section suivante le

Théoréme 4.4. — Soit 4 un pro-p-groupe de dimension cohomologique au
plus 2 (et de présentation finie) et soit la suite exacte de pro-p-groupes

1l— —9 —G— 1.
Supposons G p-adique analytique nilpotent et sans p-torsion. Alors

TEA(G) (HZ(%vzp)) < rgZpHQ(g7Zp)-
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4.2. La preuve du théoréme 4.4. — La preuve du théoréme 4.4 que nous
proposons repose de maniére fondamentale sur 'existence d’un corps des frac-
tions Q(G) de "anneau noetherien sans diviseur de zéro A(G) et sur la théorie
des déterminants pour de tels anneaux. Pour les déterminants sur les anneaux
non-commutatifs, nous renvoyons par exemple a [1].

Démonstration. — Comme G un pro-p-groupe p-adique analytique sans p-
torsion, 'anneau A(G) est un domaine de Ore : intégre, noetherien & gauche et
a droite. Il admet un “unique” déterminant (qui passe par le corps des fractions
de cet anneau) a valeurs dans I'union de ’abélianisé du corps des fractions avec
{0} : c’est le déterminant de Dieudonné [4]. Rappelons la propriété fondamen-
tale que nous allons utiliser ici : si A € M,,(R), ot R est un domaine de Ore,
alors det(R) = 0 si et seulement si les colonnes de A sont liées sur R.

Supposons donc rgy Im(3)) = m. Nous allons montrer que rgy ) (Im(¢1)) > m
et ainsi on aura rgy_ker(y) > rgp(q) (ker(¢1)).

Le probléme est alors purement algébrique. On part du diagramme commutatif
suivant :

Z,[[C]]" 2> 7,,[[G])

i¢ i(bl
Z}’,¢> zd

A partir du morphisme 9, on déduit I’existence d’une sous-matrice carrée A
d’ordre m, & coefficients dans Z,[[G]], telle que la matrice A = A(mod Ig) €
Gl,,,(Qp). Tout repose sur le lemme suivant :

Lemme 4.5. — Soit G un pro-p-groupe p-adique analytique, nilpotent et sans
p-torsion. Soit A = (ai;)i; € Mm(Zy[[G]]) telle que A := A(mod Ig) €
GL,,(Qp). Alors det(A) est non nul.

Démonstration. — Posons
Ci=Cls) = {w € A(G), ¢ Ia},

ou Ig est l'idéal d’augmentation de l'algébre compléte A(G). L’ensemble C
contient I’élément 1 et est multiplicatif.

Définition 4.6. — On dit que I'anneau A(G) vérifie la condition de Ore re-
lativement & C si et seulement si étant donnés a # 0 (mod Ig) et b € A(G), il
existe s,t € A(G), t # 0 (mod Ig), tels que as = bt.

Dans 'esprit d’un résultat de Goldie [6], Ardakov a montré :

14



Proposition 4.7 (Ardakov |2]). — Soit G un pro-p-groupe analytique sans
p-torsion. L’anneau A(G) vérifie la condition de Ore relativement a C(Ig) st
et seulement si G est nilpotent.

Avec ce résultat, nous pouvons montrer le lemme 4.5 par récurrence sur m.
Sim =1, A= (a), et A est non nulle. Cela signifie que a est non nul et donc
que det(A) est non-nul.

Supposons le lemme vrai pour m. Soit A une matrice carrée d’ordre m + 1
telle que A € Gl;;,41(Q,). L'opération consiste a réduire A dans Z,[[G]] en une
matrice par blocs. On est assuré que sur la premiére ligne de la matrice A, il
existe a 1= a1 ; € C = Zp[[G]] — Ig. Multiplions & droite la matrice A par une
matrice My permutant les colonnes 1 et i (le déterminant de My est non-nul).
Nommons par a% ; les coefficients de AMj. On utilise la proposition 4.7 : pour
i > 2, il existe s; € A(G), t; € C tels que @) ;s; = aj ;t;. Multiplions alors a
droite la matrice AM, par la matrice M7 définie par :

1 S9 Sm+1
0 —ty 0--- 0
My =| . }
—t; :

0 o ot

I vient det(M7) = (—=1)™tg - - tyyy1 et ainsi det(M;) # 0 (mod Ig). On obtient
alors la matrice par blocs

0
AMyM,; = ( ! )

ou A’ est de taille m x m (on rappelle que a # 0). Modulo Ig, on a aussi
AMyM, = AMyM;, avec MoM; de rang maximal. Ainsi A’ est de rang m. On
peut appliquer la récurrence pour la matrice A’ : det(A’) # 0. Le déterminant
d’une matrice par blocs se calcule bien :

det(A) det(My) det(M;) = adet(A'),
et ainsi det(A) # 0. O

A partir de ce lemme, on en déduit que la matrice de v; a m-colonnes A(G)-
indépendantes. Ainsi, sur le corps des fractions de Z,[[G]], Im(¢1) est de rang
au moins m, ce qui montre le résultat cherché. O

4.3. La preuve du théoréme 0.5. — Soit K un corps de nombres (que
I'on suppose totalement imaginaire si p = 2). Considérons la tour de pro-p-
extensions K ¢ L ¢ K%, ou Kg est la pro-p-extension maximale de K non-
ramifiée en dehors de S et T-décomposée. Notons GL = Gal(KL/K), 7 =
Gal(KL /L) et G = Gal(L/K).
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Soit 2 = WM = H)[A, ). Alors 2 est un A(G)-module compact de
type fini : cela découle du fait que le groupe HQ(G%:, [F,) est fini. La preuve du
théoréme 0.5 repose alors sur 1'étude du A(G)-module 2.

Rappelons quelques notations. Soit (Gy, ), la suite p-centrale descendante d’un
sous-groupe uniforme ouvert Gg de G :

vn > 0, Gn+1 = Gg[GO, Gn]
Posons alors K,, = LG, Soit ¢, = Gal(Kg/Kn).

Lemme 4.8. — Si G est p-adique analytique, rgng,fb =187, 2G, t+ O(1).

Démonstration. — Pour n > 0, la suite spectrale H'(G,,, H (H,Q,/Z,)) =
H™(4,,Q,/Z,) permet d’obtenir la longue suite exacte

© > HQ(GWuZp) %Gn gﬁzb G?Lb .
Le résultat se déduit alors du corollaire 1.2. O
Nous sommes donc en mesure de montrer le théoréme 0.5.

Démonstration. — Soit L/K une pro-p-extension non-triviale, analytique sans
p-torsion et nilpotente, contenue dans Kg /K. Posons G = Gal(L/K). Quitte a
grossir S avec des places modérées, grace au corollaire 1.8 du théoréme 1.7, on
peut supposer que GE est de dimension cohomologique au plus 2, que Xz(Gg) =
(IT| + —}— re) — ds et que la quantité rg reste inchangée. On a aussi rg =
rgZpHQ(GS,Zp).

Soient 7 = Gal(K%L/L) et 27 = #. Soit rga()(£7) le rang du Z,[[G]]-
module 2 .

On utilise le théoréme 4.4 pour obtenir

rgA(G)(H2(%aZp)) < TgZpH2(G:§aZp) = Tg
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puis le théoréme 1.3 pour obtenir

rgae)(Z) = —x(G%) + reng) (Ha(o, Zy))
< —X(Gg) + 7“%: =05 — (7“1 +ro + ‘T’) + Tg:.

Avec le lemme 4.8 et le résultat de Harris rappelé précédemment (théoréme
1.4), on a pour finir

h o = 18, G — (05— (ri+ e+ |T])[G: Gyl — 1

187, 2G, — (05 — (r1 +7r2 +|T))) [G : G,] + O(1)

G : Gulrga(qy(2) — (05 — (r1 + 712+ [T]) [G : Gu] + O (pld=Dm)
G: Gtk +0 (p(d_l)")

G: Go]pd”rg + 0O (p(dfl)”) )

VAVANI

4.4. Quelques remarques. —

4.4.1. Sur la conjecture faible de Leopolodt. — La conjecture faible de Leo-
poldt indique que le long de toute Zj,-extension L/K, la quantité rk, g, reste
bornée. Cette conjecture équivaut a la trivialité de Hy(,Zy), ou H =
Gal(Kg, /L) (voir par exemple [16]).

Dans le cadre de la section 4.3, nous avons :

Proposition 4.9. — Supposons que le pro-p-groupe Gr‘g est de dimension co-
homologique au plus 2 et que x2(GL) = —8s + (r1 + ro + |T]). Soit G un
quotient p-adique analytique sans p-torsion de Gg, de dimension d > 0. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes (suivant les notations de la section

4.3) :

(i) i, s = O ;
(ii) Hy(#,7,) = 0.

Démonstration. — On suppose Gg non trivial.
Rappelons que dans la preuve du théoréme 0.5, il apparait

rk, s =[G 1 Gulrgnc)(2) = (65 — (r1 + 12+ |T1)) [G : Gu] + O(p! V™).
Ainsi, grace au théoréme 1.3, on obtient alors
rk, s =[G : Golp™rg () (Ha (A, Zp)) + O(p! ™).
On conclut en notant que Hy(#,Zy) est sans A(G)-torsion. O

Remarque 4.10. — Quand T = 0 et S, C S, Ho(,7Z,) = 0 dés lors que
L/K contient la Zy-extension cyclotomique (voir par exemple [19]).
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4.4.2. Lien entre rg et rg. — Terminons par la comparaison suivante :

Proposition 4.11. — Il vient :
0< r%ms —1K,.5 <|T|G: Go]pdn.

Démonstration. — C’est assez immédiat. Il suffit simplement de remarquer
que 18z &L o/6k,.5 < |T(Ky)| puis que |T(Ky)| = |T|[G : Go]p™.
O
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