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PARTIE I
CALCUL MATRICIEL

Les coefficients des matrices sont pris dans l’ensemble des nombres réels R, éventuellement
complexes C. Mais on peut généraliser sans peine certains des résultats si l’on change ces
ensembles.

1. Introduction aux matrices

Cette section 1 est essentiellement une section dédiée aux rappels de notions vues en 1ère
année. Nous omettons la plupart des preuves.

1.1. Définitions et opérations élémentaires. —

Définition 1.1. — Soient deux entiers p, q ě 1. Une matrice A est la donnée d’un
tableau à p lignes et q colonnes, composé de nombres réels (ou de nombres complexes).
On note plus précisément A “ pai,jq, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , p et j “ 1, ¨ ¨ ¨ , q, une telle matrice. Ainsi
ai,j désigne le coefficient se trouvant à l’intersection de la i-ème ligne et j-ème colonne.
On dit que A est d’ordre (ou de taille) p ˆ q. L’ensemble des matrices à p lignes et q
colonnes est noté Mp,q (“ Mp,qpRq).

1.1.1. Addition et transposée. — Il est assez immédiat de voir que l’ensemble Mp,q peut
être muni d’une loi ` résultant de l’addition entre les nombres réels. Plus précisément,
pour A “ pai,jq et B “ pbi,jq deux matrices de Mp,q, on définit une troisième matrice
C “ pci,jq P Mp,q par ci,j “ ai,j ` bi,j. En d’autres termes la matrice C est obtenue en
additionnant les matrices A et B "case par case". Observons que A`B “ B ` A.
La matrice nulle de Mp,q, notée O “ poi,jq, est la matrice pour laquelle oi,j “ 0 pour tout
i, j. Notons par ´A la matrice ayant pour coefficients ´ai,j si A “ pai,jq. Alors de façon
immédiate on a A`O “ O ` A “ A, puis A´ A “ O.
Ces propriétés font que Mp,q muni de la loi ` est un groupe abélien (voir la section
Appendice 8).

L’ensemble Mp,q peut être également muni d’une loi externe ¨ de la façon suivante. Pour
λ P R et A “ pai,jq P Mp,q, on définit une nouvelle matrice λ ¨ A “ pa1i,jq P Mp,q par
a1i,j “ λai,j. En d’autres termes, les coefficients de la matrice A sont multipliés par λ. On
note aussi λ ¨ A “ λA. Il est alors assez immédiat de voir les résultats suivants :

Proposition 1.2. — Soient A,B P Mp,q et λ, λ1 P R. On a les propriétés suivantes

piq 0 ¨ A “ 0, 1 ¨ A “ A,

piiq λpA`Bq “ λA` λB,

piiiq pλ` λ1qA “ λA` λ1A.
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Exemple 1.3. — Soient A “
ˆ

1 2 0
3 ´1 1

˙

et B “
ˆ

0 1 1
´1 0 2

˙

deux matrices de M2,3.

Alors A`B “
ˆ

1 3 1
2 ´1 3

˙

et plus généralement

λA` λ1B “

ˆ

λ 2λ` λ1 λ1

3λ´ λ1 ´λ λ` 2λ1
˙

.

L’ensemble des matrices Mp,q muni de la loi externe ¨ est un espace vectoriel sur R. Il est
alors assez immédiat de voir que toute matrice A de Mp,q s’écrit de façon unique comme
combinaison linéaire des matrices élémentaires Ek,l “ pei,jq définies par

ek,l “

"

1 si pi, jq “ pk, lq
0 sinon

où ici k P t1, ¨ ¨ ¨ , pu et l P t1, ¨ ¨ ¨ , qu. De cette observation, on en déduit que Mp,q est un
R-espace vectoriel de dimension pq.

Exemple 1.4. — Soit A “
ˆ

1 2 0
3 ´1 1

˙

P M2,3. On a

A “ E1,1 ` 2E1,2 ` 0E1,3 ` 3E2,1 ´ E2,2 ` E2,3,

où E1,1 “

ˆ

1 0 0
0 0 0

˙

, ¨ ¨ ¨ , E2,3 “

ˆ

0 0 0
0 0 1

˙

.

Il y a une autre opération élémentaire et assez naturelle, c’est l’opération qui consiste à
transformer les colonnes en lignes (et vice versa) : c’est la notion de transposée.

Définition 1.5. — Soit A P Mp,q. La transposée de A “ pai,jq est la matrice de Mq,p,
notée At “ pbi,jq, définie par bi,j “ aj,i, pour i P t1, ¨ ¨ ¨ , qu et j P t1, ¨ ¨ ¨ , pu.

Exemple 1.6. — On a
ˆ

1 2 0
3 ´1 1

˙t

“

¨

˝

1 3
2 ´1
0 1

˛

‚.

Il est alors assez facile de voir les propriétés suivantes :

Proposition 1.7. — Pour A,B P Mp,q et λ P R, on a
piq pA`Bqt “ At `Bt,
piiq pλAqt “ λAt.

1.1.2. Multiplication. — Prenons deux matrices A P Mp,q et B P Mr,s. Ces matrices sont
donc a priori de taille différente (sauf si p “ r et q “ s), il n’est donc pas possible de les
additionner. Mais lorsque q “ r il est possible de les multiplier !

Définition 1.8. — Soient A “ pai,jq P Mp,q et B “ pbi,jq P Mq,s, on pose A ¨ B (ou
encore AB) la matrice C “ pci,jq P Mp,s définie par

bi,j “ ai,1b1,j ` ai,2b2,j ` ¨ ¨ ¨ ` ai,qbq,j “
q
ÿ

k“1
ai,kbk,j.

Ici i P t1, ¨ ¨ ¨ , pu et j P t1, ¨ ¨ ¨ , su.
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Remarque 1.9. — Observons que le produit AB peut avoir un sens mais pas BA (ou
réciproquement).

Exemple 1.10. —

Soient A “
ˆ

1 2 0
3 ´1 1

˙

P M2,3 et B “

¨

˝

0 1
´1 0
1 1

˛

‚P M3,2.

Alors AB “
ˆ

´2 1
2 4

˙

P M2,2 et BA “

¨

˝

3 ´1 1
´ ´2 0
4 1 1

˛

‚P M3,3.

Il est assez facile de voir les résultats suivants :

Proposition 1.11. — Soient A,B P Mp,q, C P Mq,s, D P Ms,t, et λ P R. On a les
propriétés suivantes :
piq pA`BqC “ AC `BC,
piiq ApCDq “ pACqD,
piiiq λApBq “ ApλBq.
pivq pA` λBqt “ At ` λBt,
pvq pACqt “ CtAt,

Le point piiq indique que le produit est associatif. Par abus, on notera souvent ABC
le produit pABqC. Le point piiiq indique que le scalaire λ "glisse" dans un produit de
matrices.

1.2. L’algèbre des matrices carrées. — Soit maintenant un entier n ě 1. On note
par Mn “ Mn,n l’ensemble des matrices carrées nˆn : c’est donc l’ensemble des matrices à
n lignes et n colonnes. On dit par abus que A est d’ordre (ou de taille) n. Dans la section
précédente, nous avons vu que Mn peut être muni d’une loi ` qui en fait un groupe,
d’une loi externe, mais aussi d’une seconde loi interne ¨ correspondant à la multiplication.
Observons que pour A,B P Mn, les produits AB et BA sont bien définis et donnent lieu
à de nouvelles matrices de Mn.
Notons par In “ pai,jq P Mn la matrice carrée de taille nˆ n ayant des 1 sur la diagonale
et des zéros ailleurs (ou encore ai,i “ 1 et ai,j “ 0 pour i ‰ j).
Il est alors immédiat de voir

Proposition 1.12. — Pour toute matrice A P Mn, il vient

AIn “ InA “ A.

La matrice In est appelée matrice identité (de Mn).
L’ensemble Mn muni des deux lois internes et de la loi externe est une algèbre (sur R ;
sur C si les coefficients sont pris dans C). A l’exception de n “ 1, l’algèbre Mn n’est
pas commutative : pour n ě 2, on peut trouver deux matrices A,B P Mn telles que
AB ‰ BA.
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Remarque 1.13. — On peut montrer que si une matrice A P Mn commute avec toutes
les matrices de Mn, alors A “ λIn pour un certain nombre réel λ.

1.2.1. Inverse d’une matrice. — Soit A une matrice de Mn. Supposons qu’il existe une
matrice B de Mn telle que AB “ In. De cette égalité, on en déduit alors que B est injective
donc surjective (résultat qui se déduit du théorème du rang). Ainsi, il existe une matrice
C P Mn telle que BC “ In. Par conséquent il vient C “ InC “ pABqC “ ApBCq “

AIn “ A, et donc BA “ In. Nous venons donc d’observer que AB “ In implique que
BA “ In. A noter que la matrice B est alors unique : en effet si C est une autre matrice
de Mn telle que AC “ CA “ In alors

B “ BIn “ BpACq “ pBAqC “ InC “ C.

Définition 1.14. — Une matrice A P Mn est dite inversible s’il existe une (unique)
matrice B P Mn telle que AB “ BA “ In. On note alors par A´1 une telle matrice B. La
matrice A´1 est appelée l’inverse de A.
L’ensemble des matrices inversibles de Mn est noté Gln (“ GlnpRq.

Remarque 1.15. — Pour n “ 1, l’ensemble M1 des matrices de taille 1 ˆ 1 s’identifie
aux nombres réels et Gl1 aux nombres réels non nul.

On a les propriétés suivantes :

Proposition 1.16. — Soient A,B P Gln et λ P Rzt0u. Alors
piq AB P Gln et pABq´1 “ B´1A´1,
piiq λA P Gln et pλAq´1 “ 1

λ
A´1,

piiiq At P Gln et pAtq´1 “ pA´1qt.

Démonstration. — Pour le premier point, il suffit de remarquer le calcul suivant
pABqpB´1A´1

q “ ApBB´1
qA´1

“ AInA
´1
“ AA´1

“ In.

Le second point se vérifie de la même façon.
Pour le troisième point, là aussi on effectue le calcul suivant

AtpA´1
q
t
“ pA´1Aqt “ I tn “ In,

ce qui prouve que l’inverse de At est bien la matrice pA´1qt.

Le point piq de la proposition 1.16 montre que l’ensemble Gln est stable par multiplication,
et que la loi ¨ admet In comme élément neutre : ainsi, Gln muni de la multiplication forme
un groupe (non commutatif pour n ě 2).

1.2.2. Quelques familles de matrices. —

Définition 1.17. — Une matrice A P Mn telle que A “ At est appelée matrice symé-
trique. On note par Sn l’ensemble des matrices symétrique des Mn.
Lorsque A P Mn vérifie A “ ´At, on dit que A est antisymétrique. On note par An

l’ensemble des matrices antisymétriques de Mn.

On vérifie très facilement que Sn et An sont des sous-espaces vectoriels de Mn.
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Définition 1.18. — Une matrice A est dite triangulaire supérieure (respectivement tri-
angulaire inférieure) si les coefficients sous (resp. au-dessus de) la diagonale sont nuls.
On note par T`n (resp. T´n ) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures (resp. infé-
rieures). Les matrices diagonales Dn sont les éléments du sous-espace vectoriel T`n XT´n :
ce sont donc les matrices ayant des coefficients nuls en dehors de la diagonale.

Là aussi on vérifie très facilement que T`n , T´n et Dn sont des sous-espaces vectoriels de
Mn. On a même mieux :

Proposition 1.19. — Les ensembles T`n , T´n et Dn sont stables par somme, produit et
par multiplication par un scalaire (loi externe). De plus lorsqu’une matrice A appartient
à l’un de ces ensembles et que A est inversible, alors A´1 appartient au même ensemble.

Démonstration. — La stabilité par somme, produit, et loi externe, se vérifie facilement
en utilisant la définition.
Nous donnerons un peu plus tard une preuve pour l’inverse d’une matrice triangulaire
(lorsqu’il existe), mais pour une matrice diagonale, c’est facile. Observons tout d’abord
qu’une matrice diagonale D est inversible si et seulement si les éléments de la diagonale
sont non nuls (sinon le rang est strictement plus petit que n). Soit alorsD une matrice dia-
gonale dont les éléments di de la diagonale sont non nuls ; on noteD “ Diagpd1, ¨ ¨ ¨ , dnq “
¨

˚

˚

˚

˚

˝

d1 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 d2

. . . ...
... . . . . . . 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 dn

˛

‹

‹

‹

‹

‚

une telle matrice. SoitD1 “ Diagp1{d1, ¨ ¨ ¨ , 1{dnq. Alors on vérifie que

DD1 “ In.

Proposition 1.20. — Soit D,D1 P Dn deux matrices diagonales. Alors DD1 “ D1D.

Démonstration. — C’est assez facile. Soient D “ pdi,jq et D1 “ pd1i,jq. Alors si DD1 “
pci,jq, la formule du produit indique que ci,i “ di,id

1
i,i “ d1i,idi,i, ce dernier produit corres-

pond aux coefficient diagonaux du produit D1D.

1.2.3. Polynômes de matrices. —

Définition 1.21. — Soit k P N et soit A P Mn. On pose

Ak “

k fois
hkkkikkkj

AA ¨ ¨ ¨A .

Si de plus A est inversible, on pose A´k “ pA´1qk. (Avec la convention A0 “ In.)

Soit maintenant RrXs l’algèbre des polynômes à coefficients réels. Etant donnée A P Mn,
on construit une application de RrXs vers Mn de la façon suivante :

ϕA : RrXs Ñ Mn

P ÞÑ P pAq

Détaillons cette application. Si P “ akX
k ` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0 P RrXs, la matrice ϕApP q “

P pAq est définie par
P pAq “ akA

k
` ¨ ¨ ¨ ` a1A` a0In,

7



avec la convention que ϕApOq “ O (l’image du polynôme nul est la matrice nulle).
On peut vérifier que l’application ϕA respecte les sommes, produits et loi externe, et ainsi
ϕA est un morphisme d’algèbres. C’est donc aussi une application du R-espace vectoriel
RrXs vers Mn. Cette observation implique le résultat suivant

Proposition 1.22. — Etant donnée une matrice A P Mn, il existe un polynôme non nul
P P RrXs tel que P pAq “ 0.

Démonstration. — Partons de l’application linéaire ϕA. Comme l’espace de départ a une
dimension supérieure à l’espace d’arrivée (en fait l’espace de départ est de dimension
infinie et l’espace d’arrivée de dimension n2), l’application linéaire ϕA n’est pas injective,
ce qui signifie qu’il existe un polynôme P ‰ 0 avec P P kerpϕAq, ou encore que P pAq “
ϕApP q “ 0.

Donnons une première conséquence de la proposition 1.22.

Proposition 1.23. — Soit A P Mn et soit P “ akX
k ` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0 P RrXs tel que

P pAq “ 0. Si le coefficient constant a0 de P est non nul alors A est inversible. De plus

A´1
“ ´

ak
a0
Ak´1

´
ak´1

a0
Ak´2

´ ¨ ¨ ¨ ´
a1

a0
In.

Démonstration. — On a la relation akAk ` ¨ ¨ ¨ ` a1A` a0In “ 0. On isole In et on divise
par a0 pour avoir l’identité matricielle

In “ ´
ak
a0
Ak ´

ak´1

a0
Ak´1

´ ¨ ¨ ¨ ´
a1

a0
A.

Dans le terme de droite on peut mettre A en facteur (à gauche ou à droite), pour obtenir

In “ A

ˆ

´
ak
a0
Ak´1

´
ak´1

a0
Ak´2

´ ¨ ¨ ¨ ´
a1

a0
In

˙

.

En posant B “ ´ak
a0
Ak´1

´
ak´1

a0
Ak´2

´ ¨ ¨ ¨ ´
a1

a0
In, on a donc AB “ In, ce qui prouve le

résultat annoncé.

Exemple 1.24. — Soit la matrice A “

¨

˝

1 1 0
´1 1 1
2 0 1

˛

‚. Alors A2 “

¨

˝

0 2 1
0 0 2
4 2 1

˛

‚puis A3 “

¨

˝

0 2 3
4 0 2
4 6 3

˛

‚. On remarque ensuite que A3 ´ 3A2 ` 4A ´ 4I3 “ 0. Ainsi le polynôme

P “ X3´3X2`4X´4 "s’annule en A". Comme le coefficient constant de P est non nul,
on en déduit que A est inversible d’inverse

A´1
“

1
4A

2
´

3
4A` 4I3 “

1
4

¨

˝

1 ´1 1
3 1 ´1
´2 2 2

˛

‚.

Nous préciserons un peu plus tard ce résultat, en particulier comment trouver une matrice
comme dans l’exemple 1.24.
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1.3. Exercices. —

Exercice 1. — Résoudre les systèmes suivants :
$

&

%

x` y ´ z “ 1
2y ` z “ 1

x´ y ` 3z “ 0

$

&

%

x` y ` z “ 0
x´ y ´ 2z “ 1
x` 3y ` 6z “ 0

Exercice 2. — Soient les matrices A “
ˆ

1 2 0
3 ´1 4

˙

et B “

¨

˝

2 1 ´3
3 0 4
0 ´1 ´1

˛

‚.

1. Lorsque c’est possible, effectuer les calculs AB, BA, A2 et B2.
2. Calculer At, AAt et AtA.

Exercice 3. — Soit la matrice A “

¨

˝

1 1
0 ´1
1 0

˛

‚.

Existe-t-il des matrices B telles que BA “ In, n à déterminer ? Si oui, calculer AB.

Exercice 4. — Soit n ě 2. Donner deux matrices carrées A et B de MnpRq telles que
AB ‰ BA.

Exercice 5. — Déterminer toutes les matrices A de M2pRq vérifiant A2 “ A. Pour
ces matrices, déterminer An pour tout entier n ě 0. Déterminer une telle matrice A
lorsqu’elle est inversible.

Exercice 6. — On considère la matrice M “

ˆ

1 1
0 2

˙

. On souhaite calculer les puis-

sances de M . Pour cela on note, pour n ě 1, Mn “

ˆ

an xn
bn cn

˙

.

1. Déterminer les valeurs de an, bn et cn pour tout entier n ě 1.
2. Montrer que xn`1 “ 1` 2xn pour tout entier n.
3. On note yn “ xn ` 1. Déterminer l’expression de yn`1 en fonction de yn.
4. En déduire l’expression de yn puis de xn en fonction de n, et enfin l’expression de
Mn.

Exercice 7. — Calculer la puissance n-ème des matrices suivantes (n ě 1) :

A “

ˆ

0 1
0 0

˙

, B “

ˆ

2 3
0 0

˙

, C “

¨

˝

1 1 1
1 1 1
1 1 1

˛

‚, D “

¨

˝

´2 1 1
1 ´2 1
1 1 ´2

˛

‚.
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Exercice 8. — On considère la matrice A “

¨

˚

˚

˝

1 1 1 1
1 1 ´1 ´1
1 ´1 1 ´1
1 ´1 ´1 ´1

˛

‹

‹

‚

.

1. Montrer que A3 ´ 6A` 4I4 “ 0.
2. Montrer que A est inversible et calculer A´1.

Exercice 9. — Soit la matrice à coefficients réels A “
ˆ

a b

c d

˙

.

Montrer l’existence de deux réels x et y tels que A2 ` xA ` yI2 “ 0. Montrer que A est
inversible si et seulement si ad´ bc ‰ 0. En déduire A´1 lorsque A est inversible.

Exercice 10. — Soient les matrices A “
ˆ

4 ´2
3 ´1

˙

et P “
ˆ

2 1
3 1

˙

.

1. Montrer que P est inversible et calculer P´1.
2. Calculer P´1AP .
3. En déduire An, n ě 1. Quel sens peut-on donner à An pour n ď 0 ?

Exercice 11. — Soit A P MnpRq vérifiant A2 ´ 5A` 6In “ 0.
1. Donner un exemple d’une telle matrice.
2. Montrer que A est inversible et exprimer A´1 en fonction de A.
3. Exprimer An, n ě 0, en fonction de A.
4. Exprimer A´n, n ě 0, en fonction de A.

Exercice 12. — 1. Soit la matrice A “

¨

˝

1 0 0
´1 1 0
0 ´1 1

˛

‚. Calculer pA´ I3q
n, n ě 1 ;

en déduire An.
2. Soit le système récurrent (n ě 0)

$

&

%

xn`1 “ xn
yn`1 “ yn ´ xn
zn`1 “ zn ´ yn

Ecrire ce système sous forme matricielle puis exprimer pxn, yn, znq en fonction de
px0, y0, z0q.

Exercice 13. — Déterminer les dimensions des espaces vectoriels T`n , T´n et Dn.

Exercice 14. — On note par Sn le sous-espace vectoriel des matrices symétriques de
MnpRq et par An celui des matrices anti-symétriques.
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1. Déterminer les dimensions de Sn et de An.

2. Montrer que MnpRq “ Sn ‘ An.

Exercice 15. — On note par O2 l’ensemble des matrices A de M2pRq vérifiant AtA “ I.
Les matrices de O2 sont appelées matrices orthogonales.

1. Montrer que O2 n’est pas vide.

2. Montrer que toute matrice de O2 est inversible, et que l’ensemble O2 est stable par
multiplication.

3. Déterminer toutes les matrices orthogonales de O2.

4. Montrer qu’une matrice orthogonale est soit une matrice de rotation soit le produit
d’une matrice de rotation par une matrice d’une symétrie orthogonale.

2. Déterminant

On fixe n ě 1 et dans toute cette section les matrices sont des matrices de Mn (à
coefficients réels par exemple).

2.1. Formes multilinéaires alternées. — Soit le R-espace vecotriel E “ Rn. Nous
notons par te1, ¨ ¨ ¨ , enu la base canonique E.
Soit p ě 1. Une application F : Ep Ñ R est appelée forme p-linéaire si elle
est linéaire en chacune des variables. C’est à dire étant donné i P t1, ¨ ¨ ¨ , pu et
pX1, ¨ ¨ ¨ , Xi1 , Xi`1, ¨ ¨ ¨ , Xpq P Ep´1, l’application Fi : R Ñ R définie par FipXq “
F pX1, ¨ ¨ ¨ , Xi1 , X,Xi`1, ¨ ¨ ¨ , Xpq est linéaire.

Remarque 2.1. — Quand p “ 1, cela signifie simplement que F est linéaire. Quand
p “ 2, les applications 2-linéaires sont les formes bilinéaires sur E.

Une forme p-linéaire est dite alternée si F pX1, ¨ ¨ ¨ , Xpq “ 0 dès qu’il existe i ‰ j

tels que Xi “ Xj. Une forme alternée est anti-symétrique : pour tout i ă j il vient
F pX1, ¨ ¨ ¨ , Xi, ¨ ¨ ¨ , Xj, ¨ ¨ ¨ , Xpq “ ´F pX1, ¨ ¨ ¨ , Xj, ¨ ¨ ¨ , Xi, ¨ ¨ ¨ , Xpq. En effet, il suffit de
partir de 0 “ F pX1, ¨ ¨ ¨ , Xi `Xj, ¨ ¨ ¨ , Xj `Xi, ¨ ¨ ¨ , Xpq puis d’utiliser la linéarité de F .
De cette façon, on montre aussi qu’une forme anti-symétrique est alternée.
L’ensemble des formes p-linéaires alternées forme un espace vectoriel sur R, noté AltppEq.

Exemple 2.2. — Soit E “ Re1 » R. Prenons p “ 2. Alors pour v, w P E, il existe a, b P
R tel que v “ ae1 et w “ be1. Soit alors F P AltppEq, il vient F pv, wq “ abF pe1, e1q “ 0.
La 2-forme est donc nulle.

L’observation de l’exemple 2.2 s’étend facilement pour montrer que AltppEq “ t0u pour
p ą n.
Intéressons nous maintenant au cas où p “ n.
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Exemple 2.3. — Soit E “ Re1 ‘ Re2 » R2 et soit F P Alt2pEq. Soit v “ ae1 ` be2 et
w “ ce1 ` de2 des vecteurs de E avec a, b, c, d P R. Il vient alors

F pv, wq “ F pae1 ` be2, ce1 ` de2q

“ acF pe1, e1q ` adF pe1, e2q ` bcF pe2, e1q ` bdF pe2, e2q

“ adF pe1, e2q ´ bcF pe1, e2q

“ pad´ bcqF pe1, e2q

Soit alors l’application ∆2 de R2 Ñ R définie par

∆2

´

ˆ

a

b

˙

,

ˆ

c

d

˙

¯

“ ad´ bc.

Il est assez immédiat de voir que ∆2 est une 2-forme linéaire alternée sur R2, et que

∆2 est non nulle (en effet ∆2

´

ˆ

1
0

˙

,

ˆ

0
1

˙

¯

“ 1). Le calcul précédent montre que

F “ F pe1, e2q∆2, et ainsi Alt2 “ x∆2y, c’est à dire que Alt2 est un R-espace vectoriel de
dimension 1 engendré par la 2-forme ∆2.

Exemple 2.4. — Soit E “ Re1 ‘ Re2 ‘ Re3 » R3 et soit f P Alt3pEq. Soit u “
ae1 ` be2 ` ce3, v “ de1 ` fe2 ` ge3, w “ he1 ` ie2 ` je3 des vecteurs de E avec
a, b, ¨ ¨ ¨ , i, j P R. Avec un calcul similaire au calcul de l’exemple précédent il vient

F pu, v, wq “ apfj ´ giq ´ bpdj ´ hgq ` cpdi´ fhqF pe1, e2, e3q.

Soit l’application ∆3 de R3 Ñ R définie par

∆3

´

¨

˝

a

b

c

˛

‚,

¨

˝

d

f

g

˛

‚,

¨

˝

h

i

j

˛

‚

¯

“ apfj ´ giq ´ bpdj ´ hgq ` cpdi´ fhq.

Il est assez immédiat de voir que ∆3 est une 3-forme linéaire alternée sur R3, également

non nulle (car ∆3

´

¨

˝

1
0
0

˛

‚,

¨

˝

0
1
0

˛

‚,

¨

˝

0
0
1

˛

‚

¯

“ 1). Ainsi Alt3 “ x∆3y.

Plus généralement, on peut montrer que Altn est un espace vectoriel de dimension 1
engendré par une n-forme ∆n, avec ∆npe1, ¨ ¨ ¨ , enq “ 1, où te1, ¨ ¨ ¨ , enu est la base
canonique de Rn. En particulier pour toute forme n-linéaire alternée F sur E “ Rn,
on a

F “ F pe1, ¨ ¨ ¨ , enq∆n.(1)

2.2. Définition et propriétés. — Soit A P Mn. Ecrivons alors A en fonction de ses
colonnes CA,i P Rn, ou encore A “

“

CA,1| ¨ ¨ ¨ |CA,n
‰

, écriture de A par blocs (ici CA,i
désigne la i-ème colonne de A). Soit alors ∆n la n-forme alternée sur Rn valant 1 sur la

base canonique

¨

˚

˚

˚

˝

1
0
...
0

˛

‹

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˚

˝

0
1
...
0

˛

‹

‹

‹

‚

, ¨ ¨ ¨

¨

˚

˚

˚

˝

0
0
...
1

˛

‹

‹

‹

‚

.
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Définition 2.5. — Soit la matriceA “
“

CA,1| ¨ ¨ ¨ |CA,n
‰

. La quantité ∆n

`

CA,1, ¨ ¨ ¨ , CA,n
˘

est le déterminant de la matrice A. On la note detA ou encore |A|. Par abus on notera
aussi : detA “ detrCA,1| ¨ ¨ ¨ |CA,ns.

Exemple 2.6. — On a detpaq “ a detp1q “ a, det
ˆ

a c

b d

˙

“ ad´bc et det

¨

˝

a d h

b f i

c g j

˛

‚“

apfj ´ giq ´ bpdj ´ hgq ` cpdi´ fhq.

Exemple 2.7. — On a det In “ ∆npe1, ¨ ¨ ¨ , enq “ 1.

Commençons par donner des propriétés immédiates se déduisant du fait que ∆n est une
n-forme alternée.

Proposition 2.8. — Soit une matrice A “
“

C1| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

P Mn, où l’on note Ci “ CA,i.
piq La linéarité de ∆n implique que pour tout vecteur U P Rn,

det
“

C1| ¨ ¨ ¨ |Ci ` U | ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

“ det
“

C1| ¨ ¨ ¨ |Ci| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

` det
“

C1| ¨ ¨ ¨ |U | ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

.

piiq Si l’on ajoute à une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes alors le
déterminant reste constant. En particulier lorsque l’on ajoute à Ci un multiple de
Cj, pour i ‰ j

det
“

C1| ¨ ¨ ¨ |Ci ` λCj| ¨ ¨ ¨ |Cj| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

“ det
“

C1| ¨ ¨ ¨ |Ci| ¨ ¨ ¨ |Cj| ¨ ¨ ¨Cn
‰

.

piiiq Si l’on multiplie une colonne par un scalaire λ, alors le déterminant est multiplié
par λ :

det
“

C1| ¨ ¨ ¨ |λCi| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

“ λ det
“

C1| ¨ ¨ ¨ |Ci| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

.

Ainsi il vient : detpλAq “ λn detA.
pivq Si l’on permute deux colonnes le déterminant change de signe

det
“

C1| ¨ ¨ ¨ |Ci| ¨ ¨ ¨ |Cj| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

“ ´ det
“

C1| ¨ ¨ ¨ |Cj| ¨ ¨ ¨ |Ci| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

.

Il se pose alors naturellement la question de savoir ce qui se passe si dans la proposition
2.8 l’on regarde les lignes plutôt que les colonnes : les résultats sont identiques, cela repose
sur le résultat suivant

Proposition 2.9. — Soit A P Mn. Alors detA “ detAt.

Démonstration. — Etant donnée une matrice A P Mn, on écrit A sous la forme "lignes"

A “

»

—

–

LA,1
...

LA,n

fi

ffi

fl

. Ainsi At “
“

LtA,1| ¨ ¨ ¨ |L
t
A,ns. Soit alors l’application G : Mn Ñ R définie

comme suit :
G : Mn ÝÑ R

»

—

–

LA,1
...

LA,n

fi

ffi

fl

ÞÑ det
“

LtA,1| ¨ ¨ ¨ |L
t
A,n

‰

.
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Il est facile de voir que G est une n-forme alternée sur Rn, ainsi G est proportionnelle
à la forme ∆n. Il existe λ P R tel que G “ λ∆n. Or pour A “ In, il vient GpInq “ 1 et
det In “ 1. On en déduit donc que λ “ 1. Ainsi G “ ∆n, ou encore G “ det. On conclut
en observant que GpAq “ detAt.

Dans la preuve de la proposition 2.9 nous avons utilisé le fait que Altn est un espace
vectoriel de dimension 1, engendré par la forme ∆n (ou encore par abus det). Cette
propriété nous permet également de montrer les deux théorèmes à venir.

Théorème 2.10. — On a detA “ 0 si et seulement si la matrice A est inversible.

Démonstration. — Supposons la matrice non inversible. Cela signifie donc qu’il existe
une relation linéaire entre les colonnes de A, et comme det est une forme alternée (en les
colonnes des matrices de Mn), on en déduit que detA “ 0.
Réciproquement. Si A est inversible, cela signifie que les colonnes Ci (“ CA,i) de A forment
une base B1 de Rn. Soit alors ∆B1 la forme n-linéaire alternée relativement à cette base :
∆B1 est une (en fait "la") n-forme linéaire sur les vecteurs de Rn dans exprimés dans la
base B1 (qui vaut 1 en pC1, ¨ ¨ ¨ , Cnq). Alors comme pour ∆n (voir l’égalité (1)), on a que
pour tout F P Altn :

F “ F
`

C1, ¨ ¨ ¨ , Cn
˘

∆B1 .

Si l’on prend F “ ∆n, il vient ∆n “ ∆npC1, ¨ ¨ ¨ , Cnq∆B1 et comme ∆n est une forme non
nulle, on en déduit que ∆n

`

C1, ¨ ¨ ¨ , Cn
˘

‰ 0, et donc detA ‰ 0.

Théorème 2.11. — Pour toutes matrices A,B P Mn, il vient
detpABq “ detAˆ detB.

Démonstration. — Cela va reposer sur le lemme suivant

Lemme 2.12. — Soit A “
“

CA,1| ¨ ¨ ¨ |CA,n
‰

P Mn et soit F P Altn.
Alors G : pX1, ¨ ¨ ¨ , Xnq ÞÑ F pAX1, ¨ ¨ ¨ , AXnq est une n-forme alternée sur Rn, et G “

F pCA,1, ¨ ¨ ¨ , CA,nq ¨∆n.

Démonstration. — Le fait que G soit une forme alternée est immédiat. Ainsi, comme Altn
est de dimension 1 engendré par ∆n, il existe λ P R tel que G “ λ∆n. On évalue ensuite
cette égalité en la base canonique te1, ¨ ¨ ¨ , enu, et on conclut en notant que Aei “ Ai.

Donnons la preuve du théorème 2.11. Par définition, detpABq “ ∆npACB,1, ¨ ¨ ¨ , ACB,nq,
où B “

“

CB,1| ¨ ¨ ¨ |CB,n
‰

. Par le lemme 2.12, il vient ainsi (en prenant F “ ∆n)

detpABq “ ∆npCA,1, ¨ ¨ ¨ , CA,nq∆npCB,1, ¨ ¨ ¨ , CB,nq “ detAˆ detB.

Corollaire 2.13. — Soit A,B P Mn. Alors detpABq “ detpBAq.

Démonstration. — En effet detpABq “ detA ¨ detB “ detB ¨ detA “ detpBAq.

Corollaire 2.14. — Soit A P Gln. Alors detA´1
“

1
detA .
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Démonstration. — Comme AA´1 “ In, par le théorème 2.11, il vient
detA detpA´1

q “ det In “ 1,
d’où le résultat.

2.3. Développement d’un déterminant. — Le fait que Altn soit de dimension 1 va
permettre de donner également une règle de calcul du déterminant. Commençons par le
cas d’une matrice par blocs.

Théorème 2.15. — Soit une matrice par blocs A “
„

R S

O T



, où R P Mr et T P Mt

sont deux matrices carrées (non nécessairement de même taille), et O est une matrice
composée uniquement de 0. Alors detA “ detR ˆ detT .

Démonstration. — Soit S et T fixées, alors l’application F : X P Mr ÞÑ det
„

X S

O T



est une r-forme alternée sur Rr (par rapport aux colonnes de X). Ainsi, F pXq “ λ∆r, et
en prenant X “ Ir, on obtient que λ “ F pIrq puis que F pRq “ F pIrq ˆ detR.

Ensuite fixons S. Alors l’application G : Y P Ms ÞÑ det
„

Ir S

O Y



est une t-forme alternée

sur Rt, par rapport aux lignes de Y . Ainsi, GpY q “ β∆t, et en prenant Y “ It, on obtient
β “ GpItq.
Au final, on a donc

detA “ F pRq “ detR ˆ F pIrq “ detR ˆGpT q “ detR ˆGpItq ˆ detT.

Or GpItq “ det
„

Ir S

O It



. Une simple manipulation sur les colonnes de S en fonction des

premières colonnes montre que GpItq est égal à det
„

Ir O

O It



(en utilisant la proposition

2.8 piiq), c’est à dire au déterminant de la matrice identité qui vaut 1.

Par induction, on en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2.16. — Soit A “ pai,jq P T`n une matrice triangulaire supérieure (ou infé-
rieure, ou diagonale). Alors detA “ a1,1a2,2 ¨ ¨ ¨ an,n. En d’autres termes, le déterminant
de A est égal au produit des éléments de la diagonale. En particulier une matrice trian-
gulaire supérieure (ou inférieure, ou diagonale) est inversible si et seulement si tous les
éléments de la diagonale sont non nuls.

Définition 2.17. — Soit A “ pai,jq P Mn. Etant donnés i, j P t1, ¨ ¨ ¨ , nu, notons par
Ai,j la matrice carrée de taille pn´ 1qˆ pn´ 1q obtenue à partir de A en retirant la i-ème
ligne et j-ème colonne. On note par ∆i,j le déterminant de Ai,j : c’est le mineur de ai,j.
La quantité p´1qi`j∆i,j est appelé cofacteur.
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Théorème 2.18. — Soit A “ pai,jq P Mn. Soit i P t1, ¨ ¨ ¨ , nu fixé. Alors (développe-
ment par rapport à la i-ème ligne)

detA “
n
ÿ

j“1
p´1qi`jai,j∆i,j,

et (développement par rapport à la i-ème colonne)

detA “
n
ÿ

j“1
p´1qi`jaj,i∆j,i.

Démonstration. — On passe du développement par rapport à une ligne au développement
par rapport à une colonne en utilisant la proposition 2.9. Donnons la preuve pour le
développement par rapport à la i-ème colonne. Par le point pivq de la proposition 2.8, il
vient

detA “ det
“

CA,1| ¨ ¨ ¨ |CA,i| ¨ ¨ ¨ |CA,n
‰

“ p´1qi´1 det
“

CA,i|CA,1| ¨ ¨ ¨ |CA,i´1|CA,i`1| ¨ ¨ ¨ |CA,n
‰

“ p´1qi´1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,i a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
a2,i a2,1 ¨ ¨ ¨ an,1
... ... ... ...
an,i an,1 ¨ ¨ ¨ an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On utilise ensuite la linéraité par rapport à la première colonne (voir la proposition 2.9
piq), pour arriver à

detA “ p´1qi´1

¨

˚

˚

˚

˚

˝

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,i a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
0 a2,1 ¨ ¨ ¨ an,1

0 ... ... ...
0 an,1 ¨ ¨ ¨ an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
`

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
a2,i a2,1 ¨ ¨ ¨ an,1

0 ... ... ...
0 an,1 ¨ ¨ ¨ an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
` ¨ ¨ ¨ `

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
... a2,1 ¨ ¨ ¨ an,1

0 ... ... ...
an,i an,1 ¨ ¨ ¨ an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Soit j P t1, ¨ ¨ ¨ , nu fixé. On a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
... a2,1 ¨ ¨ ¨ an,1

aj,i
... ... ...

0 an,1 ¨ ¨ ¨ an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“ p´1qj´1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aj,i aj,1 ¨ ¨ ¨ aj,n
0 a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
... ... ... ...
0 an,1 ¨ ¨ ¨ an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
après avoir ramené la j-ème ligne en première ligne. Or d’après le théorème 2.15, il vient∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

aj,i aj,1 ¨ ¨ ¨ aj,n
0 a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
... ... ... ...
0 an,1 ¨ ¨ ¨ an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“ ak,i

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
... ... ...
an,1 ¨ ¨ ¨ an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣ “ aj,i∆j,i,

car en effet la dernière matrice s’obtient à partir de A en retirant la i-ème colonne et
j-ème ligne. Il vient ainsi

detA “
n
ÿ

j“1
p´1qi´1`j´1aj,i∆j,i “

n
ÿ

j“1
p´1qi`jaj,i∆j,i.
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Exemple 2.19. — Soit A “
ˆ

a c

b d

˙

. En développant par rapport à la première ligne,

on obtient
detA “ a∆1,1 ´ c∆1,2,

où ici ∆1,1 “ detpdq et ∆1,2 “ detpbq. Or le déterminant d’une matrice B “ pλq est égal
à λ detp1q “ λ. D’où detA “ ad ´ bc. On retrouve le calcul bien connu du déterminant
d’une matrice 2ˆ 2 (voir exemple 2.6).

Exemple 2.20. — Dans l’exemple 2.6 la formule pour n “ 3 s’obtient en faisant un
développement par rapport à la première colonne (et en utilisant la formule pour n “ 2.)

A l’image de ces exemples, la formule du théorème 2.18 permet donc de calculer le déter-
minant d’une matrice de taille nˆ n.

Exemple 2.21. — Soit A “

¨

˚

˚

˝

1 1 ´1 1
1 0 2 1
´1 2 2 0
2 1 0 ´1

˛

‹

‹

‚

“
“

C1| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

. On veut calculer detA.

Faisons une première opération qui consiste à mettre le plus de zéros possible sur la
première ligne. Pour cela on remplace la colonne C2 par C2 ´ C1, C3 par C3 ` C1 et C4
par C4 ´ C1. Avec ces opérations le déterminant ne change pas (par la proposition 2.8
piiq). Ainsi

detA “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0
1 ´1 3 0
´1 3 1 1
2 1 1 ´2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Puis on développe par rapport à la première ligne pour obtenir

detA “

∣∣∣∣∣∣∣
´1 3 0
3 1 1
1 1 ´2

∣∣∣∣∣∣∣ .
On développe à nouveau par rapport à la première ligne pour arriver à

detA “ p´1q
∣∣∣∣∣1 1
1 ´2

∣∣∣∣∣´ 3
∣∣∣∣∣3 1
1 ´2

∣∣∣∣∣ “ ´p´2´ 1q ´ 3p´6´ 1q “ 24.

2.4. Applications. —

2.4.1. Calul du rang d’une matrice. — Commençons par rappeler la notion du rang d’une
matrice.

Définition 2.22. — Soit A P Mp,q. Le rang de A est la dimension de l’espace vectoriel
engendré par les vecteurs colonnes. On note par rgA cette quantité.

On rappelle que le théorème du rang indique que q “ dim kerA ` rgA. La technique de
réduction d’une matrice en une forme échelonnée réduite permet de montrer le théorème
suivant
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Théorème 2.23. — Soit A P Mp,q. Il existe P P Glp et Q P Glq telles que

A “ P

„

Ir Or,q´r

Op´r,r Op´r,q´r



Q,

où Ir désigne la matrice identité de taille rˆ r, et où Oi,j P Mi,j est la matrice composée
uniquement de 0. Un tel entier r est unique, il est égal au rang de A.

Comme conséquence, il vient

Corollaire 2.24. — Soit A P Mp,q. Alors rgA “ rgAt. En particulier rgA ď mintp, qu.

Démonstration. — Passer à la transposée la décomposition de A du théorème 2.23, puis
utiliser l’unicité de l’entier r (“ rgA).

Définition 2.25. — Soit A P Mp,q. Une matrice extraiteB de A est une matrice obtenue
à partir de A après suppression de lignes et de colonnes. On appelle déterminant extrait
de A le déterminant detB d’une matrice extraite B de A.

On a le théorème suivant
Théorème 2.26. — Soit A P Mp,q. Alors le rang de A est le plus grand entier k tel
qu’il existe une matrice carrée extraite B de A de taille k ˆ k, avec detB ‰ 0.

Démonstration. — Soit k0 le maximum des entiers k pour lesquels il existe un détermi-
nant extrait non nul de taille k.
‚ Soit une matrice extraite B de taille kˆk de déterminant non nul. Alors les colonnes de
B ne sont pas liées, ce qui implique que les colonnes de A "correspondantes" aux colonnes
de B ne sont pas liées et ainsi rgA ě k. Ainsi rgA est plus grand que k0.
‚ Soit r “ rgA. Alors il existe r colonnes Ci1 , ¨ ¨ ¨ , Cir de A “

“

C1| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

qui sont
linéairement indépendantes. Ainsi la matrice extraite B “

“

Ci1 | ¨ ¨ ¨ |Cir
‰

est de rang r. La
matrice Bt est de même rang r, ce qui signifie que l’on peut alors extraire r lignes de B
indépendantes. La matrice finale obtenue est une matrice extraite B1 de taille rˆ r et de
rang r, donc de déterminant non nul. Ainsi k0 ě rgA, d’où l’égalité recherchée.

Exemple 2.27. — Soit la matrice A “

¨

˝

2 3 1 1
1 1 ´1 ´1
1 1 3 2

˛

‚. Le rang de A est plus petit

que 3 (le nombre de lignes de A). On calcule le déterminant extrait correspondant à la

matrice 3ˆ3 obtenue à partir de A après suppression de la dernière colonne :

∣∣∣∣∣∣∣
2 3 1
1 1 ´1
1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣ “
´4 ‰ 0. Ainsi rgA “ 3.

2.4.2. Inverse d’une matrice. —

Définition 2.28. — Soit A P Mn et soient p´1qi`j∆i,j ses cofacteurs (voir la définition
2.17). La matrice carrée d’ordre n dont le pi, jq ème coefficient est p´1qi`j∆i,j est appelée
comatrice de A (ou matrice des cofacteurs) et est notée comA.
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On a alors le théorème suivant
Théorème 2.29. — Soit A P Mn. Alors pcomAqtA “ ApcomAqt “ pdetAqIn. En
particulier si A est inversible alors

A´1
“

1
detApcomAqt.

Démonstration. — Ecrivons A “ pai,jq et pcomAqt “ pbi,jq. Ainsi, bi,j “ p´1qi`j∆j,i. Soit
i, j P t1, ¨ ¨ ¨ , nu, alors

“

pcomAqtA
‰

i,j
“

n
ÿ

k“1
bi,kak,j “

n
ÿ

k“1
ak,jp´1qi`k∆k,i.

Quand i “ j, il vient
“

pcomAqtA
‰

i,i
“

n
ÿ

k“1
ak,ip´1qi`k∆k,i.

Observons alors que
řn
k“1 ak,ip´1qi`k∆k,i correspond au calcul de detA par rapport à la

i-ème colonne. Ainsi
“

pcomAqtA
‰

i,i
“ detA.

Quand i ‰ j. Dans la matrice A, remplaçons la i-ème colonne par la j-ème colonne pour
obtenir une matrice A1 qui a donc deux colonnes identiques (et ainsi detA1 “ 0). Si l’on
calcule detA1 en effectuant le développement par rapport à la i-ème colonne, il vient
exactement detA1 “

řn
k“1 ak,jp´1qi`k∆k,i.

Au final, on obtient bien pcomAqtA “ pdetAqIn. Le second calcul s’obtient de la même
façon.

Exemple 2.30. — Soit A “
ˆ

a c

b d

˙

. Alors comA “
ˆ

d ´b

´c a

˙

et si A est inversible il
vient

A´1
“

1
ad´ bc

ˆ

d ´c

´b a

˙

.

2.4.3. Formules de Cramer. — Soit un système linéaire de taille nˆ n
AX “ Y,

avec Y P Rn donné. Notons X “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq le vecteur inconnu.
On suppose detA ‰ 0. Le système a donc une unique solution. Ecrivons A “

“

C1| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

.
Alors

Y “ x1C1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnCn.

Par conséquent, par linéarité de la forme déterminant, il vient

det
“

Y |C2| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

“

n
ÿ

i“1
xi det

“

Ci|C2| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

“ x1 detA,

car pour i ą 1, on a det
“

Ci|C2| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

“ 0 (on retrouve deux fois la même colonne).
Ainsi

x1 “
det

“

Y |C2| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

detA .

En réitérant cette démarche pour les autres xi, nous venons de montrer le résultat suivant
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Théorème 2.31. — Soit A “
“

C1| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

P Gln. Alors la solution X “

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

du

système AX “ Y s’écrit

xi “
det

“

C1| ¨ ¨ ¨ |Ci´1|Y |Ci`1| ¨ ¨ ¨ |Cn
‰

detA ,

i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n.

Exemple 2.32. — Soient A “

ˆ

a c

b d

˙

, Y “

ˆ

α

β

˙

et le système AX “ Y , avec

X “

ˆ

x

y

˙

. Supposons ad´ bc ‰ 0. Alors

x “
αd´ βc

ad´ bc
, y “

αb´ aβ

ad´ bc
.

Remarque 2.33. — Remarquons que la seconde partie du théorème 2.29 peut se dé-
duire des formules de Cramer du théorème 2.31.

2.5. Exercices. —

Exercice 16. — Calculer les déterminants des matrices suivantes et déterminer celles
qui sont inversibles :

A “

ˆ

1 2
3 5

˙

B “

¨

˝

3 ´1 1
6 2 1
3 ´1 1

˛

‚ C “

¨

˝

1 ´1 1
´1 2 3
1 1 1

˛

‚

D “

¨

˝

´5 ´6 12
´1 0 3
1 ´3 1

˛

‚ E “

¨

˚

˚

˝

6 0 0 5
1 7 2 ´5
2 0 0 0
8 3 1 8

˛

‹

‹

‚

F “

¨

˚

˚

˝

1 0 3 ´1
1 2 2 ´3
1 0 1 5
6 3 ´3 4

˛

‹

‹

‚

.

Exercice 17. — Calculer

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1` a a a

b 1` b b

c c 1` c

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

.

Exercice 18. — A quelles conditions les matrices suivantes sont-elle inversibles ?

A “

ˆ

λ ´3
3 ´λ

˙

B “

¨

˝

λ 0 2
´1 λ 3
2 0 λ

˛

‚ C “

¨

˚

˚

˝

1 0 1 0
1 1 1 1
0 1 0 ´1
λ 0 0 1

˛

‹

‹

‚
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Exercice 19. — 1) A quelles conditions les matrices suivantes sont-elle inversibles ?

A “

ˆ

1 1
a b

˙

B “

¨

˝

1 1 1
a b c

a2 b2 c2

˛

‚.

2) Donner une généralisation.

Exercice 20. — Déterminer le rang des matrices suivantes

A “

¨

˝

2 1 3 1
1 3 1 a

1 3 1 ´1

˛

‚, B “

¨

˝

3 1 1 1
1 ´2 5 a

1 1 ´1 1

˛

‚.

Exercice 21. — Soit la famille B “ t

¨

˝

1
1
t

˛

‚,

¨

˝

1
t

1

˛

‚,

¨

˝

t

1
1

˛

‚u. A quelle condition sur

t P R la famille B est-elle une base de R3 ?

Exercice 22. — Calculer les inverses des matrices suivantes

A “

¨

˝

0 1 1
1 0 1
1 1 0

˛

‚ B “

¨

˝

2 7 3
3 9 4
1 5 3

˛

‚ C “

¨

˚

˚

˝

1 λ 0 0
0 1 λ 0
0 0 1 λ

0 0 0 1

˛

‹

‹

‚

λ P R.

Exercice 23. — Discuter suivant les deux réels a et α la résolution du système linéaire :
$

’

’

&

’

’

%

3x` y ´ z “ 1
x´ 2y ` 2z “ α

x` ay ´ z “ 1
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3. Diagonalisation

Dans toute cette section, les matrices seront prises dans l’espace Mn (espace des matrices
carrées) pour un certain entier n ě 1.

3.1. Polynôme caractéristique. — Soit A P Mn. Considérons alors la matrice de Mn

suivante : XIn´A, où X est une indéterminée (X a les mêmes propriétés qu’un scalaire).

Si A “

¨

˚

˚

˚

˝

a1,1 a1,2 ¨ ¨ ¨ a1,n
a2,1 a2,2 ¨ ¨ ¨ a2,1
... ... . . . ...
an,1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ an,n

˛

‹

‹

‹

‚

alors A´XIn “

¨

˚

˚

˚

˝

a1,1 ´X a1,2 ¨ ¨ ¨ a1,n
a2,1 a2,2 ´X ¨ ¨ ¨ a2,1
... ¨ ¨ ¨

. . . ...
an,1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ an,n ´X

˛

‹

‹

‹

‚

.

Définition 3.1. — Soit A P Mn. On définit le polynôme caractéristique de A comme le
polynôme PApXq “ detpXIn ´ Aq.

Exemple 3.2. — Pour n “ 1, A “ paq, alors PA “ X ´ A.

Pour n “ 2, A “
ˆ

a c

b d

˙

, alors

PA “

∣∣∣∣∣X ´ a ´c

´b X ´ d

∣∣∣∣∣ “ pX ´ aqpX ´ dq ´ bc “ X2
´ pa` dqX ` ad´ bc.

Pour une matrice A P Mn, la trace est la somme des éléments de la diagonale. On note
TrA cette quantité. Observons alors que pour n “ 2, il vient PA “ X2 ´ TrA X ` detA.

Proposition 3.3. — Soient A P Mn et PA son polynôme caractéristique. Alors PA est
un polynôme unitaire de degré n et de coefficient constant p´1qn detA.

Démonstration. — On montre par réccurence que
piq le déterminant extrait de toute sous-matrice de XIn ´A de taille pn´ 1q ˆ pn´ 1q

est un polynôme de degré plus petit que n´ 1,
piiq que si A P Mn, alors PA “ detpXIn ´ Aq est de degré n.
Le résultat est vrai pour n “ 1. Supposons le résultat vrai à l’ordre n´1. En développant
par rapport à la premièr colonne on voit que detpXIn´Aq “ ˘pX´a1,1q∆1,1`RpXq, où
R est un polynôme de degré au plus n´1 (par l’hypothèse de récurrence piq) et où ∆1,1 est
le mineur de la matrice XIn´A obtenue après retrait de la 1ère ligne et 1ère colonne. On
remarque alors que ∆1,1 correspond au polynôme caractéristique de la matrice extraite
de A (associée à ∆1,1), et par l’hypothèse de récurrence il vient degpX ´ a1,1q∆1,1 “ n.
Au final, on obtient bien degPA “ n.
Pour le second point de la proposition, il suffit de noter que PAp0q “ detp´Aq “
p´1qn detA.

Donnons une propriété importante du polynôme caractéristique, c’est le théorème de
Cayley-Hamilton. Rappelons la proposition 1.22 : étant donnée A P Mn, il existe P P RrXs
non nul tel que P pAq “ 0. Le théorème de Cayley-Hamilton indique que PA "s’annule"
en A.
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Théorème 3.4. — Soit A P Mn et soit PA son polynôme caractéristique. Alors
PApAq “ 0.

Nous allons donner une preuve qui repose sur l’observation suivante : soit P P RrXs et
soit a P R. Alors P paq “ 0 si et seulement si P “ pX ´ aqR, où R P RrXs. Ce résultat
s’obtient par division euclidienne.
Il nous faut adapter cette observation au "monde des matrices". Nous allons donc consi-
dérer l’ensemble des polynômes dont les coefficients sont des matrices carrées de taille
nˆn. Notons-le MnrXs. Il est alors immédiat de voir que MnrXs est un R espace vectoriel
de base Ei,jXk, où les Ei,j sont les matrices élémentaires (i, j P t1, ¨ ¨ ¨ , nu, k P N). Ob-
servons à ce niveau que MnrXs coincide avec l’ensemble des matrices dont les coefficients
sont dans RrXs. On peut également munir MnrXs d’un produit, résultant du produit
de matrices. Ici, l’indéterminée X a les mêmes propriétés qu’un scalaire, en particulier :
pour P,Q P MnrXs, XPQ “ PXQ “ PQX. Mais attention, pour P,Q P MnrXs il n’est
pas toujours vrai que PQ “ QP (sauf pour n “ 1).

Lemme 3.5. — Soit A P Mn. Supposons qu’il existe R P MnrXs et P P RrXs tels que

pXIn ´ AqR “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

P 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0
0 P 0 ¨ ¨ ¨ 0
... 0 . . . . . . ...
... . . . . . .
0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 P

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

c’est à dire que pXIn ´ AqR “ PIn. Alors P pAq “ 0.

Démonstration. — Soit k le degré de P . On observe que R est de degré k ´ 1. Ecrivons
alors R “ Bk´1X

k´1 ` Bk´2X
k´2 ` ¨ ¨ ¨ ` B0, où Bi P Mn et P “ akX

k ` ¨ ¨ ¨ ` a0, où
les ai P R. Puis développons l’expression pXIn ´ AqR “ PIn pour obtenir dans MnrXs

l’identité
`

Bk´1 ´ akIn
˘

Xk
`
`

Bk´2 ´ ABk´1 ´ ak´1In
˘

Xk´1
` ¨ ¨ ¨ ` p´AB0 ´ a0Inq “ 0.

On a alors akIn “ Bk´1, a0In “ AB0 et pour i P t1, ¨ ¨ ¨ , k´ 1u, aiIn “ Bi´1´ABi. Ainsi,
P pAq “

řk
i“0 aiA

i “ ´AB0 ` ApB0 ´ AB1q ` A
2pB1 ´ AB2q ` ¨ ¨ ¨ ` A

kBk´1
“ ´AB0 ` pAB0 ´ A

2B1q ` pA
2B1 ´ A

3B2q ` ¨ ¨ ¨ ` A
kBk´1

“ 0,
après avoir remarqué un téléscopage des matrices.

Donnons alors la preuve du théorème 3.4.
La théorie des déterminant des matrices à coefficient dans RrXs se développe de la même
façon que celle décrite pour R. Dans ce cas la formule du théorème 2.29 reste toujours
valable si les coefficients des matrices sont dans RrXs (c’est à dire si les matrices sont
MnpRrXsq). Ainsi celle-ci appliquée à la matrice XIn ´ A apporte l’égalité

pXIn ´ AqcompXIn ´ Aqt “ PAIn,

et ainsi le lemme 3.5 indique que PA "s’annule" en A.
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3.2. Valeurs propres. — Un second intérêt du polynôme caractéristique est qu’il
permet de localiser les valeurs propres de la matrice A.

Définition 3.6. — Soit A P Mn. Le nombre réel λ est une valeur propre de A s’il existe
un vecteur non nul X P Rn tel que AX “ λX. Un tel vecteur X est appelé vecteur propre
associé à la veleur propre λ. L’ensemble des valeurs propres de A est appelé le spectre de
A et est noté SpecA.

Remarque 3.7. — On a fait le choix de prendre les coefficients des matrices et vecteurs
dans R, si c’est dans C, la définition s’adapte immédiatement.

On a alors le théorème suivant

Théorème 3.8. — Soit A P Mn et soit PA son polynôme caractéristique. Alors λ
est une valeur propre de A si et seulement si, λ est une racine de PA (ou encore si
PApλq “ 0).

Démonstration. — Le nombre λ est une valeur propre de A si et seulement si la matrice
λIn ´ A n’est pas inversible et donc si et seulement si detpλIn ´ Aq “ 0. On conclut en
notant que PApλq “ detpλIn ´ Aq.

Comme un polynôme de degré n admet au plus n racines (par division euclidienne), il
vient (grâce à la proposition 3.3)

Corollaire 3.9. — Une matrice A P Mn admet au plus n valeurs propres distinctes.

Soit A P Mn fixée. Pour la suite, si λ désigne une valeur propre de A, on notera par Eλ le
sous-espace vectoriel de Rn engendré par les vecteurs propres associés à la valeur propre
λ. On a en fait

Eλ “ tvecteurs propres de valeur propre λu Y t0u.

En effet si X1 et X2 sont deux vecteurs propres de valeur propre λ, alors pour tout β P R,
il vient

ApX1 ` βX2q “ AX1 ` βAX2 “ λpX1 ` βX2q,

prouvant que si X1`βX2 est non nul c’est encore un vecteur propre de la valeur propre λ.

Remarque 3.10. — L’espace vectoriel Eλ peut être caractérisé comme le noyau de A´
λIn.

Exemple 3.11. — Soit la matrice réelle A “
ˆ

0 ´1
1 0

˙

. Alors PA “ X2 ` 1. Ainsi, A

n’a pas de valeur propre réelle. Par contre si l’on change l’ensemble des coefficients en
considérant cette matrice à coefficients complexes, il vient que A a deux valeurs propres
˘i.

Proposition 3.12. — Soit A P Mn et soient λ1, ¨ ¨ ¨ , λk des valeurs propres distinctes
de A. Alors les sous-espaces propres Eλi sont en somme directe.
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Démonstration. — Supposons k “ 2. Soient Xi P Eλi , i “ 1, 2, tels que X1 ` X2 “ 0.
On applique alors la matrice A à cette égalité pour obtenir (d’après la remarque 3.10) le
système

"

X1 `X2 “ 0
λ1X1 ` λ2X2 “ 0

En multipliant la 1ère ligne par λ1 puis en soustrayant les deux nouvelles lignes on obtient
pλ1 ´ λ2qX2 “ 0 d’où X2 “ 0 car λ1 ‰ λ2.
Pour k ě 2 le principe est le même et la conclusion s’obtient par induction.

3.3. Matrice diagonalisable et polynôme caractéristique. —

Définition 3.13. — Soit A P Mn. La matrice A est dite diagonalisable s’il existe une
matrice P P Gln telle que P´1AP “ D, avec D P Dn. On dit alors que A est semblable à
la matrice D, et on écrit A „ D.

Plus généralement, on dit que deux matrices A,B de Mn sont semblables s’il existe
P P Gln telle que A “ P´1BP . Observons que cette notion est réflexive, symétrique et
transitive.

Lemme 3.14. — Soient A,B P Mn telles que A „ B. Alors
piq pour tout polynôme R P RrXs, il vient RpAq „ RpBq. En particulier, RpAq “ 0 si

et seulement si, RpBq “ 0.
piiq PA “ PB.

Démonstration. — piq On écrit A “ P´1BP avec P P Gln. Alors notons que A2 “

pP´1BP qpP´1BP q “ P´1B2P , et plus généralement, il vient pour m ě 1, Am “

P´1BmP . Soit R “ akX
k ` ¨ ¨ ¨ a1X ` a0 P RrXs. Alors

RpAq “ akA
k
` ¨ ¨ ¨ ` a1X ` a0In “ P´1RpBqP,

ce qui prouve le résultat souhaité.
piiq On a XIn ´ A “ P´1pXIn ´ BqP . Par conséquent, par le corollaire 2.13 il vient
PA “ detpP´1pXIn ´BqP q “ PB.

Observons que pour une matrice diagonale D “ Dpa1, ¨ ¨ ¨ , anq, le polynôme PD est facile
à déterminer : PD “ pX ´ a1q ¨ ¨ ¨ pX ´ anq, voir le corollaire 2.16. De ceci, on en déduit
que si A „ D, alors les élément sur la diagonale de D sont exactement les valeurs propres
de A (au passage on a aussi que si deux matrices diagonales sont semblables, alors elles
ont les mêmes éléments sur leur diagonale, comptés avec les multiplicités).
A ce niveau, faisons le lien avec les endomorphismes de Rn. Si A désigne la matrice d’un
endomorphisme f de Rn dans la base canonique B, dire que A est diagonalisable signifie
qu’il existe une base B1 de Rn telle que f a pour matrice une matrice diagonale D dans
la nouvelle base B1. Si l’on note alors par P la matrice de passage de la base canonique
B dans la nouvelle base B1 (les colonnes de P expriment les coordonnées des vecteurs de
la base B1 dans la base canonique B), alors il vient D “ P´1AP .
De cette correspondance on en déduit la proposition suivante
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Proposition 3.15. — La matrice A P Mn est diagonalisable si et seulement si Rn “

Eλ1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Eλk , où SpecA “ tλ1, ¨ ¨ ¨ , λku.

Remarque 3.16. — Un polynôme P P RrXs se factorisant sous la forme P “
k
ź

i“1
pX ´ aiq,

ai P R, est dit scindé sur R. Par exemple, le polynôme X2 ` 1 n’est pas scindé sur R,
mais il est scindé sur C.

Théorème 3.17. — Soit A P Mn. Si PA a n racines distinctes alors A est diagonali-
sable.

Remarque 3.18. — Ici les racines de PA doivent être vues dans l’ensemble des coef-
ficients de la matrice. Par exemple si A P MnpRq, on veut que les racines de PA soient
dans R.

Démonstration. — Supposons que PA a n racines distinctes λ1, ¨ ¨ ¨ , λn. Cela signifie donc
que A a n valeurs propres distinctes. Alors dimpEλ1 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Eλnq ě n, car dimEλi ě 1.
Comme Eλ1 ‘¨ ¨ ¨‘Eλn Ă Rn, on en déduit que Rn “ Eλ1 ‘¨ ¨ ¨‘Eλn . On conclut avec la
proposition 3.15. Remarquons au passage que pour i “ 1, ¨ ¨ ¨ , n, il vient dimEλi “ 1.

Exemple 3.19. — Soit la matrice A “
ˆ

0 1
1 0

˙

P M2pRq. Alors PA “ X2 ´ 1 “ pX ´

1qpX ` 1q. La matrice A est diagonalisable, semblable à la matrice D “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

.

Exemple 3.20. — Soit la matrice A “

ˆ

0 ´1
1 0

˙

. Alors PA “ X2 ` 1. La matrice A

n’est pas diagonalisable dans R (le polynôme PA n’a pas de racine réelle). Par contre dans

C la matrice A est diagonalisable et est semblable à la matrice D “

ˆ

i 0
0 ´i

˙

.

A la lecture de la preuve du théorème 3.17 on peut donner un résultat complet mais qui
nécessite un peu plus de vocabulaire.
Soit λ une valeur propre de A, notons par mλ la dimension de Eλ. Alors mλ ě 1 par
définition (nous avons vu que mλ “ 1 lorsque PA a n racines distinctes). La quantité mλ

est appelée multiplicité géométrique de λ. Notons par nλ la multiplicité de λ dans PA :
c’est sa multiplicité algébrique.

Proposition 3.21. — Soit λ une valeur propre de A. Alors 1 ď mλ ď nλ, ou encore la
multiplicité géométrique est plus petite que la multiplicité algébrique.

Démonstration. — Soit λ P SpecA et soit B1 “ tX1, ¨ ¨ ¨ , Xru une base de Eλ ; ici r “ mλ.
On complète B1 en une base B2 de Rn. Alors si l’on écrit la matrice de l’endomorphisme
f assocé à A dans la base B2, il vient

A „

„

Drpλq B

O C


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où Drpλq “ λIr, B P Mr,n´r, O P Mn,n´r est composée que de 0, et C P Mn´r,n´r. De
cette écriture on en déduit que PA “ PDpλqPC “ pX ´ λqrPC (c’est une application du
théorème 2.15). Or PA “ pX ´ λqnλR avec Rpλq ‰ 0. On en déduit ainsi que r ď nλ.

Théorème 3.22. — Soit A P Mn. La matrice A est diagonalisable si et seulement
si, pour toute valeur propre λi de A, il vient mλi “ nλi (ou encore si la multiplicité
géométrique est égal à la multiplicité arithmétique). Si tel est le cas, la matrice A est
semblable a une matrice diagonale avec nλi fois la valeur propre λi sur la diagonale,
pour chaque λi P SpecA.

Démonstration. — Observons tout d’abord que
ÿ

λPSpecA
nλ “ n. Notons k “ #SpecA.

‚ Supposons que nλ “ mλ. Le principe est le même que celui de la preuve du théorème
3.17. Pour chaque λi P SpecA, on prend une base tXi,1, ¨ ¨ ¨ , Xi,mλu de Eλi . La famille B1 “

tX1,1, ¨ ¨ ¨ , X1,mλ1
, X2,1, ¨ ¨ ¨ , Xk,mku forme une famille libre de Rn et comme

k
ÿ

i“1
mi “ n,

elle forme une base de Rn ; on conclut avec la proposition 3.15. Dans cette nouvelle base,
la matrice A devient semblable à la matrice diagonale

»

—

–

Dmλ1
pλ1q 0

. . .
0 Dmλk

pλkq

fi

ffi

fl

où Dmλi
pλiq “ λiImλi .

‚ La réciproque est relativement simple. Si A est semblable a une matrice diagonale, alors
par la proposition 3.15, il vient PD “

śk
i“1pX´λiq

mλi . Mais par le lemme 3.14 PA “ PD,
et donc nλi “ mλi .

Exemple 3.23. — Soit la matrice A “

¨

˝

2 ´1 1
1 0 1
1 ´1 2

˛

‚. Alors PA “ X3 ´ 4X2 ` 5X ´ 2.

On observe que PAp1q “ 0, puis que PA “ pX ´ 1qpX2 ´ 3X ` 2q “ pX ´ 1q2pX ´ 2q. Le
polynôme PA est scindée. On recherche maintenant les multiplicités des valeurs propres
λ “ 2 et λ “ 1.
Pour la valeur propre λ “ 2, il vient m2 “ n2 “ 1. Pour la valeur propre λ “ 1, on a
1 ď m1 ď n1 “ 2.

La recherche de N2 “ kerpA´ 2I3q montre que N2 “ x

¨

˝

1
1
1

˛

‚y. Pour N1 “ kerpA´ 2I3q,

il vient N1 “ x

¨

˝

1
0
´1

˛

‚,

¨

˝

0
1
1

˛

‚y, montrant ainsi que m1 “ n1 “ 2. Par le théorème 3.22,

on en déduit que la matrice A est diagonalisable.
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Soit la matrice de passage P “

¨

˝

1 1 0
1 0 1
1 ´1 1

˛

‚; il vient pour finir P´1AP “

¨

˝

2 0 0
0 1 0
0 0 1

˛

‚.

Exemple 3.24. — Soit la matrice A “

¨

˝

0 2 ´1
´1 5 ´2
0 4 ´1

˛

‚.

Alors PA “ X3 ´ 4X2 ` 5X ´ 2 “ pX ´ 1qpX2 ´ 3X ` 2q “ pX ´ 1q2pX ´ 2q. Or

N1 “ kerpA´ I3q “ x

¨

˝

0
1
2

˛

‚y. Ainsi 1 “ m1 ‰ n1 “ 2, la matrice A n’est diagonalisable.

3.4. Polynôme minimal. —

3.4.1. Définition. — Etant donnée A P Mn, rappelons la définition de ϕA vue dans la
section 1.2.3 :

ϕA : RrXs Ñ Mn

P ÞÑ P pAq

Proposition 3.25. — Il existe un unique polynôme unitaire mA tel que mA divise tout
polynôme P P kerϕA.

Démonstration. — Soit kerϕA. Soit m P kerϕA, m ‰ 0, de degré minimal ; on peut
prendre m unitaire (comme P P kerϕA, on est assuré de l’existence d’un tel polynôme
m).
Soit P un autre polynôme de kerϕA. Effectuons alors la divisions euclidienne de P par
mA : il existe deux polynômes Q,R P RrXs tels que P “ Qm ` R, avec degR ă degm.
Or RpAq “ P pAq ´ QpAqmpAq “ 0, car P,m P kerϕA. D’où R P kerϕA. Par minimalité
du degré de m, on en déduit que R “ 0, ou encore que m divise P .

Définition 3.26. — Le polynôme mA de la proposition 3.25 est appelé polynôme mi-
nimal de A.

Le polynôme minimal mA est le polynôme unitaire de plus petit degré s’annulant en A.
Nous avons vu par le théorème de Cayley-Hamilton que PA P kerϕA, ainsi mA divise PA.
En fait, mA et PA sont très proches comme l’indique la proposition suivante

Proposition 3.27. — Toute valeur propre λ de A est également une racine de mA (c’est
à dire mApλq “ 0).

Démonstration. — Soit λ une valeur propre de A et soitX un vecteur propre. On rappelle
que X ‰ 0. Observons que AX “ λX et donc A2X “ ApAXq “ ApλXq “ λAX “

λ2X, et ainsi ArX “ λrX, pour tout entier r ě 0 (avec la convention que A0 “ In).
Par conséquent pour tout polynôme P P RrXs, il vient P pAqX “ P pλqX. Ainsi 0 “
mApAqX “ mApλqX. Comme X est un vecteur non nul, nécessairement le scalaire mApλq

est nul.
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Etant donnée une matrice A P Mn, notons par nλ la multiplicité arithmétique de λ, et par
n1λ la multiplicité de λ pour mA. Par la proposition 3.27, on a n1λ ě 1 et par la proposition
3.25 : n1λ ď nλ.

3.4.2. Le lemme des noyaux. — Le lemme suivant est un résultat mélangeant algèbre et
géométrie, essentiel à la preuve du théorème principal de cette section.

Lemme 3.28. — Soit A P Mn et soit R P RrXs, R non nul, tel que RpAq “ 0. Supposons
que R “ R1 . . . Rk, où les polynômes Ri sont deux à deux premiers entre eux. Posons
Ni “ kerRipAq. Alors Rn “ N1 ‘N2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘Nk.

Démonstration. — Pour i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k, posons R̂i “ R{Ri “ R1 ¨ ¨ ¨Ri´1Ri`1 ¨ ¨ ¨Rk. Re-
marquons que les polynômes R̂i n’ont pas de facteurs communs dans leur ensemble : si
un polynôme irréductible U divise chaque R̂i, alors comme U divise R̂1 il divise un des
Ri, et donc par exemple Ri0 pour un certain indice i0. Mais alors U ne peut pas diviser
R̂i0 .
Comme le polynômes les polynômes R̂i sont premiers dans leurs ensemble, ils vérifient
une relation de Bezout (identique à celle du théorème 4.18 de la section 4.2.2). Donnons
une preuve rapide. Considérons l’ensemble I des polynômes de RrXs de la forme T1R̂1`

¨ ¨ ¨ ` T2R̂2, où les Ti P RrXs sont des polynômes quelconques. L’ensemble I est stable
par combinaison linéaire. Notons par S0 un polynôme non nul de I de plus petit degré
possible (on peut choisir S0 unitaire). Soit un polynôme S P I quelconque, puis effectuons
la division euclidienne de S par S0 : on observe que le reste S 1 de cette division est aussi
dans I . Par minimalité du degré de S0, on en déduit que S 1 “ 0 et ainsi, S est un
multiple de S0. Comme les polynômes sont dans I , chaque R̂i est un multiple de S0,
ou encore S0 divise chaque R̂i. Mais si S0 admet un facteur irréductible (c’est à dire que
S0 est divisible par un polynôme) on a vu que ce n’est pas possible ; on en déduit ainsi
que S0 est une constante égale à 1. En conclusion, 1 P I . Il existe donc des polynômes
Si P RrXs tels que

1 “ R̂1S1 ` ¨ ¨ ¨ ` R̂kSk.(2)

En impliquant ϕA à l’identité (2), il vient dans Mn

In “ R̂1pAqS1pAq ` ¨ ¨ ¨ ` R̂kpAqSkpAq.(3)

Observons maintenant que RipAqR̂ipAqS1pAq “ RpAqS1pAq “ 0. Ainsi pour tout vecteur
de X P Rn, il vient R̂ipAqSipAqX P kerpRipAqq “ Ni.
Si l’on applique (3) à tout vecteur X P Rn, on obtient

X “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xk,(4)

avec Xi “ R̂ipAqSipAqX P Ni, d’où Rn “ N1 ` ¨ ¨ ¨ ` Nk. Il nous reste à montrer que la
somme est directe.

Observons alors que pour tout X P Ni, il vient X “ R̂ipAqSipAqX. En effet, pour
Xj P Nj “ kerpRjpAqq, j ‰ i, il vient

R̂ipAqSipAqXj “ SipAqR̂ipAqXj “ 0,(5)
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car Rj apparaît dans R̂i (et que SipAq commute avec R̂ipAq, ce sont deux polynômes en
la même matrice A), et l’identité (4) montre que X “ R̂ipAqSipAqX.
Montrons alors la somme directe. Soient Xi P Ni, i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k, tels que X1`¨ ¨ ¨`Xk “ 0.
On applique R̂ipAqSipAq à cette identité pour obtenir (en utilisant (5))

R̂ipAqSipAqpX1`¨ ¨ ¨`Xkq “ R̂ipAqSipAqX1`¨ ¨ ¨`R̂ipAqSipAqXk “ R̂ipAqSipAqXi “ Xi.

On conclut en observant que

R̂ipAqSipAqpX1 ` ¨ ¨ ¨ `Xkq “ R̂ipAqSipAq0 “ 0.

Pour que A soit diagonalisable, on a vu qu’il est nécessaire que PA “
ź

λPSpecA
pX ´ λqnλ et

mA “
ź

λ

pX ´ λqn
1
λ . Nous sommes en mesure d’énoncé le théorème central de diagonali-

sation.
Théorème 3.29. — Soit A P Mn. La matrice A est diagonalisable si et seulement si,
mA “

ź

λPSpecA
pX ´ λq. Ou encore si et seulement si n1λ “ 1 pour toute valeur propre λ

de A.

Démonstration. — ‚ Supposons A diagonalisable, alors

A „ D “

»

—

–

Dmλ1
pλ1q 0

. . .
0 Dmλ1

pλkq

fi

ffi

fl

,

où SpecA “ tλ1, ¨ ¨ ¨ , λku et Dmλi
pλiq “ λiImλi . Ainsi, Dmλi

pλiq ´ λiImλi “ 0. Il vient
alors

D ´ λ1In “

»

—

–

O 0
. . .

0 Dmλi
pλk ´ λ1q

fi

ffi

fl

,

où O “ Dmλ1
pλ1q ´ λ1Imλi est la matrice de taille mλ1 ˆmλ1 composée uniquement de

zéros. Plus généralement D ´ λiIn apporte un bloc de zéros à la place de Dmλi
pλiq. Le

produit pD ´ λ1Inq ¨ ¨ ¨ pD ´ λkInq devient nul. Ainsi le polynôme P “
ź

λPSpecA
pX ´ λq

s’annule en D. Par le lemme 3.14, P s’annule aussi en A. Par les propositions 3.25 et
3.27, on en déduit que P “ mA.
‚ La réciproque se déduit du lemme 3.28 : plus précisémment, on applique le lemme des
noyaux au polynôme minimal mA de A, avec Ri “ pX ´ λiq, où λi P SpecA. Or ici,

Ni “ kerpRipAqq “ kerpA´ λiInq “ Eλi .

On conclut avec la proposition 3.15.

Exemple 3.30. — Le polynôme caractéristique des exemples 3.23 et 3.24 est PA “

pX ´ 1q2pX ´ 2q. Ainsi, pour le polynôme minimal, il vient le choix entre pX ´ 1qpX ´ 2q
et pX ´ 1q2pX ´ 2q : en effet mA et PA ont les mêmes racines et mA divise PA.
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Soit A “

¨

˝

2 ´1 1
1 0 1
1 ´1 2

˛

‚ de l’exemple 3.23. Alors on vérifie que pA ´ I3qpA ´ 2I3q “ 0,

montrant ainsi que mA “ pX ´ 1qpX ´ 2q, et confirmant que A est diagonisable.

Soit A “

¨

˝

0 2 ´1
´1 5 ´2
0 4 ´1

˛

‚de l’exemple 3.24. On vérifie que pA´I3qpA´2I3q ‰ 0, montrant

ainsi que mA “ PA, et confirmant que A n’est pas diagonalisable.

3.5. Récapitulatif. — Pour conclure, donnons une méthode pour tester si une matrice
A est diagonalisable.

Soit donc A P Mn.

Ñ Calculer PA “ detpXIn ´ Aq P RrXs.

Ñ Factoriser PA.
Dans RrXs, les facteurs irréductibles sont de la forme pX ´ aq ou X2 ` aX ` b avec a2 ´ 4b ă 0, a, b P R.

Dans CrXs, les facteurs irréductibles sont de la forme pX ´ aq, a P C.

Ñ Si le polynôme PA n’est pas scindé, c’est à dire ne s’écrit pas sous la forme

PA “
n
ź

i“1
pX ´ aiq, la matrice A n’est pas diagonalisable.

Pour la suite, supposons PA scindé. Alors PA “
ź

λPSpecA
pX ´ λqnλ .

Ñ Cas particulier. Si pour tout λ P SpecA, on a nλ “ 1, la matrice A est diagonalisable.
La matrice A est semblable à une matrice diagonale avec les λ P SpecA sur la diagonale ;
ici #SpecA “ n.

Ñ 1ère méthode. On calcule
ź

λPSpecA
pA´ λInq P Mn.

Alors la matrice A est diagonalisable si et seulement si,
ź

λPSpecA
pA´ λInq “ 0.

Si A est diagonalisable, alors mA “
ź

λPSpecA
pA´ λInq, et A est semblable a une matrice

diagonale avec nλ fois la valeur propre λ sur la diagonale, ceci pour chaque λ P SpecA.

Ñ 2ème méthode. Pour chaque valeur propre λ, on détermine mλ, c’est à dire la
dimension de Nλ “ kerpA ´ λInq. On sait que 1 ď mλ ď nλ, et ainsi le calcul de mλ a
tout son sens quand nλ ě 2.

La matrice A est diagonalisable si et seulement si, pour tout λ P SpecA, il vient mλ “ nλ.

Si la matrice A est diangonalisable, alors le calcul d’une base des Nλ permet d’obtenir
une matrice de passage P telle que P´1AP “ D.
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3.6. Exercices. —

Exercice 24. — Pour chacune des matrices réelles suivantes, déterminer le polynôme
caractéristique, les valeurs propres et le polynôme minimal. Indiquer les matrices diago-
nalisables.

A “

ˆ

1 1
1 1

˙

B “

ˆ

0 1
´1 0

˙

C “

¨

˝

3 0 0
2 1 4
1 0 4

˛

‚

D “

¨

˝

1 ´2 2
´2 ´1 2
´2 ´1 3

˛

‚ E “

¨

˝

0 ´1 1
0 ´1 0
1 ´1 0

˛

‚ F “

¨

˝

0 1 0
3 2 ´4
2 2 ´3

˛

‚

G “

¨

˚

˚

˝

1 2 ´2 0
2 1 ´2 0
2 2 ´3 0
2 2 ´4 1

˛

‹

‹

‚

H “

¨

˚

˚

˝

5 5 ´4 ´5
´3 ´3 3 4
´3 ´2 2 4
3 2 0 ´2

˛

‹

‹

‚

Exercice 25. — 1. Déterminer les sous-espaces propres des matrices de l’exercice 24.
Lorsque la matrice est diagonalisable, la diagonaliser.

2. Calculer An et Cn pour n P Ně1.
3. Calculer Bn pour n P Ně1.

Exercice 26. — On considère la matrice M suivante (m P R est un paramètre)

M “

¨

˝

1 2 0
1 ´1 0
0 1 m

˛

‚.

1. Déterminer les valeurs propres de M .
2. Pour quelles valeurs de m P R la matrice M est-elle diagonalisable ?
3. Diagonaliser M lorsque celle-ci est diagonalisable.

Exercice 27. — Soit la matrice à coefficients réels A “

¨

˝

1 1 2
1 1 t

1 1 2

˛

‚, où t est un para-

mètre.

1. Déterminer le polynôme caractéristique PA de A.
2. Montrer que la matrice A a une unique valeur propre réelle (à déterminer) si et

seulement si, t ă ´2. Dans ce cas, que peut-on dire sur la diagonalisation de A ?
3. Montrer qu’il existe deux valeurs de t, notées t1 et t2, pour lesquelles la matrice A

a exactement deux valeurs propres distinctes que l’on déterminera.
4. Déterminer le polynôme minimal de A quand t “ t1 puis quand t “ t2.
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5. En déduire l’ensemble des valeurs de t pour lesquelles la matrice A est diagonalisable.
(On ne demande pas de diagonaliser A !)

Exercice 28. — Triangulariser les matrices de l’exercice 24 lorsque c’est possible.

Exercice 29. — Soit une matrice diagonale D P Mn inversible et soit A P Mn quel-
conque.
1) Montrer qu’il existe t0 ą 0 tel que pour tout réel |t| ě t0, la matrice A ` tD est
inversible.
2) On suppose A inversible. Montrer qu’il existe t0 ă 0 ă t1 tels que la matrice A ` tD

est inversible pour tout t P rt0, t1s.
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PARTIE II
ARITHMÉTIQUE

On notera par
‚ N “ t0, 1, 2, 3, ¨ ¨ ¨ u l’ensemble des entiers naturels,
‚ Z “ t¨ ¨ ¨ ,´2,´1, 0, 1, 2, ¨ ¨ ¨ u l’ensemble des entiers (relatifs),
‚ |a| “ maxta,´au la valeur absolue du nombre réel a.

On rappelle que pZ,`, ¨q est un anneau avec ˘1 comme éléments inversibles (voir la
definition 8.14 de la section 8).

4. Divisibilité

4.1. Division euclidienne. —

Définition 4.1. — Soient a, b P Z. On dit que a divise b, ou que a est un diviseur de b,
ou que b est un multiple de a, si b “ ac pour un certain c P Z. On note alors a|b.

Exemple 4.2. — Les entiers 1 et ´1 divisent tout entier a P Z. En effet, a “ 1 ˆ a et
a “ p´1q ˆ p´aq.

Exemple 4.3. — L’entier a est dit pair quand 2 divise a. L’entier a est dit impair si il
n’est pas pair.

Remarque 4.4. — Si a|b alors ˘a| ˘ b.

Remarque 4.5. — Soit un entier b ą 0. Alors tout diviseur de b est compris entre ´b et
b, par conséquent tout entier b ‰ 0 a un nombre fini de diviseurs. Par contre tout entier
est diviseur de l’entier b “ 0. Enfin, 0|a si et seulement si, a “ 0.

Enonçons quelques propriétés.

Proposition 4.6. — Soient trois entiers a, b, c P Z. On a les propriétés suivantes :
piq Si a|b et b|c alors a|c.
piiq Si a|b alors ac|bc.
piiiq Si a|b et a|c alors a|pxb` ycq pour tout entier x, y.
pivq Si a|b et b|a, alors a “ ˘b.

Démonstration. — piq Par hypothèse il existe α, β P Z tels que b “ αa et c “ βb. Ainsi
c “ αβa ce qui signifie que a|c.
piiq Par hypothèse b “ αa pour un certain α P Z. Ainsi bc “ αac, ce qui signifie que ac|bc.
piiiq On écrit b “ aα et c “ aβ avec α, β P Z. Alors xb ` yc “ apxα ` yβq, et ainsi
a|pxb` ycq.
pivq Par hypothèse il existe deux entiers α, β P Z tels que b “ aα et a “ βb. Par
conséquent, b “ αβb puis bp1 ´ αβq “ 0. Si b “ 0, alors a “ 0 ; sinon b ‰ 0 et on en
déduit que αβ “ 1, puis que α “ ˘1 (se rappeler que α, β P Z).
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Le théorème suivant joue un rôle très important pour toute la suite.

Théorème 4.7 (Division euclidienne). — Soient a, b P Z avec a ‰ 0. Il existe
q, r P Z tels que b “ aq ` r, avec 0 ď r ă |a|. De plus, sous ces conditions, les
éléments q et r sont uniques. On dit que l’entier r est le reste de la division de b par a
et l’entier q est le quotient.

Démonstration. — Existence. On peut noter que le principe de la division euclidienne est
immédiat si a|b (avec r “ 0 alors).
‚ Supposons a, b ě 0. Soit q le plus petit entier naturel tel que qa ď b ă pq ` 1qa. On
pose alors r “ b´ qa ă a.
‚ Si a ă 0 et b ą 0. D’après le premier point, on effectue le division euclidienne de b par
´a : il existe deux entiers q et r avec 0 ď r ă ´a tels que b “ qp´aq ` r, c’est à dire tels
que que b “ ´qa ` r ; ici le quotient est ´q et le reste r est bien strictement plus petit
que |a|.
‚ Si a ă 0 et b ď 0. On effectue la division euclidienne de ´b par ´a : il existe deux entiers
q et r avec 0 ď r ă ´a, tels que ´b “ ´qa` r. On rappelle qu’ici r “ 0 si et seulement si
˘a| ˘ b et donc en particulier si et seulement si a|b. Ainsi, d’après la remarque du début
de la preuve, on peut supposer r ą 0. Alors on écrit ´b “ p´q ´ 1qa ` a ` r, ou encore
b “ pq ` 1qa´ a´ r. On note alors que 0 ă ´a´ r ă ´a “ |a|.
‚ Si a ą 0 et b ď 0. D’après le point précédent, on effectue la division euclidienne de b par
´a. Il existe deux entiers q et r avec 0 ď r ă ´a, tels que ´b “ ´qa` r ; ici le quotient
est ´q et le reste r est bien strictement plus petit que |a|.

Unicité. Ecrivons b “ qa` r “ q1a` r1 avec 0 ď r, r1 ă |a|. On a alors ´|a| ă apq ´ q1q “

r1´ r ă |a| : en d’autres termes l’entier apq´ q1q est un multiple de a compris strictement
entre ´|a| et |a|, il est donc égal à 0. Comme a est non nul, on en déduit que q “ q1, puis
que r “ r1.

On a alors

Corollaire 4.8. — L’entier non nul a divise b si et seulement si le reste de la division
euclidienne de b par a est nul.

4.2. Relation de Bézout et algorithme d’Euclide. —

4.2.1. PGCD. —

Définition 4.9. — Soient a et b deux entiers non nuls. Le Plus Grand Commun Diviseur
(PGCD) de a et de b est le plus grand entier d qui divise a et b. On le note d “ pgcdpa, bq.
Le plus petit commun multiple (PPCM) à a et b est le plus petit entier m multiple de a
et de b. On le note ppcmpa, bq.

Remarque 4.10. — On a pgcdp˘a,˘bq “ pgcdpa, bq.

Remarque 4.11. — Il est possible d’étendre la définition du PGCD au cas où b “ 0
par exemple. Ainsi, si a ‰ 0, on a pgcdpa, 0q “ |a|.
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Exemple 4.12. — Les diviseurs positifs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, 12 et ceux de 18 sont
1, 2, 3, 6, 9, 18. Ainsi, pgcdp12, 18q “ 6.

Définition 4.13. — Deux entiers non nuls a et b sont dit premiers entre eux si
pgcdpa, bq “ 1. On dit aussi que a est premier à b (ou que b est premier à a).

4.2.2. Relation de Bézout. — Si a1, ¨ ¨ ¨ an désignent n entiers, on note par a1Z`¨ ¨ ¨`anZ
le sous-ensemble de Z suivant :

a1Z` ¨ ¨ ¨ ` anZ “ ta1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` anxn, x1, ¨ ¨ ¨ , xn P Zu.

Remarquons que aZ est exactement l’ensemble des multiples de a.

Proposition 4.14. — Soient deux entiers a et b. Alors bZ Ă aZ si et seulement si a|b.

Démonstration. — En effet, si bZ Ă aZ alors comme b P bZ, on a que b P aZ : l’élément
b est un multiple de a ou encore a|b. La réciproque est immédiate : si a|b, il existe c P Z
tel que b “ ac. Ainsi bZ “ acZ Ă aZ.

On peut remarquer le lemme suivant

Lemme 4.15. — Soient c, c1 P a1Z` ¨ ¨ ¨ ` anZ. Alors αc` βc1 P a1Z` ¨ ¨ ¨ ` anZ, pour
tout α, β P Z. En particulier, pαc` βc1qZ Ă a1Z` ¨ ¨ ¨ ` anZ.

Démonstration. — C’est immédiat.

On a alors une seconde proposition.

Proposition 4.16. — Soient a et b deux entiers. Alors aZ` bZ “ mZ pour un certain
m P Z. De plus pour un tel entier m, il vient m|a et m|b.

Démonstration. — Si a “ b “ 0, prendre m “ 0. Sinon, soit m ą 0 le plus petit entier
strictement positif appartenant à aZ` bZ. Soit alors n P aZ` bZ. Regardons la division
euclidienne de n par m : il existe q, r dans Z avec 0 ď r ă m, tels que n “ qm` r. Ainsi,
r “ n ´ qm P aZ ` bZ d’après le lemme 4.15. Par minimalité de m, on en déduit r “ 0,
et ainsi n P mZ. Nous venons de montrer que aZ` bZ Ă mZ.
Comme m P aZ ` bZ, l’inclusion inverse se déduit du lemme 4.15. Au final, on a bien
aZ` bZ “ mZ.
Pour la seconde partie du lemme, on note que a P aZ` bZ “ mZ : il existe α P Z tel que
a “ mα, ce qui signifie que m|a. Idem pour b.

Au passage, remarquons que par récurrence, on a la proposition suivante :

Proposition 4.17. — Soient n entiers a1, ¨ ¨ ¨ , an. Alors a1Z ` ¨ ¨ ¨ ` anZ “ mZ pour
un certain entier m.

On peut montrer le théorème suivant
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Théorème 4.18. — Soient a, b deux entiers non nuls. Alors aZ ` bZ “ dZ, où d “
pgcdpa, bq.

Démonstration. — On sait que d|a et que d|b, ainsi d’après la proposition 4.14, il vient
aZ ` bZ Ă dZ. De plus, d’après la proposition 4.16, il vient aZ ` bZ “ mZ pour un
certain entier m ą 0 ; par la proposition 4.14, on a alors d|m : ainsi il existe α P Z tel
que m “ αd. On peut remarquer que α ě 1 car positif non nul. Mais comme m|a et m|b
(d’après la proposition 4.16), on en déduit que m ď d (par définition de d). Ainsi, de
αd ď d, on obtient que α “ 1 puis que m “ d.

Corollaire 4.19. — Si a et b sont deux entiers non nuls et si m est tel que m|a et m|b,
alors m|pgcdpa, bq.

Démonstration. — Comme m|a et m|b, alors dZ “ aZ ` bZ Ă mZ, ce qui implique que
m|d d’après la proposition 4.14.

Corollaire 4.20 (Relation de Bézout). — Soient a et b deux entiers non nuls.
Soit d “ pgcdpa, bq. Alors il existe u, v P Z tels que au ` bv “ d. En particulier, a
et b sont premiers entre eux si et seulement si, il existe u, v P Z tels que au` bv “ 1.

Démonstration. — La première partie se déduit immédiatement du théorème 4.18.
Il reste à montrer une partie de l’équivalence. Supposons l’existence d’une relation de
Bézout de la forme au` bv “ 1. Alors, 1 P aZ` bZ “ dZ et donc d “ 1.

Corollaire 4.21 (Lemme de Gauss). — Soient a et b deux entiers premiers entre
eux et soit c P Z. Si a|bc, alors a|c.

Démonstration. — Comme pgcdpa, bq “ 1, on a la relation de Bézout au ` bv “ 1 pour
deux entiers u et v. Alors auc` bvc “ c. Comme a|bc et a|auc, d’après la proposition 4.6
piiiq on en déduit que a|c.

Corollaire 4.22. — Soient a et b deux entiers premiers entre eux divisant c. Alors ab|c.

Démonstration. — On écrit la relation de Bézout au` bv “ 1 avec u, v P Z. Alors
c “ cˆ 1 “ cau` cbv.

Comme a|c et b|c, on écrit également c “ aα et c “ bβ, avec α, β P Z. Et ainsi on trouve
c “ bβau` aαbv “ abpuβ ` vαq,

ce qui signifie exactement que ab|c.

Corollaire 4.23. — Soient trois entiers a, b, c tels que pgcdpa, bq “ pgcdpa, cq “ 1.
Alors pgcdpa, bcq “ 1.

Démonstration. — On écrit les relations de Bézout au ` bv “ 1 et au1 ` cv1 “ 1 avec
u, u1, v, v1 P Z, puis on les multiplie pour arriver à

apauu1 ` cuv1 ` bu1vq ` bcvv1 “ 1,
qui indique, d’après le corollaire 4.20, que pgcdpa, bcq “ 1.
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Corollaire 4.24. — Soient a et b deux entiers non nuls. Alors l’équation diophantienne
ax` by “ k a des solutions entières x et y si et seulement si, pgcdpa, bq|k.

Démonstration. — Soit d “ pgcdpa, bq.
Supposons que x et y satisfont la relation ax ` by “ k. Alors k P aZ ` bZ “ dZ et donc
kZ Ă dZ. Par la proposition 4.14, on en déduit que d|k.
Réciproquement, supposons que d|k. Alors il existe α P Z tel que k “ dα. En utilisant la
relation de Bézout, il vient k “ dα “ auα ` bvα, et ainsi le couple px, yq “ puα, vαq est
solution de l’équation diophantienne considérée.

4.2.3. Algorithme d’Euclide. — L’algorithme d’Euclide va reposer sur le lemme suivant

Lemme 4.25. — Soient a et b deux entiers non nuls. Si b “ aq ` r, alors pgcdpa, bq “
pgcdpa, rq, avec la convention que pgcdpa, 0q “ |a|.

Démonstration. — Il suffit alors de vérifier que l’ensemble des diviseurs communs à a et
b coïncide avec l’ensemble des diviseurs communs à a et r. En effet, si d|a et d|b alors
d’après la proposition 4.6 piiiq, d|pa ´ bqq, c’est à dire que d|r. Par contre si d|a et d|r,
alors toujours suivant la proposition 4.6, d|pbq ` rq et donc d|b.

Ce lemme indique que si l’on part de la division euclidienne de b par a, alors pgcdpb, aq “
pgcdpa, rq avec r ă |a| : on a remplacé b par r qui est plus petit. On propose de continuer ce
processus pour aboutir au calcul du PGCD de deux entiers (c’est l’algorithme d’Euclide).
Soient deux entiers non nuls a et b. Posons a1 “ b, a2 “ a et considérons a3 le reste de la
division euclidienne de a1 par a2. Alors d’après le lemme 4.25, pgcdpb, aq “ pgcdpa1, a2q “

pgcdpa2, a3q, avec 0 ď a3 ă a2 ă |a|. On continue le processus pour obtenir une suite
panqn, où an`2 est le reste de la division euclidienne de an par an`1 et où 0 ď an`1 ă ¨ ¨ ¨ ă

|a|. La suite d’entiers positifs panqn est donc strictement décroissante et minorée par 0 :
il existe n0 tel que an0 “ 0. Le lemme 4.29 indique alors que pgcdpb, aq “ pgcdpa1, a2q “

pgcdpa2, a3q “ ¨ ¨ ¨ “ pgcdpan0´1, an0q “ an0´1. Ainsi le PGCD de a et b est le dernier
entier non nul de la suite panq.
Montrons alors comment l’algorithme d’Euclide donne aussi une relation de Bézout. No-
tons d “ pgcdpa, bq “ an0´1. Alors par définition, an0´3 “ qn0´2an0´2 ` d pour un certain
entier qn0´2, ce qui donne la relation de Bézout an0´3´qn0´2an0´2 “ d, ici se rappeler que
pgcdpan0´3, an0´2q “ d. Toujours par définition, an0´4 “ qn0´3an0´3 ` an0´2 pour un cer-
tain entier qn0´3 et ainsi an0´2 “ an0´4´ qn0´3an0´3. On reporte dans l’égalité précédente
pour arriver à

´an0´4qn0´2 ` an0´3p1` qn0´2qn0´2q “ d,

ce qui est exactement une relation de Bézout entre an0´4 et an0´3. On continue ainsi ce
processus pour arriver à une relation de Bézout entre a et b.

Exemple 4.26. — Prenons b “ 63 et a “ 5. La division euclidienne de 63 par 5 s’écrit

63 “ 12ˆ 5` 3.

On effectue ensuite la division euclidienne de 5 par 3 pour arriver à

5 “ 3ˆ 1` 2.
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Puis ensuite la division euclidienne de 3 par 2

3 “ 2ˆ 1` 1,

et enfin la division euclidienne de 2 par 1

2 “ 2ˆ 1` 0.

Le dernier reste non nul est donc d “ 1, c’est donc égal à pgcdp13, 5q.
On "remonte" maintenant les relations de Bézout en substituant les restes. On part de
1 “ 3´ 2 et on substitue le reste r “ 2. Alors on obtient

1 “ 3´ 2 “ 3´ p5´ 3q “ 3ˆ 2´ 5

qui est une relation de Bézout entre 3 et 5. Puis on substitue le reste r “ 3 pour obtenir

1 “ 3ˆ 2´ 5 “ 2ˆ p63´ 12ˆ 5q ´ 5 “ 2ˆ 63` 5p´2ˆ 12´ 1q “ 2ˆ 63´ 25ˆ 5.

On a donc ainsi obtenu la relation de Bézout suivante entre a et b :

2a´ 25b “ 1.

4.3. Nombres premiers. —

Définition 4.27. — Un entier p ą 1 est un nombre premier si les seuls diviseurs positifs
de p sont 1 et p.

Exemple 4.28. — Les entiers 2, 3, 5, 7, ¨ ¨ ¨ sont des nombres premiers.

Commençons par donner le lemme d’Euclide.

Lemme 4.29. — Soient a, b P Z et soit p un nombre premier. Si p|ab, alors p|a ou p|b.

Démonstration. — Comme les seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p, on a ou bien
pgcdpa, pq “ 1 ou bien pgcdpa, pq “ p.
Si pgcdpa, pq “ 1, alors d’après le lemme de Gauss 4.21, p|b.
Si pgcdpa, pq “ p, alors p|a.

Théorème 4.30 (fondamental de l’arithmétique). — Tout entier non nul n est,
au signe près, le produit de nombres premiers uniquement déterminés à l’ordre près.
Ou encore l’entier n s’écrit

n “ ˘pn1
1 ¨ ¨ ¨ p

nk
k ,

où les pi sont des nombres premiers deux à deux différents et où les ni sont des entiers
plus grand que 1. Les entiers ni sont uniques.

Démonstration. — Existence. On montre la montre par récurrence sur n. Si n “ 2, c’est
vrai (2 est un nombre premier). Supposons que tout nombre plus petit que n s’écrit comme
produit de nombres premiers. Regardons n` 1. Alors si n` 1 est un nombre premier, la
propriété est vraie à l’ordre n ` 1. Si n ` 1 n’est pas premier, il existe a, b ě 2 P N tels
que n` 1 “ ab ; en particulier a, b ď n. On leur applique l’hypothèse de récurrence, pour
obtenir que finalement n` 1 s’écrit bien comme produit de nombres premiers..
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Unicité. Là aussi, on raisonne par récurrence. C’est vrai pour n “ 2 et l’on suppose que
c’est vrai pour tout entier plus petit que n. On écrit alors n`1 “ pn1

1 ¨ ¨ ¨ p
nk
k “ qm1

1 ¨ ¨ ¨ qmll ,
où les pi et qj sont des nombres premiers, deux à deux distincts pour les pi (de même
pour les qj), ni,mj ě 1. Par le lemme d’Euclide 4.29, le nombre premier p1 divise l’un des
nombres premiers qi ; comme qi est un nombre premier il vient p1 “ qi ; quitte à reprendre
la numérotation on suppose que p1 “ q1. On simplifie par p1 pour arriver à l’égalité

n` 1
p1

“ pn1´1
1 pn2

2 ¨ ¨ ¨ p
nk
k “ qm1´1

1 qm2
2 ¨ ¨ ¨ qmll .

Comme pn ` 1q{p1 ă n, l’hypothèse de récurrence s’applique et l’on en déduit l’unicité
souhaitée : on a k “ l et quitte à reprendre la numérotation, il vient ni “ mi, pour
i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k.

Théorème 4.31. — L’ensemble des nombres premiers est infini.

Démonstration. — Supposons l’ensemble des nombres premiers fini. Notons par
tp1, ¨ ¨ ¨ , pku cet ensemble. Posons alors N “ p1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ pk l’entier égal au produit
de ces nombres, et soit n “ N ` 1. Soit p P tp1, ¨ ¨ ¨ , pku un nombre premier divisant n. Il
existe un entier b tel que bp “ n “ N `1 “ p1 ¨ ¨ ¨ pk`1. On obtient alors ppb´N{pq “ 1,
où N{p P N car p est l’un des pi. On a donc obtenu que p|1, ce qui est absurde.

Définition 4.32. — Soit a un entier non nul et soit p un nombre premier. La valuation
p-adique de a, notée vppaq, est le plus entier n ě 0 tel que pn|a. En d’autres termes,
a “ pvppaqn0, avec pgcdpp, n0q “ 1. Par convention, on pose vpp0q “ 8.

On a les propriétés suivantes :

Proposition 4.33. — Soient a et b deux entiers et soit p un nombre premier. Il vient
piq vppabq “ vppaq ` vppbq,
piiq vppa` bq ě minpvppaq, vppbq avec égalité si vppaq ‰ vppbq.

Démonstration. — Ecrivons a “ pvppaqa0 et b “ pvppbqb0 avec p premier à a0 et b0 (ou
encore p - a0 et p - b0 ; remarquons que par le lemme de Gauss 4.21 cela implique que
p - a0b0).
piq Alors ab “ pvppaq`vppbqa0b0, et comme p - a0b0, il vient vppabq “ vppaq ` vppbq.
piiq Soit m “ minpvppaq, vppbqq ; supposons que m “ vppaq. Alors a ` b “ pmpa0 `

pvppbq´mb0q, ce qui montre que vppa ` bq ě m. Si de plus vppbq ą m, alors p|ppvppbq´mb0q.
Mais comme p - a0, il vient que p - pa0 ` p

vppbq´mb0q et ainsi vppa` bq “ m.

La connaissance de la factorisation d’un entier en produit de nombres premiers permet
de donner la caractérisation du PGCD (et du PPCM).

Proposition 4.34. — Soient a et b deux entiers non nuls. On a vpppgcdpa, bqq “
minpvppaq, vppbqq et vppppcmpa, bqq “ maxpvppaq, vppbqq.

Démonstration. — Immédiat.

Terminons par le théorème suivant.
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Théorème 4.35 (Petit théorème de Fermat). — Soit p un nombre premier.
Pour tout entier a, le nombre p divise ap ´ a.

Démonstration. — Montrons le par récurrence pour a ě 0. C’est vrai pour a “ 0. Re-
gardons alors pa ` 1qp ´ pa ` 1q. Par la formule du binôme de Newton, on a p|

`

pa `

1qp´pap`1q
˘

. Par l’hypothèse de récurrence, p|pap´aq, ainsi par la proposition 4.6 (iii),
p|
`

pa` 1qp ´ pap ` 1q ` ap ´ a
˘

, c’est à dire p|
`

pa` 1qp ´ pa` 1q
˘

.
Ainsi la relation de divisibilité est vraie pour a ě 0, ce qui implique facilement qu’elle est
vraie pour tout a P Z.

4.4. Exercices. —

Exercice 30. — piq Donner la liste complète des diviseurs de 20, 50 et 55.
piiq En déduire pgcdp20, 50q, pgcdp20, 55q et pgcdp50, 55q.

Exercice 31. — Déterminer 6Z` 14Z, 6Z` 21Z, 14Z` 21Z et 6Z` 14Z` 21Z.

Exercice 32. — Que vaut pgcdp222, 344q ? Déterminer deux entiers x, y P Z tels que
222x` 344y “ 2.

Exercice 33. — Résoudre les équations diophantiennes suivantes :
‚ 2018x` 203y “ 1.
‚ 2019x` 203y “ 1.

Exercice 34. — Trouver les entiers a P Z tels que l’équation 4558x`9546y “ a possède
une solution x, y P Z.

Exercice 35. — Etant donnés a P Z, b “ ˘1, soit la suite punqnPN définie par

u0, u1 P Z et, pour n ě 0, un`2 “ aun`1 ` bun.

Montrer que pour tout entier n ě 1, on a pgcdpun`1, unq “ pgcdpu1, u0q.

Exercice 36. — Un nombre entier n est parfait s’il est égal à la somme de ses diviseurs
stricts (c’est à dire à la somme des entiers d tels que 1 ď d ă n et d | n). Vérifier que 6,
28 et 496 sont parfaits.

Exercice 37. — Donner la liste des nombres premiers plus petits que 150.

Exercice 38. — Les nombres de la forme Fn “ 22n ` 1, n P N, sont appelés nombres de
Fermat.
1. Calculer F0, F1, F2, F3 F4.
2. Montrer que ces nombres sont des nombres premiers.
3. Vérifier que F5 est divisible par 641.
4. Montrer que si 2k ` 1 est un nombre premier alors k est une puissance de 2.

Exercice 39. — Les nombres de la forme Mn “ 2n ´ 1 sont appelés nombres de Mer-
senne.
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1. Calculer M2, M3, M4, M5, M7, M11.
2. Factoriser ces nombres.
3. Montrer que si Mn est un nombre premier alors n est un nombre premier.
4. Montrer que si Mn est un nombre premier alors 2n´1Mn est un nombre parfait.

5. Congruences

5.1. L’ensemble Z{nZ. — On fixe un entier n ě 0.

Définition 5.1. — On dit que les entiers a et b sont congrus modulo n si n|pa´ bq, ou
encore s’il existe α P Z tel que a “ b`αn. On note a ” b pnq, ou encore a ” b pmodulo nq,
ou encore a ”n b.

Remarque 5.2. — Pour n “ 0, on a a ”n b si et seulement si, a “ b.

Proposition 5.3. — Soient a, b, c P Z. Alors
piq a ”n b si et seulement si, a ”n b (la relation "modulo" est symétrique),
piiq a ”n a (la relation "modulo" est réflexive),
piiiq si a ”n b et b ”n c, alors a ”n c (la relation "modulo" est transitive).

Démonstration. — piq C’est immédiat : on a a “ b ` αn, α P Z, si et seulement si,
b “ a´ αn.
piiq On a a “ a` 0ˆ n.
piiiq Si a “ b` αn et b “ c` βn avec α, β P Z, alors a “ c` npα ` βq.

Remarque 5.4. — La relation "être congru à" est une relation d’équivalence sur Z.
Cette relation est appelée relation de congruence.

Définition 5.5. — Etant donné a P Z, on pose rasn “ tx P Z, x ”n au. Le sous-
ensemble rasn de Z est appelé classe de congruence de a modulo n. On le note également
a (lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité possible). L’ensemble des classes de congruence est noté
Z{nZ. On parle aussi du quotient Z{nZ.

Remarque 5.6. — On a donc rasn “ a` nZ.

L’ensemble des classes Z{nZ forme une partition de Z : cela signifie que Z est réunion
disjointe des classes d’équivalence. Par exemple, le lemme suivant illustre cette partition :

Lemme 5.7. — Soient deux entiers a et b tels que rasn X rbsn ‰ H. Alors rasn “ rbsn.

Démonstration. — Soit z0 P rasn X rbsn. Alors z0 ”n a et z0 ”n b. Il suffit de montrer
une inclusion. Soit z P rasn. Alors z ”n a et par transitivité, z ”n z0 puis z ”n b, et ainsi
z P rbsn.

Précisons la partition de Z par Z{nZ.

Proposition 5.8. — Soit n ą 1. On a Z “ r0sn Y r1sn Y ¨ ¨ ¨ Y rn ´ 1sn, et ces classes
sont deux à deux disjointes. En particulier, |Z{nZ| “ n.
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Démonstration. — Soit b P Z. Effectuons la division euclidienne de b par n : il existe
q et r, avec 0 ď r ă n, tels que b “ nq ` r : ce qui signifie que b P rrsn avec r P
t0, 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1u. Il reste à montrer que ces classes d’équivalence sont disjointes. Soient
donc k, k1 P t0, ¨ ¨ ¨ , n´1u tels que rksn “ rk1sn. Alors n divise k´k1 avec ´n ă k´k1 ă n,
et donc k ´ k1 “ 0.

Remarque 5.9. — Quand n “ 0 il y a autant de classes que d’entiers.

Pour toute la suite, on suppose n ą 0.
Soit donc a P Z. Alors il existe un unique entier k P t0, ¨ ¨ ¨ , n´1u tel que a P rksn. Comme
a P rasn X rksn d’après la proposition 5.3 piiq, il vient rasn “ rksn d’après le lemme 5.7.

Définition 5.10. — Si x P rasn, on dit que x est un représentant de la classe rasn.
L’entier k P t0, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1u tel que k P rasn est appelé représentant principal de la classe
de a modulo n.

Exemple 5.11. — Soit n “ 131 et a “ 2345. Alors la division euclidienne de a par n
s’écrit : 2345 “ 17 ˆ 131 “ 118. Ainsi r2345s131 “ r118s131, et 118 est le représentant
principal de la classe de 2345 modulo 131.

Proposition 5.12. — Soient a, b, c, d P Z.
piq Si a ”n b et c ”n d, alors a` c ”n b` d et ac ”n bd.
piiq Si a ”n b, alors pour tout entier r ě 1, il vient ar ”n br.
piiiq Si a est premier à n, il existe a1 P Z tel que aa1 ”n 1.
pivq Si c est premier à n et si ac ”n bc alors a ”n b.

Démonstration. — piq Si n|pa´bq et n|pc´dq alors n|pa´bq`pc´dq d’après la proposition
4.6 piiiq. Ecrivons ensuite a “ b ` αn puis c “ d ` βn avec α, β P Z. Alors ac “
bd` npdα ` bβ ` nαβq, ce qui montre que n|pac´ bdq.
piiq C’est une conséquence du point précédent : en prenant c “ a et b “ d, on a a2 ”n b

2,
etc.
piiiq Comme pgcdpa, nq “ 1, on a la relation de Bézout au ` nv “ 1 pour deux entiers
u, v. Ainsi, n|pau´ 1q et donc au ”n 1. Prendre par exemple a1 “ u.
pivq Comme c est premier à n, il existe c1 P Z tel que cc1 ”n 1. En utilisant piq, on obtient
acc1 ”n bcc

1, c’est à dire a ”n b.

Remarque 5.13. — Attention la simplification pivq de la proposition 5.12 n’a pas tou-
jours lieu. En effet, prenons n “ 2, a “ 1 et b “ 2. Alors 2a ”2 2b mais a ı2 b.

5.2. Congruences simultanées. — Dans ce paragraphe nous montrons

Théorème 5.14 (des restes chinois). — Soient deux entiers m,n ě 1, avec
pgcdpm,nq “ 1. Soient a, b P Z. Alors le système suivant d’inconnue x P Z

pSq

"

x ”m a

x ”n b
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admet une solution x0 dans l’ensemble t0, ¨ ¨ ¨ ,mn´ 1u. De plus, les entiers de rx0smn
sont exactement les solutions de pSq.

Démonstration. — Nous allons deux preuves de l’existence d’une solution, la second
preuve donne une façon explicite pour trouver une solution.
Première preuve. Soit l’application :

θ : Z{mnZ Ñ Z{mZˆ Z{nZ
rasmn ÞÑ

`

rasm, rasn
˘

L’application est bien définie : en effet, si rasmn “ rbsmn, alors rasm “ rbsm et rasn “ rbsn.
Par le corollaire 4.22, θ est injective : en effet si rasmn et rbsmn sont tels que rasm “ rbsm et
rasn “ rbsn, alors n et m divisent a´ b et donc mn divise a´ b, c’est à dire rasmn “ rbsmn.
Comme |Z{mnZ| “ mn “ |Z{mZ| ¨ |Z{nZ|, on en déduit que l’application θ est surjective,
ce qui garantit donc l’existence d’une solution à pSq.
Seconde preuve. Partons d’une relation de Bézout mu` nv “ 1 avec u, v P Z. Ecrivons

pb´ aq “ 1ˆ pb´ aq “ pmu` nvqpb´ aq,
ce qui donne

mupb´ aq ` a “ b´ nvpb´ aq.

Posons alors c “ mupb ´ aq ` a. Alors c P rasm et c P rbsn, et ainsi c est une solution de
pSq. Soit alors x0 le représentant principal de la classe de congruence rcsmn de c modulo
mn. On a x0 ”mn c et x0 ”mn c, ce qui implique x0 P rcsm “ rasn et x0 P rcsn “ rbsn.
Soit y une autre solution de pSq. Alors y ”m a ”m x0 et y ”n b ”n x0, par conséquent
m|py ´ x0q et n|py ´ x0q. Par le corollaire 4.22, on a mn|py ´ x0q et ainsi y P rx0smn. La
réciproque est immédiate.

Exemple 5.15. — On cherche à résoudre le système suivant
"

x ”5 3
x ”3 2 . On part de la

relation de Bézout 2ˆ 5´ 3ˆ 3 “ 1. Alors x “ 2ˆ 5ˆ p3´ 2q ` 3 “ 13 est une solution
particulière. Ainsi, les solutions du système étudié sont les entiers de r13s15.

5.3. Z{nZ et ses lois. — On se fixe un entier n ě 1. L’objectif de ce paragraphe est
de munir Z{nZ de deux lois ` (addition) et ¨ (multiplication) qui en font un anneau
commutatif (voir la définition 8.14 de la section 8).

5.3.1. L’anneau Z{nZ. — Pour deux classes de congruences rasn et rbsn de Z{nZ, on
pose :
‚ rasn ` rbsn “ ra` bsn,
‚ rasn ¨ rbsn “ rabsn.

Remarquons immédiatement que ces lois sont bien définies. En effet, si a1 est autre re-
présentant de la classe rasn, il vient a` b ”n a1 ` b et ab ”n a1b.
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Théorème 5.16. — L’ensemble Z{nZ muni des lois ` et ¨ est un anneau commutatif
unitaire. De plus,
piq l’élément neutre pour l’addition est la classe r0sn,
piiq l’opposé de rasn est la classe r´asn,
piiiq le neutre pour la multiplication est la classe r1sn.

Démonstration. — C’est une simple vérification.

Définition 5.17. — Lorsque rasn admet un inverse (pour la multiplication), on le note
ras´1

n . On note par pZ{nZqˆ l’ensemble des classes rasn inversibles de Z{nZ.

Pour k P N, on pose raskn “
k

hkkkkkkkkkikkkkkkkkkj

rasn ¨ rasn ¨ ¨ ¨ rasn et krasn “
k

hkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkj

rasn ` rasn ¨ ¨ ¨ ` rasn, puis
´krasn “ kr´asn.
Enonçons quelques propriétes de calcul.

Proposition 5.18. — Soient a, b P Z, on a
piq pour k P Z, krasn “ rkasn,
piiq pour k P N, raskn “ raksn,
piiiq pour k P Z premier à n tel krasn “ krbsn, alors rasn “ rbsn.

Démonstration. — piq et piiq sont immédiat.
piiiq est conséquence de la proposition 5.12 pivq.

Remarque 5.19. — Observons que krasn “ rkasn “ rksnrasn.

Notons que l’inverse (pour la multiplication) n’existe pas toujours. En effet,

Proposition 5.20. — Soit rasn P Z{nZ. Alors rasn admet un inverse si et seulement si,
pgcdpa, nq “ 1. Si tel est le cas, alors pour tout k P N, il vient pras´1

n q
k “ raks´1

n .

Démonstration. — Si rasn admet un inverse cela signifie qu’il existe b P Z tel que r1sn “
rasn ¨ rbsn “ rabsn, par conséquent que n|pab ´ 1q, ce qui signifie exactement qu’il existe
u P Z tel que nu` ab “ 1, c’est à dire que pgcdpn, aq “ 1 d’après le corollaire 4.20.
Réciproquement, si pgcdpn, aq “ 1, alors d’après la proposition 5.12 piiiq, il existe a1 P Z
tel que rasnra1sn “ r1sn.
L’égalité sur les puissances est conséquence de la proposition 5.18 piiq.

Définition 5.21. — La fonction (ou indicatrice) d’Euler ϕ est la fonction définie pour
n ě 2 par ϕpnq “ |tk, 0 ă k ă n ´ 1, pgcdpk, nq “ 1u|. On a donc ϕpnq “ |pZ{nZqˆ|, où
pZ{nZqˆ est l’ensemble des classes inversibles.

Exemple 5.22. — Considérons l’ensemble de congruence Z{14Z. Comme pgcdp3, 14q “
1, la classe r3s14 admet un inverse. Il s’obtient par la relation de Bézout entre 3 et 14.
En effet de la relation 5 ˆ 3 ´ 1 ˆ 14 “ 1, on en déduit que r5s14r3s14 “ r1s14 et ainsi
r3s´1

14 “ r5s14.
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Théorème 5.23. — Soit p un nombre premier. Alors
piq pour tout entier a P Z, il vient raspp “ rasp,
piiq toute classe non nulle rasp, c’est à dire telle que rasp ‰ r0sp, admet un inverse

ras´1
p , ou encore ϕppq “ p´ 1,

piiiq pour toute classe non nulle rasp, il vient ras´1
p “ rap´2sp,

pivq les seules classes rasp pour lesquelles rasp “ ras´1
p sont les classes r1sp et r´1sp “

rp´ 1sp,
pvq si rasprbsp “ r0sp alors, ou bien rasp “ r0sp, ou bien rbsp “ r0sp.

Démonstration. — piq : c’est une conséquence du petit théorème de Fermat 4.35.
piiq et piiiq : Comme p|apap´1 ´ 1q, d’après le lemme de Gauss 4.21, ou bien p|a ou bien
p|pap´1 ´ 1q. Si rasp est la classe non nulle, cela signifie exactement que p ne divise pas a
et donc que p|pap´1´1q, ce qui du point de vue des classes implique que rasp´1

p “ r1sp. En
remarquant que rasp´1

p “ raspras
p´2
p “ rap´2sp, on a donc que rasp est inversible d’inverse

rap´2sp.
pivq : soit rasp telle que rasp “ ras´1

p , alors ras2p “ r1sp, ce qui signifie que ra2´ 1sp “ r0sp.
Ainsi p divise pa ´ 1qpa ` 1q, et donc par le lemme de Gauss 4.21, ou bien p|pa ´ 1q ou
bien p|pa` 1q.
pvq Ici p|ab et comme p est premier, le résultat se déduit du lemme 4.29.

Exemple 5.24. — Dans Z{11Z, on a

r5s´1
11 “ r5s911

“ r5s23
11r5s11

“ r52s411r5s11
“ pr3s211q

2r5s11
“ r81s11r5s11
“ r4s11r5s11
“ r9s11

Terminons avec le :

Théorème 5.25 (de Wilson). — Soit p un nombre premier. Alors pp´ 1q! ”p ´1.

Démonstration. — D’après le théorème 5.23 pivq, toute classe rksp avec 1 ă k ă p ´ 1 a
un inverse rk1sp avec 1 ă k1 ă p´ 1 et k ‰ k1. Ainsi,

r2sp ¨ r3sp ¨ ¨ ¨ rp´ 2sp “ r1sp,

et ainsi
r1sp ¨ r2sp ¨ ¨ ¨ rp´ 1sp “ r1sp ¨ rp´ 1sp “ rp´ 1sp “ r´1sp.

Par conséquent, p divise pp´ 1q!` 1, ce qui est exactement le résultat recherché.

5.4. Le groupes multiplicatif. — On se fixe un entier n ě 1.
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5.4.1. — Le groupe additif pZ{nZ,`q, noté Z{nZ, est engendré par 1 : en effet k “ k1.

Théorème 5.26. — Une classe rksn engendre le groupe Z{nZ si et seulement si,
pgcdpk, nq “ 1.

Démonstration. — Voir le théorème 8.13.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 5.27. — On a n “
ÿ

d|n

ϕpdq.

Démonstration. — Soit k P t0, ¨ ¨ ¨n ´ 1u. Alors rksn P Z{nZ est d’ordre un diviseur d
de n (d’après la proposition 8.7) et il engendre l’unique sous-groupe H de G d’ordre d
(voir le théorème 8.12). Or d’après le théorème 8.13, le groupe H (et donc Z{nZ) contient
exactement ϕpdq éléments d’ordre d. D’où la formule annoncée.

5.4.2. — Considérons maintenant le groupe multiplicatif.

Proposition 5.28. — L’ensemble pZ{nZqˆ muni de la loi ¨ forme un groupe commutatif
de cardinal ϕpnq.

Démonstration. — C’est immédiat, voir la proposition 8.17.

On a vu que lorsque n “ p est un nombre premier, pZ{pZqˆ “ tr1sp, ¨ ¨ ¨ , rp´1spu et ainsi
ϕppq “ p´ 1. Pour le cas général, nous avons :

Théorème 5.29. — Soit n “ pn1
1 ¨ ¨ ¨ p

nk
k , où les pi sont des nombres premiers deux

à deux distincts et où les entiers ni sont tous plus grand que 1. Alors ϕpnq “ pp1 ´

1qpn1´1 ¨ ¨ ¨ ppk ´ 1qpnk´1.

Démonstration. — Commençons par le lemme suivant.

Lemme 5.30. — Soit m,n ě 2 deux entiers premiers entre eux. Alors ϕpnmq “

ϕpnqϕpmq.

Démonstration. — Nous avons vu dans la preuve du théorème 5.14 que l’application
suivante :

θ : Z{mnZ Ñ Z{mZˆ Z{nZ
rasmn ÞÑ

`

rasm, rasn
˘

est bijective. Soit alors rasmn inversible : cela signifie donc que pgcdpa,mnq “ 1. L’image
θprasmnq est un couple d’éléments prasm, rasnq dans pZ{mZqˆ ˆ pZ{nZqˆ. Ainsi, θ induit
une application θ1 nécessairement injective de pZ{mnqˆ vers pZ{mZqˆˆpZ{nqˆ. D’autre
part on sait que θ est surjective. Donc pour prbsm, rcsnq P pZ{mZqˆ ˆ pZ{nqˆ, il existe
a P Z tel que rasm “ rcsm et rasn “ rcsn. Alors m|pa´ cq et n|pa´ cq. Par le lemme 4.25,
il vient pgcdpa,mq “ pgcdpb,mq “ 1 et pgcdpa, nq “ pgcdpc, nq “ 1. Par conséquent,
pgcdpa,mnq “ 1 par le corollaire 4.23. Ainsi par la proposition 5.20, rasmn P pZ{mnZqˆ.
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On vient de montrer que θ1 est également une bijection. En considérant alors les cardinaux,
on obtient le lemme.

Nous avons besoin d’un second lemme

Lemme 5.31. — Soit p un nombre premier et soit m ě 1. Alors ϕppmq “ pp´ 1qpm´1.

Démonstration. — Cherchons le nombre N d’entiers a compris entre 1 et pm et divisible
par p. On aura alors ϕppkmq “ pm ´ N . On écrit a “ pn0 avec 1 ď n0 ă pm´1. Ainsi
N “ pm´1. On a alors ϕppmq “ pm ´ pm´1 “ pp´ 1qpm´1.

Finissons la preuve du théorème 5.29 par récurrence sur k. Pour k “ 1, c’est le cas
où n “ pm est la puissance d’un nombre premier p, et l’on a dans le lemme 5.31 que
|pZ{pmZqˆ| “ pp ´ 1qpm´1. Partons alors de n “ pn1

1 ¨ ¨ ¨ p
nk
k et posons n0 “ n{pnkk . Par

hypothèse de récurrence, on suppose vrai le théorème pour n0. On a pgcdppnkk , n0q “ 1
et d’après le lemme 5.30, il vient |pZ{nZqˆ| “ |pZ{pnkk Zqˆ| ˆ |pZ{n0Zqˆ|, le résultat s’en
déduit.

Théorème 5.32 (d’Euler). — Soit un entier a premier à n ě 2. Alors rasϕpnqn “ r1sn.

Démonstration. — ‚ Les résultats précédents permettent de montrer le théorème lorsque
n “ p1 ¨ ¨ ¨ pk, où les pi sont des nombres premiers deux à deux distincts. En effet, soit a
premier à n. Alors a est premier à chaque pi. Par la théorème 5.23, il vient rappi´1qspi “

r1spi . Ainsi, rap1s
pp2´1q¨¨¨ppk´1q
p1´1 “ r1spp2´1q¨¨¨ppk´1q

p1 “ r1sp1 et, par conséquent, d’après le
théorème 5.29 il vient raϕpnqsp1 “ r1sp1 . Il en est de même pour chaque premier pi|n.
Ainsi, pour i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k, on a pi|paϕpnq ´ 1q. Comme les pi sont deux à deux distincts, on
en déduit, d’après le corollaire 4.22, que le produit p1 ¨ ¨ ¨ pk divise aϕpnq´1, ce qui signifie
exactement que raϕpnqsn “ r1sn.
‚ Pour le cas général où n “ pn1

1 ¨ ¨ ¨ p
nk
k nous avons besoin du corollaire 8.10 de la section

Appendice 8. Partons de a premier à n, donc a est premier à chaque pi et ainsi raspnii P

pZ{pnii qˆ. Par le corollaire 8.10 et le lemme 5.31, il vient rasppi´1qpni´1
i

p
ni
i

“ r1spnii , ce qui
implique, par le lemme 5.30, rasϕpnq

p
ni
i

“ r1spnii . Ainsi pnii divise aϕpnq ´ 1 pour i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k.
On conclut avec le corollaire 4.22.

Remarque 5.33. — Le théorème 5.32 est la conséquence d’un résultat plus général,
voir le corollaire 8.10 de l’Appendice §8.

5.5. Exercices. —

Exercice 40. — piq Déterminer les représentants principaux des classes de congruence
suivantes : r223s7, r354s7, r1568s7.

piiq Parmi ces classes, a-t-on deux classes identiques ?

Exercice 41. — Soit n P N.
piq Montrer que n est divisible par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est

divisible par 3.
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piiq Montrer que n est divisible par 9 si et seulement si la somme de ses chiffres est
divisible par 9.

piiiq Sur le modèle des deux caractérisations précédentes, donner une condition nécessaire
et suffisante pour que n soit divisible par 11.

Exercice 42. —

piq Quel est le reste de la division euclidienne de 1320 par 7 ?
piiq Quel est le reste de la division euclidienne de 20172018 par 5 ? par 11 ? par 15 ?
piiiq Soit n P N. Montrer que l’entier 5n3 ` n est divisible par 6.
pivq Soit n P N. Montrer que l’entier 32n`1 ` 2n`2 est divisible par 7.
pvq Déterminer un entier a ě 0 tel que, pour tout entier n P N, on ait : 3n`a ´ 44n`2 ”

0 pmod 11q.
pviq Déterminer un entier a ě 0 tel que, pour tout entier n P N, on ait : 5n`1 ´ 73n`a ”

0 pmod 13q.

Exercice 43. —

piq Trouver les entiers x P Z tels que x ” 3 pmod 7q et x ” 5 pmod 15q.
piiq Trouver les entiers x P Z tels que x ” 21 pmod 37q et x ” 130 pmod 181q.
piiiq Trouver le plus entier x P N tels que x ” 8 pmod 14q, x ” 5 pmod 23q et x ”

13 pmod 29q.

Exercice 44. — Déterminer les tables d’addition et de multiplication de Z{6Z et de
Z{7Z. Préciser l’inverse de chaque classe (lorsque celle-ci existe).

Exercice 45. —

piq Déterminer les inverses de r11s23, r35s13, r13s35, et r123s88.
piiq Trouver les entiers x P Z vérifiant 35x ” 2 pmod 13q.
piiiq Trouver les entiers x P Z vérifiant 37x ” 2 pmod 131q.

Exercice 46. —

piq Déterminer les carrés de Z{23Z.
piiq Résoudre dans Z{23Z l’équation X2 ` 2X ` r6s23 “ r0s23.
piiiq Donner les entiers x P Z tels que 23 divise x3 ` 2x2 ` 6x.

Exercice 47. —

piq Déterminer les carrés de Z{29Z.
piiq Donner les entiers x P Z tels que 29 divise x2 ` x´ 1.
piiiq Donner les entiers x P Z tels que 29 divise x2 ` x` 1.
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6. Corps finis

Pour toute cette section on se fixe un nombre premier p et pour un entier k, on notera
par k la classe rksp.

6.1. Structure multiplicative et logarithme discret. — Commençons par rappeler
que toute classe non nulle de Z{pZ admet un inverse, ce qui fait de pZ{pZ,`, ¨q un corps
fini de cardinal p (voir définition 8.18). On le note Fp (comme montré dans la section 8
théorème 8.19, tout corps ayant p éléments est isomorphe à Fp).
Comme pour les sections précédentes, on note par Fˆp “ tx P Fp, x ‰ 0u.

Théorème 6.1. — Soit le corps fini Fp. Alors Fˆp est un groupe cyclique d’ordre p´1.

Démonstration. — On a déjà vu que Fˆp est un groupe (commutatif) d’ordre p´ 1. Soit
x P Fˆp , et soit d son ordre : on rappelle que c’est le plus petit entier d ą 0 tel que xd “ 1.
D’après le corollaire 8.10 de la section 8, l’entier d divise p ´ 1. Il vient alors que x est
racine du polynôme Xd ´ 1. Ainsi, si l’on note par Ed l’ensemble des éléments de Fˆp
d’ordre d et par Fd les éléments de Fp racines de Xd ´ 1, on a Ed Ă Fd. Or le polynôme
Xd ´ 1 a au plus d racines dans Fp (d’après le corollaire 6.14 à venir). Comme le sous-
groupe xxy de Fˆp engendré par x, de cardinal d (voir la proposition 8.8 de la section 8),
est contenu dans Fd, on en déduit que Fd “ xxy. Et ainsi, Ed Ă xxy. Un élément xk est
d’ordre d si et seulement si pgcdpk, dq “ 1 (d’après le théorème 8.13). Par conséquent
|Ed| “ ϕpdq quand Ed n’est pas vide. En conclusion, pour d|pp´ 1q, il vient |Ed| ď ϕpdq.
On a alors

p´ 1 “ |Fˆp | “
ÿ

d|pp´1q
|Ed| ď

ÿ

d|pp´1q
ϕpdq “ p´ 1,

la dernière égalité résultant du théorème 5.27. Ceci implique alors que pour tout d|pp´1q,
|Ed| “ ϕpdq, et en particulier que Ep´1 est non-vide : il existe dans Fˆp un élément a d’ordre
p´ 1. Et ainsi Fˆp “ xay.

Définition 6.2. — Un élément a de Fˆp d’ordre p´ 1 s’appelle une racine primitive de
l’unité ; c’est aussi un générateur du groupe Fˆp .

Remarque 6.3. — Le corps Fˆp contient donc ϕpp´ 1q racines primitives de l’unité.

On en arrive à la définition du logarithme discret.

Définition 6.4. — Soit a un générateur Fˆp . Pour tout x ‰ 0, il existe un unique k P
t0, ¨ ¨ ¨ , p´ 2u tel que x “ ak. L’entier k est par définition le logarithme de x (en base a) :
on note alors k “ logapxq.

Remarque 6.5. — On a en particulier, logapaq “ 1 et logap1q “ 0.

Remarque 6.6. — D’après le théorème 8.13, l’élément x est une racine primitive de
l’unité si et seulement si, pgcdpp´ 1, logapxqq “ 1.

Exemple 6.7. — Dans Fˆ5 , la classe 2 est d’ordre 4. Ainsi, log2p1q “ 0, log2p2q “ 1,
log2p3q “ log2p8q “ 3 et log2p4q “ 2.
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Proposition 6.8. — Soit a un générateur de Fˆp . Alors pour tout x, y P Fˆp , il vient

logapxyq ” logapxq ` logapyq pmodulo p´ 1q.

Démonstration. — On écrit x “ ak et y “ ak
1 avec 0 ď k, k1 ď p ´ 2. Si l’on note par

r le reste de la division euclidienne de k ` k1 par p ´ 1, il vient xy “ ak`k
1

“ ar. Ainsi,
logapxq ` logapyq “ r ”p´1 k ` k

1 “ logapxq ` logapyq.

Remarquons enfin le corollaire suivant :

Corollaire 6.9. — Pour x P Fˆp , on a

log apx´1
q ” ´ logapxq pmodulo p´ 1q.

Démonstration. — C’est une conséquence de la proposition 6.8 associée au fait que
logap1q “ 0.

6.2. Polynômes. — On se fixe le corps fini Fp, et on considère FprXs l’ensemble des
polynômes à coefficient dans Fp. On munit FprXs des deux lois naturelles `, ¨, issues de
celles de Fp.

Proposition 6.10. — pFprXs,`, ¨q est un anneau (commutatif). Le groupe Fˆp est exac-
tement le groupe des inversibles de FprXs.

On définit alors le degré degpP q d’un polynôme non nul P “ anX ` ¨ ¨ ¨ ` a0 comme le
plus grand indice i tel que ai ‰ 0. On pose également degp0q “ 8. Comme pour Z, on
peut définir la notion de divisibilité et munir FprXs d’une division euclidienne

Théorème 6.11. — Soient Q,P P FprXs avec P ‰ 0. Alors il existe R, S P FprXs tels
que Q “ PS `R et 0 ď degpRq ă degpP q. De plus, sous ces conditions les polynômes R
et S sont uniques.

Cette division euclidienne est une propriété extrêmement riche : en effet comme pour
Z (ou RrXs), on a la notion de PGCD, d’éléments premiers entre eux, de polynômes
irréductibles (l’équivalent des nombres premiers), d’algorithme d’Euclide, du théorème
fondamental de factorisation (l’équivalent du théorème 4.30), du théorème des restes
chinois, etc. Nous avons également les relations de Bézout (et les corollaires de la section
4.2). Typiquement

Corollaire 6.12 (Relation de Bézout). — Soient P et Q deux polynômes non nuls
de FprXs. Alors P et Q sont premiers entre eux si et seulement si, il existe U, V P FprXs
tels que UP ` V Q “ 1.

Donnons également une autre conséquence de la division euclidienne.
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Corollaire 6.13. — Soit P P FprXs non nul. Posons r “ degpP q. Supposons qu’il
existe a P Fp tel que P paq “ 0. Alors il existe un polynôme Q de degré r ´ 1 tel que
P “ pX ´ aqQ.

Démonstration. — Grâce à la division euclidienne, on écrit P “ pX´aqQ`b, avec b P Fp.
Comme P paq “ 0, on en déduit que b “ 0.

On a alors

Corollaire 6.14. — Soit P P FprXs non nul de degré r. Alors P a au plus r racines.
Plus précisément, il existe a1, ¨ ¨ ¨ , ak P Fp tel que P “ pX ´ a1q

n1 ¨ ¨ ¨ pX ´ akq
nkQ, avec

ai ‰ aj pour i ‰ j, avec n1 ` ¨ ¨ ¨ ` nk ď r et avec Q P FprXs sans racine. De plus, si
P pbq “ 0 alors nécessairement b “ ai pour un certain i P t1, ¨ ¨ ¨ , ku.

Démonstration. — La factorisation s’obtient à partir du corollaire 6.13. Alors pour b P Fp
tel que P pbq “ 0, il vient pb ´ a1q

n1 ¨ ¨ ¨ pb ´ akq
nkQpbq et comme Fp est un corps, on a

nécessairement l’un des b´ ai qui est nul (car Qpbq ‰ 0 par hypothèse).

6.3. Pour aller plus loin. — Dans la section Appendice 8, remarque 8.20, on montre
qu’un corps fini est de cardinal pd pour un certain nombre premier p. Nous allons montrer
ici comment construire de tel corps finis.
La démarche va être identique à celle qui permet de construire le corps Fp mais cette
fois-ci en partant de FprXs. On commence par définir une relation de congruence sur
FprXs de la façon suivante :

Définition 6.15. — Soit P P FprXs et soient A,B P FprXs. On dit que A est congru à
B modulo P , si P divise A ´ B. Ou encore le reste de la division euclidienne de A ´ B

par P est le polynôme nul. On note alors A ”P B, ou encore A ” B pP q, ou encore
A ” B pmodulo P q.

Comme dans Z, la relation "modulo à" est une relation d’équivalence : symétrique, ré-
flexive et transitive. On considère alors les classes d’équivalence

rAsP “ tB P FprXs, A ”P Bu.

La classe rAsP est aussi notée X.

Définition 6.16. — On note par FprXs{pP q l’ensemble des classes d’équivalences mo-
dulo P ; on parle aussi du quotient FprXs{pP q.

Les classes de FprXs{pP q forment alors une partition de FprXs.

Remarque 6.17. — Lorsque P “ 0, il y a autant de classes que de polynômes.

Soit P P FprXs non nul de degré d. Alors, comme pour Z, on montre que toute classe
d’équivalence contient un unique polynôme A de degré plus petit que d. Et ainsi on a
|FprXs{pP q| “ pd. Les deux théorèmes importants 5.16 et 5.23 deviennent ici :
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Théorème 6.18. — Soit le corps fini Fp et soit P P FprXs de degré d. Alors le quotient
FprXs{pP q, muni des deux lois ` et ¨ induite de Fp, est un anneau fini de cardinal pd,
où d “ degpP q. Si de plus P est un polynôme irréductible alors le quotient FprXs{pP q
est un corps fini.

Posons α “ X P FprXs{pP q. Chaque classe de FprXs{pP q contient un unique polynôme
A de degré plus petit que d ; écrivons A “ a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` adX

d. Alors il vient Q “

a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` adXd “ a0`a1α`a2α
2`¨ ¨ ¨`ad´1α

d´1 (ici on a posé a01 “ a0). Ainsi,
nous venons de montrer que tout élément β P FprXs{pP q s’écrit de façon unique

β “ a0 ` a1α ` a2α
2
` ¨ ¨ ¨ ` ad´1α

d´1,

avec αi P Fp. On écrit alors FprXs{pP q :“ Fppαq.
En conclusion, Fppαq est un espace vectoriel de dimension d sur Fp de base t1, α, ¨ ¨ ¨ , αd´1u,
muni d’une multiplication avec la relation P pαq “ 0.

Comme nous le rappelons dans la section 8, théorème 8.19, un corps fini à p éléments est
unique à isomorphisme près. En fait, plus généralement nous avons le théorème suivant
(que l’on admet)

Théorème 6.19. — Soit un nombre premier p et soit d ě 1. Il existe un unique corps
fini de cardinal pd (à isomorphisme près). On le note Fpd.

Ce théorème, associé à la remarque 8.20, montre que le principe de construction d’un
corps fini proposé à travers le théorème 6.18 est l’unique façon de construire un corps
fini.

Le théorème 6.1 devient ici :

Théorème 6.20. — Soit un corps fini K de cardinal pd. Alors il existe a P K tel que
Kˆ “ xay.

Ainsi ce théorème montre que comme pour Fp, il est possible de définir le logarithme
discret dans un corps fini.

Exemple 6.21. — Soit le corps fini F2. Le polynôme P “ X2 `X ` 1 P F2rXs n’a pas
de racine sur F2, il est irréductible. Ainsi le quotient K :“ F2rXs{pX

2 ` X ` 1q est un
corps fini à 4 éléments. Tout élément de K s’écrit de façon unique a0 ` bα, où α est la
classe de Xpmodulo P q et où ai P F2 “ t0, 1u. On écrit alors K “ F2pαq. L’élément α
vérifie donc la relation α2 ` α ` 1 “ 0.
Effectuons quelques calculs dans le corps K. Soit β “ α ` 1. Alors β2 “ pα ` 1q2 “
α2 ` 2α ` 1. Mais ici 2α “ 0 et ainsi β2 “ α2 ` 1 “ ´pα ` 1q ` 1 “ α, car ´1 “ 1. Puis
β3 “ αpα ` 1q “ α2 ` α “ α ` 1` α “ 1, ce qui illustre le théorème 6.20.
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6.4. Exercices. —

Exercice 48. — Soit le corps fini F19.
piq Donner les ordres possibles d’un élément de Fˆ19.
piiq Quel est l’ordre de 3 ?
piiiq Pour chaque ordre possible, donner un élément de Fˆ19 qui a l’ordre en question.

Exercice 49. — Vérifier que 107 est un nombre premier. Soit alors le corps F107. Quels
sont les ordres de 2 et de 3 ?

Exercice 50. — Montrer que 2 est une racine primitive de l’unité de F13. Donner alors
la table des logarithmes en base 2 des éléments de Fˆ13.

Exercice 51. — Montrer que 7 est une racine primitive de l’unité de F11. Donner alors
la table des logarithmes en base 7 des éléments de Fˆ11.

Exercice 52. — Soit le corps F29.
piq Montrer que 2 est une racine primitive de l’unité.
piiq Calculer log2p3q.
piiiq En déduire log2p6q puis log2p5q.

Exercice 53. — Soit le corps F101. On admet que 2 est racine primitive de l’unité.
piq Déterminer un représentant principal de 250.
piiq En déduire log2p10q, log2p20q puis log2p40q.

Exercice 54. — 1. Donner quelques solutions de l’équation diophantienne 5X2 ´

Y 2 “ 1, c’est à dire avec X, Y P Z.
2. Montrer que l’équation diophantienne 5X2 ´ Y 2 “ 3 n’a pas de solution dans Z.

Exercice 55. — Résoudre dans F7 le système
#

x` y “ 2
x` 2y “ 1

.

Exercice 56. — Résoudre dans F11 le système
#

´x` 2y “ 2
3x` 4y “ 1

.

Exercice 57. — A quelle condition sur le paramètre λ P F13 la matrice A “

ˆ

1 3
λ 4

˙

est-elle inversible ?

Exercice 58. — Dans F7, inverser la matrice B “
ˆ

1 2
2 1

˙

.

Exercice 59. — Dans F2, inverser la matrice C “

¨

˝

1 0 1
1 1 0
1 1 1

˛

‚.
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Exercice 60. — Déterminer les polynômes irréductibles (unitaires) de F2rXs de degré
1, de degré 2, de degré 3, degré 4 et de degré 5.

Exercice 61. — Déterminer les polynômes irréductibles de degré 2 de F3 puis de F5.

Exercice 62. — Dans F2rXs, factoriser les polynômes P “ X4 ` X2 ` X ` 1 et Q “

X4 `X3 `X ` 1.

Exercice 63. — Dans F5rXs, factoriser les polynômes P “ X3 ` X2 ` X ` 1 puis
Q “ X3 `X2 `X ` 2.

Exercice 64. — Sur Fp, soit la matrice A “

¨

˝

1 2 1
1 0 ´1
0 1 ´1

˛

‚.

piq Calculer le polynôme caractéristique de A.
piiq Etudier la diagonalisation de la matrice A pour p “ 2, pour p “ 3, pour p “ 5 et

pour p “ 13.

Exercice 65. — Montrer qu’une matrice carrée A à coefficient dans Fp est diagonali-
sable si et seulement si, Ap “ A.

Exercice 66. — Donner les tables d’addition et de multiplication du corps F4. Déter-
miner l’ordre de chaque élément de Fˆ4 .

Exercice 67. — Expliquer comment construire le corps à 1024 éléments.

Exercice 68. — Soit le corps fini F9 “ F3pαq, avec α vérifiant l’équation α2 ` 1 “ 0.
Vérifier que le corps F9 contient les racines de tous les polynômes irréductibles de degré
2 de F3rXs.

Exercice 69. — Donner les tables d’addition et de multiplication du corps F9. Détermi-
ner l’ordre de chaque élément non nul de F9. Parmi les polynomes irréductibles de degré
2 sur F3, trouver les polynomes primitifs (c’est à dire ceux dont une racine engendre Fˆp ).

Exercice 70. — Reprendre l’exercice précédent avec F8.

Exercice 71. — Soit le corps fini F16 “ F2pαq, avec α vérifiant l’équation α4`α`1 “ 0.
Exprimer les éléments α´1 et pα5 ` αq´1.

Exercice 72. — Soit P “ X2`X ´ 1 P F3rXs et soit α “ X P F3rXs{pP q. Vérifier que
F3pαq “ F9.
On considère l’application Zα définie par

Zα : t1, ¨ ¨ ¨ , 7u Ñ t1, ¨ ¨ ¨ , 7u
i ÞÑ logαp1´ αiq

Déterminer explicitement Zα. En déduire :
piq La simplification de p1` α ` α6q ` αp1´ α6q

4.
piiq La factorisation sur F9 du polynôme X3 ` 1` α7 P F9rXs.

Exercice 73. — Soit Fq le corps à q éléments. On suppose q impair.
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piq Montrer que tout élément de Fq est somme de deux carrés.
piiq Montrer que ´1 est un carré dans Fq si et seulement si q ” 1 pmodulo 4q.

7. Un peu de cryptographie

Le but de cette section est de donner quelques protocoles cryptographiques pour illustrer
les sections précédentes.
Nous commencerons par donner deux protocoles symétriques (le chiffrement de Vigenère,
et le chiffrement de Hill), puis un protocole d’échange de clefs (Diffie-Hellman), et enfin
le protocole asymétrique RSA.
Expliquons le principe général. Deux personnes, que l’on nomme traditionnellement Alice
et Bob, veulent échanger un message qu’ils souhaitent garder confidentiel. Ils vont donc
procéder à un chiffrement de celui-ci. Il apparaît alors au moins trois types de principes.
´ Protocole symétrique. Alice et Bob disposent d’une clef de chiffrement et d’une clef de
déchiffrement, que eux seuls possédent (enfin, c’est ce qu’ils espèrent...). Grâce à ces clefs,
Alice peut envoyer un message chiffré à Bob, et Bob peut le déchiffrer ; et vice et versa. Et
ainsi, les deux personnes sont en mesure de s’envoyer des messages : les échanges peuvent
aller dans les deux sens.
´ Protocole d’échange de clefs. Pour le protocole précédent, on voit aisément une première
question : si Alice et Bob ne se rencontrent pas, comment partager un système de clefs
avec une certaine sécurité ?
´ Protocole asymétrique. Alice rend publique une clef permettant à toute personne de lui
envoyer un message chiffré. Alice déchiffre à l’aide d’une clef privée tout message chiffré
par cette clef publique. Cet échange ne va que dans un sens : de Bob vers Alice.
D’autres exigences peuvent apparaître comme l’authentification, la non-répudiation et
l’authenticité. Nous ne les aborderons pas.

7.1. Chiffrement de Vigenère. — C’est un principe de chiffrement par substitution.
On commence par numéroter les lettres de l’alphabet : la lettre A est numérotée 0, la
lettre B numérotée 1,... , la lettre Z numérotée 25. Cette numérotation permet de voir
l’alphabet dans l’ensemble t0, 2, ¨ ¨ ¨ , 25u... que l’on peut voir dans Z{26Z.
On choisit ensuite la clef de chiffrement : c’est un mot (que l’on traduit dans Z{26Z).
Expliquons maintenant le principe de ce chiffrement à partir d’un exemple. Typiquement
prenons comme clef le mot EXEMPLE, et le texte à chiffrer VOICI UN EXEMPLE.
L’opération va alors être la suivante : on commence par écrire le texte à chiffrer, puis en
dessous en écrit le mot clef autant de fois que nécessaire pour “couvrir” le texte.

V O I C I U N E X E M P L E
E X E M P L E X E M P L E E

Le chiffrement va consister à faire la somme “lettre par lettre”, modulo 26. Par exemple,
la première colonne voit la somme de V avec E, c’est à dire de 21 et de 4, soit 25, qui
correspond à la lettre Z. Pour la seconde colonne, c’est la somme de O avec X, c’est à
dire de 14 et 23, soit 37 modulo 26, c’est à dire 11, qui correspond à la lettre L.
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V O I C I U N E X E M P L E
E X E M P L E X E M P L E E
Z L M O X F R I U I Y E W I

Le texte chiffré est donc ZLMOX FRIUI YEWI. Le déchiffrement va consister à faire
la même opération avec le mot “inverse”. La clef de chiffrement EXEMPLE consiste à
translater les lettres successivement rencontrées par : 4, 23, 4, 12, 15, 11, 4. Pour le
déchiffrement il faut donc translater par ´4, ´23, ´4, ´12, ´15, ´11, ´4, ce qui modulo
26 correspond à 22, 3, 22, 14, 11, 15, 22, soit le mot WDWOLPW.
Observons qu’avec le chiffrement de Vegenère une même lettre peut être chiffrée différe-
ment. Ce chiffrement est protégé contre une attaque à partir de l’analyse classique des
fréquences d’apparition des lettres.
Pour terminer, notons qu’il est possible d’agrandir l’alphabet en introduisant le caractère
blanc, la virgule, le point, etc.

7.2. Le chiffrement de Hill. —

7.2.1. Le chiffrement affine. — C’est une extension du chiffrement par transformation
affine. Commençons par rappeler celui-ci. Comme précédemment on part de l’alphabet
vu dans Z{26Z. Soient ensuite a P pZ{26Zqˆ et b P Z{26Z. On rappelle que a P pZ{26Zqˆ
si et seulement si a est premier à 26. On considère alors l’application affine ϕ sur Z{26Z
définie par

ϕpxq “ ax` b.

Comme a P pZ{26Zqˆ, l’application ϕ est inversible d’inverse ϕ1pyq “ a´1y ´ a´1b, où ici
a´1 est l’inverse de a dans Z{26Z. L’application ϕ est la clef de chiffrement, et ϕ1 la clef
de déchiffrement.
Partons du texte à chiffrer VOICI UN EXEMPLE. Alors V est chiffrée par ϕp21q, O par
ϕp14q, etc. Typiquement prenons a “ 3 et b “ 5. Il vient alors ϕp21q “ 16, et V est
chiffrée par Q, puis ϕp14q “ 21, et donc O est chiffrée par V, etc. Après quelques calculs
on trouve le message chiffré QVDLD NSPRH HFXR.
La relation de Bézout 9ˆ3´26 “ 1 montre que p3q´1 “ 9, et ainsi la clef de déchiffrement
est la fonction ϕ1pyq “ 9y ´ 1. Le message de départ s’obtient en “appliquant” ϕ1 au
message QVDLD NSPRH HFXR.
Lorsque a “ 1, la fonction ϕ correspond à une translation, c’est le principe de chiffrement
de César.

7.2.2. — Le chiffrement de Hill va consister à une généralisation du chiffrement affine.
On se donne un entier n ě 1, puis une matrice carrée A, de taille nˆn, à coefficients dans
Z{26Z. Le déterminant de la matrice A se calcule comme pour le cas où les coefficients
sont réels ; les formules du théorème 2.29 restent valable et en particulier A est inversible
dès lors que detpAq P pZ{26Zqˆ ; dans ce cas, il existe une matrice B à coefficients dans
Z{26Z telle que AB “ BA “ In, où In est la matrice identité (la classe 1 sur la diagonale
et la classe 0 ailleurs).
On suppose A inversible. La matrice A est la clef de chiffrement.
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On va appliquer des transformations sur le texte à chiffrer sur des paquets de n lettres
via la matrice A.

Voyons ce principe sur l’exemple initial. Soit le texte à chiffrer VOICI UN EXEMPLE.

Prenons n “ 2, et soit la matrice A “
ˆ

2 3
1 1

˙

à coefficients dans Z{26Z. La matrice A

a pour déterminant ´1, la matrice A est inversible.
Prenons le premier paquet de 2 lettres du texte à chiffre VO. On lui associe le vecteur de

coordonnées
ˆ

21
14

˙

. Alors, le couple VO est chiffré par le vecteur

A

ˆ

21
14

˙

“

ˆ

2 3
1 1

˙ˆ

21
14

˙

“

ˆ

6
9

˙

;

le vecteur
ˆ

6
9

˙

correspond au couple de lettres GJ. Ansi VO est chiffré en GJ.

Il vient ainsi les transformations suivantes :

V O ÝÑ

ˆ

21
14

˙

ϕ
ÝÑ

ˆ

6
9

˙

ÝÑ GJ ; IC ÝÑ
ˆ

8
2

˙

ϕ
ÝÑ

ˆ

22
10

˙

ÝÑ WK ;

IU ÝÑ

ˆ

8
0

˙

ϕ
ÝÑ

ˆ

24
2

˙

ÝÑ Y C ; NE ÝÑ
ˆ

21
14

˙

ϕ
ÝÑ

ˆ

10
25

˙

ÝÑ KZ ;

XE ÝÑ

ˆ

0
5

˙

ϕ
ÝÑ

ˆ

10
22

˙

ÝÑ KW ; MP ÝÑ

ˆ

24
5

˙

ϕ
ÝÑ

ˆ

10
8

˙

ÝÑ KS ;

LE ÝÑ

ˆ

13
16

˙

ϕ
ÝÑ

ˆ

24
10

˙

ÝÑ Y K.

Le texte chiffré est GJWKY CKZKW KSYK.
La clef de déchiffrement est la matrice inverse de A : pour le déchiffrement, on procède
comme pour le chiffrement mais avec la matrice A´1.

Pour l’exemple suivi, on a A´1 “

ˆ

´1 3
1 ´2

˙

.

7.3. Le protocole de Diffie-Hellman. — La question ici est la suivante : comment
Alice et Bob peuvent partager une clef secrète ?
Nous allons donner le protocole de Diffie-Hellman (datant de 1976).

Soit p un nombre premier et soit g P pZ{pZqˆ d’ordre assez grand. On sait que l’ordre
d’un élément de pZ{pZqˆ divise p´ 1, et qu’il existe des éléments d’ordre p´ 1.

Le nombre premier p et l’élément g peuvent être rendus publics.

Alice choisit alors un entier n, et Bob en entier m. Alice et Bob gardent bien pour eux
ces entiers.
Alice calcule gn ; Bob calcule gm ; ces calculs se font dans Z{pZ. Notons par gn la classe
de gn et par gm la classe de gm.
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Alice envoie alors gn à Bob, et Bob envoie gm à Alice. Ensuite, Alice calcule pgmqn et Bob
calcule pgnqm. La clef partagée est alors le résultat obtenu, car en effet on a :

pgmq
n
“ pgmqn “ gmn “ gnm “ pgnqm “ pgnq

m.

Observons que si une tiers personne intercepte les messages envoyés, c’est à dire gn et
gm, il lui faut connaître n ou m pour avoir la clef. En d’autres termes, la question est
la suivante : sachant g et gm est-il facile de déterminer m ? C’est la problèmatique du
logarithme discret... et c’est quelque chose qu’on ne sait pas résoudre “efficacement”.

Bien entendu dans la pratique le nombre premier p doit ètre très grand ainsi que les
entiers m et n. Le calcul gm est un calcul modulo p, qui par une approche naive nécessite
m opérations (dans Z{pZ). Mais on peut optimiser celui-ci. Donnons ici le principe de
l’exponentiation rapide. Ecrivons m en base 2 :

m “ a0 ` 2a1 ` 4a2 ` 8a3 ` ¨ ¨ ¨ ` 2k,

où ai P t0, 1u ; cela nécessite au plus k opérations (divisions et soustractions). Observons
alors que m ě 2k et donc k ď logm{ log 2. Alors

gm “ ga0pg2
q
a1pg4

q
a2 ¨ ¨ ¨ pg2k

q.

Etant donnés les g2i , i “ 1, ¨ ¨ ¨ , k, il faut au plus k opérations pour avoir gm. Mais comme
g2i`1

“ pg2iq2, on voit que k opérations suffisent pour avoir la famille g2i , i “ 0, ¨ ¨ ¨ , k.
Ainsi au total il faut donc de l’ordre de k “ logm opérations pour avoir gm.

Prenons un exemple. Soit le nombre premier p “ 2459. Alors p ´ 1 “ 2458 “ 2 ˆ 1229 ;
ici 1229 est un nombre premier. Observons alors que tout élément non nul de Z{2459Z
est d’ordre 1, 2, 1229 ou 2458 dans pZ{2459Zqˆ.
Prenons g “ 2 (la classe de 2 dans Z{2459Z). Cherchons l’ordre de g. Pour cela calculons
g1229 en utilisant l’exponentiation rapide. Ecrivons 1229 en base 2 :

1229 “ 1` 22
` 23

` 26
` 27

` 210.

On trouve alors
g1229

“ g ¨ g22
¨ g23

¨ g26
¨ g27

¨ g210
.

Ecrivons le calcul des g2k pour 0 ď k ď 10 :
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
g2k 2 4 16 256 1602 1667 219 1240 725 1858 2187

Alors,
g1229

“ 2 ¨ 16 ¨ 256 ¨ 219 ¨ 1240 ¨ 2187 “ ´1,

et ainsi pZ{2459Zqˆ “ x2y : en d’autres termes 2 est d’ordre maximal dans pZ{2459Zqˆ.
Les données p “ 2459 et g :“ 2 “ 2 p mod 2459q peuvent être publiques.

Supposons que Alice choisisse le nombre n “ 1300. Comme n “ 22`24`28`210, il vient

gn “ gn “ g22
g24
g28
g210

“ 16 ¨ 1602 ¨ 725 ¨ 2187 “ 1476.
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Quant à Bob, supposons qu’il choisisse le nombre m “ 123. Comme m “ 1 ` 2 ` 23 `

24 ` 25 ` 26 ` 27, il vient
gm “ gm “ gg2g23

g24
g25226

g27
“ 1883.

Ainsi Alice envoie à Bob la classe 1476 et Bob envoie la classe 1883 à Alice. Toujours avec
l’exponentiation rapide, Alice calcule 18831300 et Bob calcule 1476123 : la clef partagée
par Alice et Bob est le résulat de ces deux calculs, à savoir 42.

7.4. Le protocole RSA (Rivest-Shamir-Adelman). — C’est un protocole asymé-
trique datant de 1978.
Alice va générer une clef publique qui permettra à toute personne (ici Bob) de lui envoyer
un message chiffré, qu’elle pourra déchiffrer avec sa clef privée. Le protocole ici va dans
un sens unique : seul Bob peut envoyer un message à Alice (le protocole ne permet pas
à Alice d’envoyer un message à Bob).
Alice commence par choisir deux nombres premiers p et q (dans la pratique ces nombres
premiers sont très grands). Alice effectue ensuite les opérations suivantes :
piq elle calcule n “ pq,
piiq elle calcule ϕpnq “ pp´ 1qpq ´ 1q,
piiiq elle choisit un entier e premier à ϕpnq, et elle calcule l’inverse d de e modulo ϕpnq,

ou encore rdsϕpnq “ res´1
ϕpnq.

Notons que piq et piiq sont de simples multiplications. Pour piiiq, il faut déterminer une re-
lation de Bézout entre e et ϕpnq, cela se fait via l’algorithme d’Euclide, c’est une opération
très rapide.
Alice rend public le couple pn, eq : c’est la clef publique. Par contre, elle conserve secrète-
ment l’entier d : c’est la clef privée. Un message sera un élément de pZ{nZqˆ.
Bob souhaite envoyer le message a P pZ{nZqˆ à Alice : le message a peut être vu comme
un entier plus petit que n et premier à n.
Bob calcule ae P Z{nZ ; notons par b le résultat. Bob envoie alors b à Alice.
Alice reçoit b puis calcule bd P Z{nZ... et retrouve a.
En effet, comme rdsϕpnq “ res´1

ϕpnq, cela signifie qu’il existe un entier k tel que

de “ 1` kϕpnq.
Il vient alors

bd “ paeqd “ aed “ a1`kϕpnq.

Par le théorème d’Euler 5.29, on a que aϕpnq “ r1sn. Ainsi
bd “ a ¨ paϕpnqqk “ a ¨ r1skn “ a.

Ici la sureté du protocole réside sur le fait que, sachant pn, eq, il est difficile de déterminer
res´1

ϕpnq. En effet, la réelle difficulté est de déterminer ϕpnq sachant n : pour cela il faut
factoriser n... ce qui est considéré comme un problème difficile.
Prenons un exemple.
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Soient p “ 29 et q “ 31 ; posons n “ 29ˆ 31 “ 899. On a alors ϕp899q “ 28ˆ 30 “ 840.
Prenons e “ 37. On a la relation de Bézout

840ˆ 10´ 227ˆ 37 “ 1,

prouvant que 37 est bien premier à 840 et que

r37s´1
840 “ r´227s840 “ r613s840.

La clef publique ici est le couple p899, 37q et la clef privée est l’entier 613.
Bob souhaite envoyer un entier a premier à 899 (l’algorithme d’Euclide détermine ra-
pidement si a est bien premier à 899). Par exemple Bob souhaite envoyer a “ 121. Il
calcule alors pr121s899q

37 par l’exponentiation rapide ; détaillons ce calcul. Etablissons
tout d’abord les puissances successives de 121 (dans Z{899Z) :
1212

“ 257, 12122
“ 2572

“ 422, 12123
“ 4222

“ 82, 12124
“ 822

“ 431, 12125
“ 567.

De 37 “ 1` 22 ` 25, il vient

12137
“ 121 ¨ 12122

¨ 12125
“ 121 ¨ 422 ¨ 567 “ 758.

Ainsi Bob envoie 758 à Alice.
Alice calcule ensuite pr758s899q

613 qui est bien égal à r121s899.

7.5. Exercices. —

Exercice 74. — On numérote les lettres de l’alphabet de 1 à 26. Le blanc, symbolisé par
‚, est numéroté 0. Les éléments de cette numérotation peuvent être vus dans Z{27Z.

Pour le protocole de Hill (dans Z{27Z) avec la clef A “
ˆ

1 2
3 4

˙

, on reçoit le message

chiffré RYCX SLTF. Déchiffrer ce message.

Exercice 75. — Soit le nombre premier p “ 47.

piq Quels sont les ordres possibles des éléments de pZ{47Zqˆ ?
piiq Déterminer l’ordre de 2 P pZ{47Zqˆ.
piiiq Déterminer l’ordre de 5 P pZ{47Zqˆ.
piiiq Alice et Bob souhaitent partager une clef via le protocope de Deffie-Hellman à partir

du nombre premier p “ 47 et de 5 P pZ{pZqˆ. Alice choisit le nombre m “ 15 et
Bob le nombre n “ 24.
(a) Quelle classe va envoyer Alice ?
(b) Quelle classe va envoyer Bob ?
(c) Quelle est la clef produite ?

Exercice 76. — Soit le nombre n “ 2021 “ 43ˆ 47.

piq Soit e “ 59. Donner une relation de Bézout entre ϕpnq et e.
piiq Avec la clef publique p2021, 59q, Bob envoie à Alice la classe r1969s2021. Quel est le

message que Bob souhaite partager avec Alice via le protocole RSA ?
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8. Appendice

8.1. Groupes. — Commençons par la notion de groupe.

Définition 8.1. — Un groupe (abélien ou commutatif) G est un ensemble muni d’une
loi interne ` telle que
piq pour tout g, g1 P G, g ` g1 “ g1 ` g P G (commutativité),
piiq pour tout g, g1, g2 P G, g ` pg1 ` g2q “ pg ` g1q ` g” (associativité),
piiiq il existe un élément neutre, noté 0, c’est dire tel que g ` 0 “ g, pour tout g P G,
pivq pour tout g P G, il existe un élément opposé dans G, noté ´g, tel que g`p´gq “ 0.
Si G est fini, son cardinal |G| est appelé l’ordre de G. Un sous-groupe H de G est un
sous-ensemble de G qui muni de la loi induite ` forme également un groupe.

Remarque 8.2. — Ici, on a fait le choix d’utiliser une loi additive `. Pour une loi
multiplicative ¨ , on note par 1 l’élément neutre.

Proposition 8.3. — L’ensemble Z{nZ muni de la loi ` (issue de l’addition dans Z)
forme un groupe : pour rasn et rbsn de Z{nZ, on pose : rasn ` rbsn “ ra` bsn.

Remarquons immédiatement que cette loi est bien définie. En effet, si a1 est autre repré-
sentant de la classe rasn, il vient a` b ”n a1 ` b.

Démonstration. — La proposition 8.3 est immédiate. Notons simplement que le neutre
est la classe r0sn et que l’opposé de rasn est la classe r´asn.

Soit G un groupe. Pour k P N et g P G, on pose kg “
k

hkkkkkikkkkkj

g ` ¨ ¨ ¨ ` g puis ´kg “ kp´gq.
Considérons le sous-ensemble xgy “ ZG de G constitué des kg, avec k P Z. Il est alors
immédiat de voir que xgy muni de la loi ` est également un groupe : c’est le sous-groupe
de G engendré par g. En fait,

Lemme 8.4. — Soit G un groupe fini et soit g P G. Alors Ng “ Zg.

Démonstration. — En effet, comme G est fini, il existe deux entiers m, k P N, m ‰ k,
tels que mg “ kg, ce qui implique λg “ 0 avec λ P Ną0. Par conséquent, ´g “ pλ´ 1qg,
avec λ P N.

Définition 8.5. — Soit G un groupe fini. L’ordre de g est par définition le plus petit
entier k ą 0 tel que kg “ 0. On le note ordpgq.

Remarque 8.6. — L’élément neutre est d’ordre 1.

On a le résultat suivant bien utile

Proposition 8.7. — Soit G un groupe et soit g P G. Alors si g est d’ordre k et que mg “
0, on a k|m.

Démonstration. — Soit m tel que mg “ 0. Effectuons la division euclidienne de m par
k : il existe deux entiers q et 0 ď r ă k tel que m “ qk ` r. Alors rg “ mg ´ qkg “ 0.
Par minimalité de k, on en déduit que r “ 0.
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Proposition 8.8. — Soit G un groupe fini. Alors l’ordre de g est aussi égal à l’ordre du
sous-groupe xgy. Ou encore, ordpgq “ |xgy|.

Démonstration. — Soit r l’ordre de g. D’après le lemme 8.4, xgy “ t0, g, ¨ ¨ ¨ , pr´ 1qgu et
ainsi |xgy| ď r. Supposons que |xgy| ă r : il existe deux entier 0 ď k ă m ď r´ 1 tels que
pm´ kqg “ 0. Or 0 ă m´ k ă r, ce qui contredit la minimalité de r.

On a le théorème suivant sur le lien entre l’ordre d’un groupe et celui d’un de ses sous-
groupes.

Théorème 8.9. — Soit H un sous-groupe d’un groupe fini G. Alors |H| divise |G|.

Démonstration. — On définit sur G une relation d’équivalence „ par : g „ g1 si et
seulement si, il existe h P H tel que g “ g1` h. Comme H est un groupe, il est immédiat
de voir que c’est bien une relation d’équivalence. Une classe est de la forme g`H. Comme
G est fini, le nombre de classes est fini ; notons le k. L’ensemble de ces classes forment
une partition de G : le groupe G peut s’écrire comme une réunion disjointe d’un nombre
fini k de classes. Or chaque classe est de cardinal |H|, et ainsi |G| “ k|H|.

On en déduit alors immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 8.10. — Soit G un groupe fini et soit g P G. Alors l’ordre de g divise |G|.
En particulier |G|g “ 0.

Démonstration. — Cela provient du fait que ordpgq “ |xgy|.

Enfin, terminons par la notion de groupe cyclique.

Définition 8.11. — Un groupe G est dit cyclique s’il est engendré par un élément g ;
ou encore si G “ xgy. On dit que g est un générateur de G.

On a alors

Théorème 8.12. — Soit G “ xgy un groupe cyclique d’ordre n. Alors
piq tout sous-groupe H de G est cyclique,
piiq pour tout d ě 1 diviseur de n, il existe un unique sous-groupe cyclique H de G

d’ordre d.

Démonstration. — piq Si H “ x0y, c’est immédiat ! Soit donc a ą 0 le plus petit entier
tel que ag P H. Alors xagy Ă H. Soit g1 P H. Comme G est cyclique et fini engendré
par g, il existe un entier b ě 0 tel que g1 “ bg. Effectuons alors la division euclidienne
de b par a : il existe deux entiers q et 0 ď r ă a ´ 1 tel que b “ qa ` r ce qui implique
que rg “ g1 ´ qag P H. Par minimalité de a, on en déduit que r “ 0 et donc que
g1 “ qag P xagy.
piiq Soit d un diviseur de n. Posons n0 “ n{d. Alors n0g est d’ordre d et ainsi xn0gy est un
sous-groupe d’ordre d (si l’ordre de n0g était strictement plus petit que d cela impliquerait
que l’ordre de g serait strictement plus petit que n). Montrons qu’un tel sous-groupe est
unique. Soit H un sous-groupe de G d’ordre d|n. Nous avons vu dans piq que H “ xagy
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pour un certain entier a. Mais comme ag doit être d’ordre d, cela signifie que dag “ 0 et
donc que da est un multiple de n (d’après la proposition 8.7) : il existe un entier λ tel
que da “ λn et ainsi a “ λn0, ce qui implique que H “ xλn0gy Ă xn0gy. En comparant
les ordres, on en déduit que H “ xn0gy.

Enfin on termine par le résultat suivant

Théorème 8.13. — Soit G “ xgy un groupe cyclique d’ordre n. Soit k P Z. Alors kg est
un générateur de G si et seulement si, pgcdpk, nq “ 1. En particulier, G a exactement
ϕpnq générateurs.

Démonstration. — Supposons pgcdpk, nq “ 1. Alors il existe u, v P Z tel que ku`nv “ 1,
ce qui signifie que

g “ pku` nvqg “ kug ` vng “ upkgq.

Or pour tout élément h de G, il existe un entier m tel que h “ mg, et ainsi h “ mupkgq,
ce qui signifie que kg est bien un générateur de G.
Réciproquement. Supposons qu’il existe un nombre premier p|pgcdpk, nq. Posons n0 “ n{p

et k0 “ k{p. Alors
n0pkgq “ n0pk0g “ nk0g “ k0pngq “ 0.

Par conséquent, kg est d’ordre n0 ă n et ainsi kg n’engendre pas G.

8.2. Anneaux. — Passons maintenant à la notion d’anneau.

Définition 8.14. — Un anneau (commutatif) A est un ensemble muni de deux lois `
(additive) et ¨ (multiplicative) telles que
piq l’ensemble A muni de la loi ` forme un groupe (commutatif),
piiq la loi ¨ est une loi interne associative (et commutative) munie d’un élément neutre,

noté 1, qui vérife g ¨ 1 “ 1 ¨ g “ g pour tout g P G,
piiiq la loi ¨ est distributive par rapport à la loi : pg ` g1q ¨ g2 “ g ¨ g2 ` g1 ¨ g2 et

g ¨ pg1 ` g2q “ g ¨ g1 ` g ¨ g2.

Remarque 8.15. — Pour x, y P A, on note par abus xy “ x ¨ y.

Il est important de noter à ce niveau qu’un élément non nul de l’anneau A n’admet pas
forcément d’inverse pour la seconde loi ¨.

Définition 8.16. — Soit A un anneau. Un élément a P A est dit inversible s’il existe
b P A tel que ab “ 1. Dans ce cas, l’inverse de a est unique et on le note a´1. L’ensemble
des éléments inversible de A est noté Aˆ.

On a alors

Proposition 8.17. — L’ensemble Aˆ muni de la loi ¨ forme un groupe (commutatif)
de neutre 1.

Démonstration. — Il nous suffit de vérifier que si x, y P A´1, alors xy P Aˆ, ce qui est
immédiat : en effet, xy est inversible d’inverse x´1y´1.
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Définition 8.18. — Lorsque pour un anneau A, tout élément g non nul (ou encore
g ‰ 0) admet un inverse alors on dit que A est un corps. Ou encore, A est un corps si
Aˆ “ A´ t0u.

Théorème 8.19. — L’anneau Z{pZ muni des lois ` et ¨ est un corps. C’est l’unique
corps à p éléments (à isomorphisme près). On le note Fp.

Démonstration. — La première partie est conséquence du théorème 5.23. Il nous reste à
montrer l’unicité. Soit K un corps ayant p éléments. Notons par e le neutre multiplicatif
de K. Alors Ze Ă K. En fait, de cette inclusion on construit une application ψ : Z Ñ K
définie par ψpkq “ ke. Cette application est un morphisme d’anneaux, c’est à dire que ψ
respecte les lois de Z et de K : ψpk` k1q “ ψpkq`ψpk1q, ψp1q “ e et ψpkk1q “ ψpkqψpk1q.
On cherche à déterminer le noyau kerpψq de ψ : c’est l’ensemble des entiers k tels que
ke “ 0. Soit m ě 1 le plus entier non nul tel que me “ 0. Alors m ď p. En utilisant la
division euclidienne, on vérifie que kerpψq “ mZ.
Ceci permet alors de construire une application injective ψm définie par

ψm : Z{mZ Ñ K
rksm ÞÑ ke

Maintenant comme K est un corps, alors nécessairement m est un nombre premier (en
effet si ne ¨ n1e “ 0 alors ou bien ne “ 0 ou bien n1e “ 0). Notons par F :“ ψpFmq : c’est
un sous-corps de K, et les compatibilités des lois font que K est un F-espace vectoriel.
Appelons d la dimension de K sur F (comme K est fini, le dimension du F-espace vecttoriel
K est finie). Alors |K| “ |F|d et donc p “ |K| “ md, ce qui entraîne m “ p et d “ 1. D’où
K “ F “ ψppFpq.

Remarque 8.20. — Nous avons montré au passage qu’un corps fini K est en particulier
un espace vectoriel de dimension d sur un corps F isomorphe à Fp, et donc de cardinal
pd.
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PARTIE III
SUJETS

Université de Franche-Comté / 2018-2019 Mathématiques
CMI Info 2ème année

Contrôle 1

Exercice 1. Déterminer le polynôme caractéristisque de la matrice

A “

¨

˝

1 ´1 1
´1 0 1
2 1 1

˛

‚.

Exercice 2. Déterminer toutes les matrices A de M2pRq vérifiant A2 “ I2. Pour ces
matrices, déterminer An pour tout entier n ą 0. Montrer qu’une telle matrice A est
inversible puis déterminer An pour tout entier n ă 0.

Exercice 3. Soit A une matrice de MnpRq vérifiant A2 ´ 3A` 2In “ 0.
1. Donner un exemple d’une telle matrice.
2. Montrer que A est inversible et exprimer A´1 en fonction de A.
3. Pour n ą 0, exprimer An en fonction de A.
4. Pour n ă 0, exprimer An en fonction de A.

Exercice 4. Soit la matrice A “

¨

˝

´1 1 a

´1 0 1
b 1 1

˛

‚, où a et b sont deux paramètres réels.

1. A quelle condition la matrice A est elle inversible ?
2. Lorsque A est inversible, déterminer A´1.
3. Lorsque A n’est pas inversible, discuter le nombre de solutions du système AX “ Y

d’inconnue X “

¨

˝

x1
x2
x3

˛

‚, et où Y “

¨

˝

1
2
1

˛

‚.
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Contrôle 2

Exercice 1. Soit la matrice à coefficients réels A “

¨

˝

1 1 1
1 0 1
1 2 1

˛

‚.

1q Calculer le polynôme caractéristique PA de A.
2q Déterminer les valeurs propres de A. Est ce que la matrice A est diagonalisable ?
3q Déterminer une base de chaque sous-espace propre de A.
4q Calculer An pour n ě 1.

Exercice 2. Soit la matrice à coefficients réels

B “

¨

˝

´a´ 1 ´1 a` 2
1 2 ´1

´a´ 2 ´1 a` 3

˛

‚,

où a est un paramètre réel.

1q Calculer le polynôme caractéristique PB de B.
2q Factoriser PB en produit de polynômes irréductibles (on pourra vérifier que PBp1q “ 0).
3q Déterminer le polynôme minimal de B suivant les valeurs de a.
4q En déduire les valeurs de a pour lesquelles B est diagonalisable (on ne demande pas

de diagonaliser B).
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Contrôle 3

Notations. Si n ą 0 et x sont deux entiers, on note par rxsn la classe de x dans Z{nZ.

Exercice 1. Résoudre dans Z{28Z l’équation 3X “ r5s28.

Exercice 2. Trouver l’ensemble des entiers n tel que 13 divise n2 ` n` 1.

Exercice 3. Trouver le plus petit entier positif x tel que rxs89 “ r60s89 et rxs55 “ r38s55.

Exercice 4. Soit le corps F29 “ Z{29Z. Pour x P Z, on note x “ rxs29.

1. Quels sont les ordres possibles d’un élément de Fˆ29 ?
2. Quel est l’ordre de 2 ?
3. Pour chaque ordre possible, donner un élément de Fˆ29 qui a l’ordre en question.
4. Donner la table des logarithmes en base 2 de Fˆ29.
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Contrôle 1

Exercice 1. Soit la matrice A “

¨

˝

1 2 a

2 ´1 2
1 ´1 b

˛

‚, où a et b sont deux paramètres réels.

1. A quelle condition la matrice A est elle inversible ?
2. Lorsque A est inversible, déterminer A´1.

Exercice 2. Soit la matrice à coefficients réels A “

¨

˝

0 ´2 ´1
0 2 1
´1 ´1 1

˛

‚.

1. Calculer le polynôme caractéristique PA de A.
2. Déterminer les valeurs propres de A. Est ce que la matrice A est diagonalisable ?
3. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de A.
4. Calculer An pour n ě 1.

Exercice 3. Soit la matrice à coefficients réels

B “

¨

˝

2 ´a` 2 0
0 a 0
1 a` 1 1

˛

‚,

où a est un paramètre réel.

1. Calculer le polynôme caractéristique PB de B.
2. Déterminer le polynôme minimal de B suivant les valeurs de a.
3. En déduire les valeurs de a pour lesquelles B est diagonalisable (on ne demande pas

de diagonaliser B).
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Contrôle 2

Notations. Si n ą 0 et x sont deux entiers, on note par rxsn la classe de x dans Z{nZ.

Exercice 1. Déterminer pgcdp831, 7353q.

Exercice 2. Donner une relation de Bézout entre 345 et 254. En déduire l’ensemble des
solutions de l’équation diophantienne

345ˆ u` 254ˆ v “ 1.

Exercice 3.
Trouver le plus petit entier x ě 0 vérifiant x ” 13 pmod 17q et x ” 5 pmod 23q.

Exercice 4. Soit le nombre entier N “ 275n`a ´ 263n`b.

1. Déterminer les représentants principaux de r275s31 et de r263s31.
2. Calculer r26ks31 pour k “ 0, ¨ ¨ ¨ , 6.
3. Soit a “ 10. Donner un entier b ą 0 tel que 31 divise N .
4. Soit a “ 1 et soit b quelconque. Montrer que le nombre N est premier à 31.
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Contrôle 3

Notations. Si p désigne un nombre premier, on note par Fp le corps Z{pZ.

Exercice 1.
1. Déterminer les polynômes irréductibles (et unitaires) de degré 2 sur F3.
2. Déterminer un polynôme irréductible de degré 2 sur F5.

Exercice 2. Soit le corps F199. On admet que 3 est d’ordre 198 dans Fˆ199.

1. Simplifier 35. En déduire log3p44q.
2. Donner une relation de Bézout entre 44 et 199.
3. Que vaut log3p95q ?

Exercice 3. Soit le corps F29.

1. Quels sont les ordres possibles d’un élément de Fˆ29 ?
2. Quel est l’ordre de 2 ?
3. Donner la table des logarithmes en base 2 de Fˆ29.
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Contrôle 1

Exercice 1. Soit la matrice A “

¨

˝

a 0 a´ 2
2 2a 2

a´ 2 0 a

˛

‚, où a est un paramètre réel.

1. À quelle condition la matrice A est elle inversible ?
2. Lorsque A est inversible, déterminer A´1.

Exercice 2. Soit la matrice à coefficients réels A “

¨

˝

´1 ´2 2
2 3 ´2
2 2 ´1

˛

‚.

1. Calculer le polynôme caractéristique PA de A.
2. Déterminer les valeurs propres de A.
3. Déterminer le polynôme minimal de A. Est-ce que la matrice A est diagonalisable ?
4. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de A.
5. Calculer An pour n ě 1.

Exercice 3. Soit n fixé, et soit E l’ensemble des matrices A P MnpRq vérifiant A2 “ ´A.
1. Soit A P E que l’on suppose inversible. Que vaut A ?
2. Quand n “ 2, déterminer toutes les matrices diagonales D de E. Généraliser à tout
n le résultat précédent.

3. Soit A une matrice de E et soit Q P GlnpRq une matrice inversible de MnpRq.
Montrer que Q´1AQ P E.

4. Soit A une matrice de E.
a) Donner un polynôme P P RrXs tel que P pAq “ 0.
b) Quelles sont alors les possibilités pour le polynôme minimal de A ? Est-ce

que la matrice A est diagonalisable ?
c) Quelles sont les valeurs propres de A ? Donner la forme du polynôme carac-

téristique PA de A.
5. Montrer que E “ tQDQ´1; D P E,D diagonale, P P GlnpRqu.
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Contrôle 2

Notations. Si n ą 0 et x sont deux entiers, on note par rxsn la classe de x dans Z{nZ.
Si p désigne un nombre premier, on note par Fp le corps Z{pZ.

Exercice 1.

1. Donner une relation de Bézout entre 1023 et 761.
2. En déduire l’ensemble des solutions de l’équation diophantienne

1023ˆ u` 761ˆ v “ 1.

3. Dans Z{1023Z résoudre l’équation : 761x “ r2s1023.
4. Trouver le plus petit entier x vérifiant x ” 25 pmod 1023q et x ” 3 pmod 761q.

Exercice 2. Soit le nombre entier N “ 312n ´ 273n`a.

1. Déterminer les représentants principaux de r312s37 et de r273s37.
2. Donner un entier a tel que 37 divise N .

Exercice 3. Soit le corps F23.

1. Quels sont les ordres possibles d’un élément de Fˆ23 ?
2. Déterminer l’ordre des éléments suivants : 2, 3, et 5.
3. Donner la table des logarithmes en base 5 de Fˆ23.
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Contrôle 1

Exercice 1. Soit la matrice A “

¨

˝

a´ 1 ´1 a

2 a` 3 ´2
2 3 a´ 2

˛

‚, où a est un paramètre réel.

1. À quelles conditions la matrice A est elle inversible ?
2. Lorsque A est inversible, déterminer A´1.

Exercice 2. Soit la matrice à coefficients réels A “

¨

˝

2 1 ´1
´1 0 1
´1 ´1 2

˛

‚.

1. Calculer le polynôme caractéristique PA de A.
2. Déterminer les valeurs propres de A.
3. Déterminer le polynôme minimal de A. Est-ce que la matrice A est diagonalisable ?
4. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de A.
5. Calculer An pour n ě 1.

Exercice 3.
Soit A une matrice de MnpRq vérifiant A2 ` A´ 2In “ 0.

1. Donner un exemple d’une telle matrice.
2. Montrer que A est inversible et exprimer A´1 en fonction de A.
3. Pour n ą 0, exprimer An en fonction de A.
4. Pour n ă 0, exprimer An en fonction de A.
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Contrôle 2

Notations. Si n ą 0 et x sont deux entiers, on note par rxsn la classe de x dans Z{nZ.
Si p désigne un nombre premier, on note par Fp le corps fini Z{pZ, et par x la classe de
x dans Fp.

Exercice 1.

1. Donner une relation de Bézout entre 750 et 133.
2. Dans Z{750Z, résoudre l’équation : 133x “ r2s750.
3. Trouver le plus petit entier x vérifiant x ” 25 pmod 133q et x ” 3 pmod 750q.

Exercice 2.
Soit le nombre entier N “ 2ˆ 173n ` 277n`a.

1. Déterminer les représentants principaux de r173s31 et de r277s31.
2. Donner un entier a tel que 31 divise N .

Exercice 3.
Soit le corps fini F17.

1. Quels sont les ordres possibles d’un élément de Fˆ17 ?
2. Déterminer l’ordre des éléments suivants : 2, 3.
3. Donner la table des logarithmes en base 3 de Fˆ17.
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Epreuve de rattrapage

Notations. Si n ą 0 et x sont deux entiers, on note par rxsn la classe de x dans Z{nZ.
Si p désigne un nombre premier, on note par Fp le corps fini Z{pZ, et par x la classe de
x dans Fp.

Exercice 1.

1. Donner une relation de Bézout entre 245 et 131.
2. Dans Z{245Z, résoudre l’équation : 131x “ r2s245.
3. Trouver le plus petit entier x vérifiant x ” 2 pmod 131q et x ” 3 pmod 245q.

Exercice 2.
Soit le nombre entier N “ 2ˆ 132n ` 38n`a.

1. Déterminer les représentants principaux de r132s17 et de r38s17.
2. Donner un entier a tel que 17 divise N .

Exercice 3.
Soit le corps fini F19.

1. Quels sont les ordres possibles d’un élément de Fˆ19 ?
2. Déterminer l’ordre de 2.
3. Donner la table des logarithmes en base 2 de Fˆ19.
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Exercice 1. Soit la matrice A “

¨

˝

a´ 1 ´1 ´2
0 a 2
´1 ´1 a´ 2

˛

‚, où a est un paramètre réel.

1. À quelles conditions la matrice A est elle inversible ?
2. Lorsque A est inversible, déterminer A´1.

Exercice 2. Soit la matrice A “

¨

˝

2a´ 1 a ´a` 1
a 0 ´a

3a´ 1 a ´2a` 1

˛

‚, où a est un paramètre réel.

1. Calculer le polynôme caractéristique PA de A.
2. Déterminer les valeurs propres de A.
3. Déterminer le polynôme minimal de A.
4. Est-ce que la matrice A est diagonalisable ?

Exercice 3. Soit A une matrice de MnpRq vérifiant A2 ` A´ 6In “ 0.
1. Donner un exemple d’une telle matrice.
2. Montrer que A est inversible et exprimer A´1 en fonction de A.
3. Pour n ą 0, exprimer An en fonction de A.
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Contrôle 2

Notations. Si n ą 0 et x sont deux entiers, on note par rxsn la classe de x dans Z{nZ.
Si p désigne un nombre premier, on note par Fp le corps fini Z{pZ, et par x la classe de
x dans Fp.

Exercice 1.

1. Donner une relation de Bézout entre 254 et 137.
2. Dans Z{137Z, résoudre l’équation : 254 ¨X “ r3s137.
3. Trouver le plus petit entier x ě 0 vérifiant x ” 2 pmod 254q et x ” 5 pmod 137q.

Exercice 2.
Soient deux entiers a et n, et soit le nombre entier N “ 16n`1 ` a ¨ 272n`4.
Donner une valeur de a pour que 31 divise N quelque soit la valeur de n.

Exercice 3.

1. Déterminer les polynômes irréductibles (et unitaires) de degré 2 sur F3.
2. Déterminer un polynôme irréductible de degré 2 sur F5.

Exercice 4.
Soit le corps fini F29.

1. Quel est l’ordre possible d’un élément de Fˆ29 ?
2. Déterminer l’ordre de 2.
3. Donner la table des logarithmes en base 2 de Fˆ19.

19 septembre 2023
Christian Maire, Institut FEMTO-ST, Université de Franche-Comté, 15B chemin des Mont-

boucons, 25000 Besançon ‚ E-mail : christian.maire@univ-fcomte.fr
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